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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATIIEMATIQ!]ES SPECIALES
PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1879 ;

Par M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Saint-Etienne.

On donne un hyperboloide & une nappe et un point A.
On considére un paraboloide circonscrit & Uhyperbo-
loide et tel que le plan P de la courbe de contact passe
par le point A; soit M le point d’intersection de ce
paraboloide avec celui de ses diamétres qui passe par
le point A; soit Q le point de rencontre du plan P
avec la droite qui joint le point M au pile du plan P
par rapport a l'hyperboloide.

Le planP tournant autour du point’ A, on demande :

1° Le lieu du point M;

2° Le lieu du point Q : ce second lieu est une sur-
Sace du second degré S que l'on discutera en faisant
varier la position du point A dans Uespace;

3° Le lieu des positions que doit occuper le point A
pour que la surface S soit de révolution.

L’hyperboloide donné, rapporté a son centre et a ses.
axes, ayant pour équation
) . V‘l 52
— + 55— 53— 1=0
b ¢ ’

® -

si je transporte les axes de coordonnées parall¢lement a
eux-mémes, de maniére que la nouvelle origine soit au

point donné A (=, B, y), I'équation précédente deviendra

(w42  (r+8? (547
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Celle du plan Psera
lx +-my +nz=o,
/, m, n étant des paramétres arbitraires.
Si je désigne, pour abréger, par S le premier membre
de (1), Péquation d’une surface du second ordre, circon-

scrite al’hyperboloide suivant la courbe de contact déter-
minée par le plan P dans cet hyperboloide, sera

AS—(lx+my+nz) =o,
ct, pour qu’elle représente un paraboloide, on ala
condition

A (@l 4 b2m? — ¢*n? —)) ==o.

Le facteur 22, égalé a zéro, donnerait un plan double.
L’autre facteur donne

r=al + bm? — 2,
ct ’équation du paraboloide devient alors

(2) (&l + b*'m? — *n?)S — (loxe +~my +nz)? =—o.

I. Liew du point M. — Les diamétres du parabo-
loide (2) étant conjugués du plan P, celui qui passc
en A a pour équnations

L] R

N

Rd =
bH? c?

(3)

Il

-

m n

Le lieu du point M on le diamétre (3) rencontre le
paraboloide (2) s’obtiendra en éliminant /, m et n entre
les équations (2) et (3), ce qui se fait immédiatement en
substituant a ces paramétres les quantités proportion-

~
P

02
.L’équation obtenue se décompose en deux autres,

“ xr v
nelies ;l—z’ 7)3’
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La premiére représente le cone asymptote de ’hyper-
boloide donné, transporté parallélement a lui-méme de
maniére que son sommet vienne en A. C’est une solution
singuliére correspondant au cas de A = o.

Le plan représenté par la seconde équation est
paralléle au plan polaire du point A par rapport a I'hy-
perboloide et se confond avec le plan tangent en A a cette
surface, quand le point A est sur ’hyperboloide.

Si le point A est situé au centre de I’hyperboloide, ce
deuxiéme lieu est rejeté a 'infini.

II. Lieu du point Q.— Soient xy, ¥, 2o les coordon-
nées d’'un des points M du lieu précédent, et xy, ¥y, 24
celles du pole du plan P par rapport a I hyperbolmdc
donné.

Les ¢quations deladroite qui joint ce pole au point M
sont

x — Z, Y — ¥, 5— 3

(4 = = .

Ly — Ty Yi— Yo 51— 3

Cette droite rencontre le plan qui a pour équation
(3) lx +~my+ns=—o

¢n un point qui appartient au lieu cherché.

Mais, si I’on identifie I'équation (5) avec celle du plan
polaire du point (x,, ¥4, z,) par rapport a I’hyperbo-
loide, on obtient les relations

(6 Ty i+B s +y

) @l — 'm T —e¢n’

x(2y 4+ 2) 3y + 8 ‘.'(51'9“1'\’
2 —+ Ol -
a b c?

1= 0,
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etl’on a en outre

(8) Zo _ Yo __ Fo
@l — v'm T ¢’
207, 28 295, .
(9) a? b2 - :;.1 +A =0,

en posant, pour abréger,

©

o IBZ

I
%

11 faut éliminer les coordonnées de M, celles du pole
du plan P et les rapports de deux des coefficients I, m, n
au troisiéme, entre les équations numérotéesde (4) a(9).

De (6) et (8) on déduit immédiatement

‘T1+1‘.V1+3_51+]’,

Ly Yo S
ce qui exige, pour que les équations (7) et (g) soient
compatibles, que I’on ait encore

22, -+ k(x, + a)==o0.

2y + k(14 8) =o,

25, + k(5 +7)=o.

Tirant de 1a les valeurs de x,, 34, z, en fonction de
oy Yoy Zo €t substituant dans les équations (4), on en
(1s s - 1 .
déduit, si I'on désigne par — la valeur commune des trois

P‘

rapports (4),

-

N k

o= I e
k

(10) yo:m(%‘)’ +8),
A.

F— Yy p— (x5 +7).

D’autre part, si I'on substitue a [, m, n dans (3) les
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o » . X,
quantités proportionnelles (7;’, =2 et — — il vient

bl
2X (%7 55

(11) —TO "20—————:0:0
a b c?

Il ne reste plus qu’a porter dans (g ) et (11) les valeurs
(ro) de xg, yo, 2o pour obtenir les deux déquations
suivantes

222 23y 2Y3
— — — — 4+ A )+ h=o0,
. a’ 0* c?

p? ‘ RE 52 ax 8y v
@ TR e T E T T
entre lesquelles u s’élimine immédiatement. On obtient
ainsi

oz By ya\?
(_aT’ T 7>
A/far: 9 52 ax By vz
:ﬂﬁ+ﬁ*§“?—#+?>
Le lieu du point Q est donc une surface du second
ordre. Cette surface passe par le point A et parla courbe
d’intersection du cone

1‘2 ..‘.2 ~
a? H? %

ct du plan
ar Bv vz &

=5 — —5 |+ =
a? 0?2 c? 2

Elle se réduit a un plan double quand on a k = o.

Nous supposerons dans ce qui suit k ditlérent de zéro.

Discussion.— L’équation développéedulieudu point Q
peut étre mise sous la forme

2a? 0\ x? 2{3_ y?
(-1 % ()5

c? b‘) 2.

~ 3 q w5
A e 22 ,11+/.( T+ AN G P
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Les ¢quations du centre se raménent aisément a cel-

les-ci
r Yy 5 k
a BT v T a(hk+2)

Le centre de la surface S est donc situé sur la droite
qui joint le point A au centre de I'hyperboloide donné.
Supposons 'équation de S ramenée i la forme

SiIXe+8S, Y2+ S;7:=H

et calculons le terme connu H. Nous obtiendrons facile-

ment
l. (/. )
;(/. -+ ))

11 faut maintenant déterminer les signes des coeffi-
cients S, S,, Ss, qui sont, comme on sait, les racines de
I'équation en S.

Prenons cette équation sous la forme connue

1 1 1 1
B (S—a)  BS—0,)  BFS—¢) BBEBE "
ou nous faisons
’ ” n BB/
A — PTB = a, A — BB:B — bl et A'— _B'—' = C;.

Daus le cas particulier (qui nous occupe, nous avons

) k k
a—=— -/-\7_,7 1)1:—'[‘:?_.’ Cy = (—;7

ct 'équation en S devient

(12) N A S PR
sk gL kg ko2
@t 77 P

Supposons @? > b* ct distinguons les deux cas de k> o

eth <o,



1° A>o0. — En faisant varier S de — -;;—;4—3 i
A.

— ¢, ¢ et ¢ étant des quantités trés petites, le pre-
mier membre de I'équation (12) passe du positif au né-

gatif en restant fini et continu; il y a donc une racine

.. . k k . .
négative comprise entre — I—);et — = Si S varie en-

. .k . .
suite de zéro a i ¢”, le premier membre de (12) varic
k+2

2k’

tive; il y a donc une racine positive entre zéro et =

de

(uantité positive, jusqu’a une quantité néga-

Enfin on s’assure aisément qu’il y a uneautre racine po-
sitive supérieurc & - Comme le terme H est alors posi-

tif, la surface S est un hyperboloide & une nappe.

2° A<o. — Il y a une premiére racine entre e

/\4

et — —- Pour déterminer son signe, faisons S =o. Le

. . k42 L.
premier membre de (12) devient 7 Silon a

k+2<o,

celte quantité étant alors positive, la racine considérée
. . - k
cst negative. Ily a en outrc une racine positive entre — —;
po

k . . | d
¢t — 5 et une aulre, aussi positive, plus grande que
k .\ .. . .
— 5 Cette derniére reste positive quel que soit le signe
de k + 2. Donc, pour k -+ 2 <o, les trois racines de
I'équation en S sont positives, et comme alors H est aussi

positif, la surface est un ellipsoide reel.

Mais, pour k + 2 > o, deux racines étant positives ct
Pautre négative, comme on a alors H>osi k +1 >0,
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et H<<osi k+1 <o, il en résulte que la surface est
un hyperboloide & une nappe si k + 1 > o, et un hyper-
boloide & deux nappes si k +1<o.
Pour k +- 1 == 0, la surface est un céne reel.
Il reste a examiner 'hypothése k + 2 =o.
Dans ce cas, le centre est a I'infini sur la droite

La surface est alors un paraboloide.
Pour z = o, le premier membre de 'équation de la
surface S devient

oz Br\* _ k [a® vt 1 By
<F+?> —;<:{=+z§“ v )

équation d’une ellipse dans I’hypothése de k =— a.
Donc la surface est alors un paraboloide elliptique.
Remarque. — Dans la discussion qui préceéde, la sur-

face S se trouve rapportée a des axes de directions fixes,
mais dont l'origine est variable : cela ne peut en rien
changer la nature de la surface discutée.

Interprétation géométrique du résultat de la discus-
ston. — Revenons aux axes primitifs de coordonnées par
rapport auxquels nous regarderons o, 3, v comme des
coordonnécs courantes. La relation & + 1 = o représente
alors le cone asymptote de I'hyperboloide donné et la
relation & + 2 = o son hyperboloide conjugué.

Donc :

Si le point A est situé a 'extéricur du céne asymptote
de I'hyperboloide donné, la surface S est un kyperbo-
loide a une nappe;

Si cc point est sur le cone asymptote, la surface S est
un cone reel;

S’il est situé a 'intérieur du cone asymplote, mais, par
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rapport a I’hyperboloide conjugué de 1'hyperboloide
donné, dans la méme région que le centre, la surface S
est un hyperboloide a deux nappes;

S’il setrouve sur I’hyperboloide conjugué, la surface S
est un paraboloide elliptique ;

Enfin, si le point A est, par rapport a I’hyperboloide
conjugué, dans la région ou ne se trouve pas le centre,
la surface S est un ellipsoide réel.

Il a déja été dit que, si le point A est sur I’hyperbo-
loide donné, la surface S est un plan double.

III. Conditions pour que la surface S soit de re-
volution. — Les trois quantités a,, b, ¢, ne pouvant
étre égales que si k = o, auquel cas elles sont nulles, il
faut exprimer que deux des coefficients des rectangles des
variables sont nuls a la fois. Cela arrivera pour y=o,
par exemple. Mais on doit avoir en outre la relation

farB3 1 I a"+<1 L 32_‘_ 1 1
atb* T | \a*? ¢/ a? et c¢t) b @
« 1t ol 4 (2 1 B2 LI
)\ )T )
qui, abstraction faite d’un facteur constant, se décompose

en deux, savoir

o2 Bz a®—c? o? b — c? {32
— A —1=o0 — + e
a? b Tat+ct et B+ B?

I1=—0o0.

La premiére rentre dans I'hypothése A =o. La se-
conde représente une conique dans le plan des 3.

Les hypothéses 3 =o et « = o donneraient deux autres
coniques ayant pour éguation dans leur plan

a4 bt o? b —
—3 =3 s 5 —1=0
a®— b a* b+ c? c? ’
*
at+ b P a*— c? y? o

—a+ b* b? a’+ ¢? ¢?
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En supposant a*>> b2, nous aurons a distinguer les
trois cas de

ct<< b?, bP<ct<a?t, at<<cih

1°¢2 < b2. — Les coniques situées dans les plansdes
et des ay sontdes ellipses réelles, et celle qui est située
dans le plan des 3v est une hyperbole.’

2° b2< c?< a®. — Les trois coniques sont des hyper-
boles.

3° a?<c?. — Les coniques situées dans les plans des
a3 etdes 3y sont des ellipses imaginaires; celle qui est
située dans le plan des ay est une hyperbole.

Note. — M. Gambey a également résolu la question de licence
dont une solution a déja paru (2° série, t. XX, p. 57).



