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SUR LE DEVELOPPEMENT DES LOGARITHMES
ET DES EXPONENTIELLES ;

PAr M. Maurice D'OCAGNE,
Eleve de 1 Ecole Polytechnique.

Considérons le développement d’une fonction f(x)
suivant les puissances ascendantes d’une fonction quel-
conque ¢ () de la variable
f(x)=A¢+ Ajo(x)

+Aye(2)?+.. .+ Ayo(x)"+.. .,

(1)

et proposons-nous de trouver le développement de
log f(x) suivant les puissances de o (x)

Slogf(x) =a,+ a;¢(x)

| + o (Z) . @ ().,

(2)

en supposant ces deux développements convergents
pour la fonction 9 (x) choisie.
On voit d’abord immédiatement que
a, =logA,.
Cherchons maintenant la valeur d'un coefficient quel-
conque a,. A cet cffet, dérivons l'expression (1) par
rapport a x
[z — Ao (z) + 20 (x)o'(z)+. ..

+nA o)t () +. ...
Par suite,

/(@) _ 9'(@)[A+-2A00(@) +... 4 nA,o(@) ! +...]

@)

| flx) — Ay +Ajo(z) 4. ..+ App(x) +. ..
Dérivons maintenant I'expression (2) par rapport ax
dlog f ,
(4) —Ogd'Lx(ﬂ = a,9'(z) +2a,9(2)9(2) +. ..

+ na,o(x)"to'(z) +....
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Les premiers membres de (3) et (4) étant identiques,
il en est de méme des seconds; nous aurons donc, aprés
avoir divisé-de part et d’autre par ¢’(x),
Ay +2A0(2)+...+nA ()" +. ..
=[ay +2a39(x)+...+na,p(x)* ' +...]
X[Ag+Ajg(z)+...+Ao(x)*+...]

L’identification des deux membres donne

A= aA,,
2A, =2a,A, + a A,
3A;=3a;A, +2a,A, + a,A,,

nA, =na, A+ (n—1)a,_A,,
+(n—2)a,sAy +...+a A,_,.

Pour tirer de la la valeur de a,, prenons les n pre-
miéres équations et écrivons-les comme suit

Aja;, +oa, +oa; “+...+o0a, = A
Aia;, +2A,a, —+oa; “+...+oa, —2A,,

Asa;, +2A,a, +3Aja; +...4+o0a, =3A,,

A, ya,+2A, sa, +3A, 3a;+...+nhAja, =nA,.

De 14 nous tirerons pour la valeur de a,, en remar-
quant que le déterminant qui forme le dénominateur se

réduit a sa diagonale,

A, o o ces o A,
A, 2A, o) o 2A,
A, 2A, 3A, o 3A,
An_s 27,53 3A,_, (n—1)A, (n—1)A,_,
An—l "An—z 3 n—3 (Il - I)Al ”An

a, =
" 1.2.3...nA"
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Telle est la formule qui résout le probléme.
Comme application, nous allons en déduire le déve-
loppement classique de log (1 + x).
Dans ce cas, nous avons

Ag=1, A, =1.

Tous les autres coefficients A sont nuls. Nous avons

alors
a,=logAy=o,

ct, par application de la formule précédente,

I 0o o ... o 1
1 2 0 ... 0 0
o 2 3 ... 0 0
o o 3 ... ) 0
R
_Jo o o .on—1
Un = 1.2.3...n
(=n"tre3 .. (n—)
- 1.2.3...n
(— 1)+t

n

C’est bien ]a formule connue.

Il est parfois plus facile de développer le logarithme
d’une fonction que cette fonction elle-méme; c’est ce qui
alieu en particulier pour le dévgloppement de I'intégrale
culérienne T'(x), suivant les puissances croissantes de
(x —1). On peut donc avoir a traiter le probléme in-
verse de celui que nous venons de résoudre. On a

d’abord

Ay == e%.

Il faut maintenant des équations [ 2] tirer la valeur
de A, en fonction des a. A cet effet, nous prendrons les



oA, +...+-0A, = a;A,,
oA, +...4+0A,=2a,A,,

(211)
n premicres de ces équations et nous les écrirgas
A+ oA, -+
—a, A+ 2A, -
—2a,A, — a A, +

R

3A,+...+0A, =3a;A,,

—(n—1)a, 1A — (n—2)a, sAy — (n—3)a, _3A;+...++ n\, = na,A,,

d’ort nous tirons

1 o o o a,y
—ay 9 o o 20,
—2a, —ay 3 . o Ja;
cesecerse s s recesanene crescnse e e eteaieaae. | €0
—(n—2)up—y —(n—3a,—3 —(n—i)an—, n—1 (n—nap—
—(n—1)a,qy —(n—2ap—o —(N—3)Ay_» —ay na, .

A=

1.2.3...n

Comme vérification de cette formule, nous allons en dé-
duire le développement de e*. Il suffit de faire

ay — 1,

et tous les autres @ nuls, ce qui donne

1 o o o 1

—1 2 o o

o —1 3 .. ) 0

[¢) .. n—1 o

’ e} . —1 o 1
A" - T j— b
1.2.3...n 1.2.3...n
qui est bien la formule connue.



