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SOLUTION DES QUESTIONS DE -LICENCE PROPOSEES
AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1880

Parn M. MORET-BLANC.

1. Intégrer les Zquations différentielles simultanées

d.r

— —aw + Uy 4+ s

7 -+ U —+ 0

dy

-~ =d'r+a v+ bs.

ot Fa v+

ds

— =bx+ by+as, .
dt v

oiva,d,ad", b, b, b" sont des constantes réelles don-
nées, et x, y, z des _fonctions inconnues de la variablet.
dx dy

Ces équations étant hemogeénes en o, v, z, AT

<

7’ si 'on trouve trois systémes de valeurs particuli¢res
iy )1y Z1; T2y )2y 25 X3,)3, 35 qui les vérifient, on y
satisfera encore en posant

xr=Cz, + Cyz, + Cyurye

y=Cy; +Coy2+ Gy,

5 =Cy5, + Cy5; + Cs33,
C,, C,, C; étant trois constantes arbitraires. Ces nou-
velles valeurs, renfermant trois constantes arbitraires,

seront les intégrales générales des équations proposées.
Pour trouver trois solutions particuliéres, posons

= et y=—upet, s—vet,

a, i, v étant des eonstantes qu’il s’agit de déterminer.
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Ces valeurs, substituées dans les équations, donnent,
cn supprimant le facteur e®,
a—a+b0p+bv=o,
'+ (a'—p)p+ bv=o,
O+ bp+ (a"—p)v=o.
L’élimination de i et v entre ces équations donne
a—p b b
v a—p b =o.
b b a"—op
Cette équation, identique a I'équation en S de la Géo-
wmétrie analytique, a, comme on sait, ses trois racines
réelles, que I'on calculera trigonométriquement, quand
on connaitra les valeurs numériques des coeflicients.
Désignons-les par py, pa, p3; deux quelconques des
équations précédentes donneront les valeurs correspon-
dantes i, poy a3 Vi, Vay Vg :
Les intégrales générales des équations proposées se-

ront
Tr = Cl eddt -+ (:2 ee:! — C3e\’x’,

= Cyuen’ + Cypyetat + Cypgenst,
3= Cyv,ett 4 Cyv,yetaf 4 Cyvyent,

2. On considére un axe vertical O z, autour duquel
tourne d’apreés une loi déterminée, mais inconnue, un
tube rectiligne OA, de section infiniment petite, qui
rencontre U'axe fixe en O et fait avec lui un angle
constant 8; dans U'intériewr du tube peut se mouyoir
sans frottement un point M :

1° On demande quelles doivent étre, d’'une part, la
loi de rotation du tube, de Uautre, les circonstances
initiales pour que la distance r du point M au point O
soit, & chaque instant t, donnée par la formule

r=Hh0 +2)%
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2° Conservant pour le mouvement de rotation du
tube la loi précédemment trouvée, ne faisant & ailleurs
aucune hypothése sur les circonstances initiales, on de-
mande d’étudier le mouvement du point pesant dans le
tube.

1° L’accélération du mouvement du mobile dans le
tube est la somme algébrique des composantes suivant
la direction du tube, de la pesanteur et de ’aceélération
centrifuge : I'accélération centrifuge composée, étant
perpendiculaire au tube, est détruite. On aura donc, en
supposant le mobile M au-dessus du point O,

d*r 6 4 rsing 2
—_— T — " COS sin
de? e de

y

o étant I'angle que le plan ZOA fait avee sa position ini-
tiale.
Si le mobile était au-dessous du point O, il suffirait
de changer le signe de g, 7 étant positif de O vers M.
Dapres la loi énoncée, on a

2 U . d?r :
r—=~k(0t+2)?, (—l,?—_—zA(t—r«x), W:?J\.
1.’équation précédente devient
. dw?
2k = —gcost + Asinb(¢ + )2 Tk

d’ou on tire
/2 k + & cosh
do -V TEune
dt — {4+ a ’

Telle doit étre la vitesse de rotation du tube; elle est
en raison inverse du temps compté a partir d'une ori-
gine antéricure de 2 aux cirtonstances initiales.

Pour t = o, on doit avoir en outre

dr
ro = A2t o= ({[—: ) — aha,
\ o
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c'est-a-dire que la position et la vitesse initiale du mo-
bile dans le tube doivent étre les mémes que s’il était
parti sans vitesse initiale du point O avec 1’accélération
2k, a cette époque antérieure, le tube restant immobile.
11 est facile d"avoir ’équation de la courbe décrite sur
un plan perpendiculaire a P’axe par la projection du

mobile :
p=rsin0=~%sinb(¢+ 2)?,
fok + gcosh . t+a
W= L—
\/ k sin® a
d’ou

Asinl
© 2 A4 g ConY
Eu ¢liminant ¢ entre ces deux équations, on a

Asinl
© 2 h g conl

2
g = hAa’sinbe ,

{4+ a—uae

¢quation d’'une spirale logaritlunique dont I’angle a pour

1 2k + gcosb
tangente - { / ——2——-
§ 2 \/ ksin

2" Conservant pour l¢ mouvement de rotation du tube
la loi trouvée
2k + g cosh
do / A sinb
E - 4+ a

~

et ne faisant aucune hypotheése sur les circonstances ini-
tiales, on a, pour déterminer le mouvement du mobile
dans le tube, I'équation différentielle

d*r 2k + gcosb

—_—— = = — g cos,
de? k(t+ a) & eow

On en connait une intégrale particuliére

ryo= k(4 2%
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on aura U'intégrale générale en lui ajoutant l'intégrale

de Péquation sans second membre

adzr 2k + g cosh —0
de? k(t+a)r =

Pour intégrer cette derniére équation, posons
r— efudt’

du o 2k +gcosl
—5 + = ’
dt At +a2)?

clle devient

ou, en posant t +a=t,
2 + -3— cost

du .
— ur = —_—
dt, &

équation qqui rentre dans celle de Riccati.

Si I'on pose
1
£ 41

clle devient
ds _dty

( 7 1 d L’
7)—i—‘lc030—<——+—s> !
1 A 2

cost = m2, et in-

o
d’o1, en posant, pour abréger, % —+ "—Z—

tégrant,
1

nm —+ ; —+ 3

- =a2mL¢ + LG,

1= m (Gt — t,’”’)’
2 Ctl{l + tlﬂl
m (Gt — 7™ V)de, N

" — dt,
wdty — Gt;IL+t11Il _t—l-‘

N | -

1
frudty=1L(CtP+¢,")+ Lt? + LB.

1
pludt, Blf((;t’l" - [1"') — (,ludl,
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C et B étant des constantes arbitraires.
Enfin, posant BC= A, ona

1 1
r=k(t+a)l+A(t+a)" - B(t+a) (m'_;),

'——dr_ . 1 m'g
“._m_zl.(t—i—z)a- <711+§>A(t+<z)
‘ 1
— <m——— -;—) B(t-f—a)_(”H_;),

Si ry et v, sont les valeurs initiales de 7 et de ¢, on a

1 1
1'0:/:17—+—A1m+’+131 ('n-;).
1 m—--lv 1 .- ( m+‘1' )
o =2ka+ m—i-; Az ®:—(m——-)Ba *,

2
d’ou Von tire

1
(m — ;> (ro—hka?)y + a(vg—2ka)
A= - : ’
m— -
ama 2

(m+ i)) (ro—Aka?) —a(vg—2ka)
B=- -

Discussion. — On a
3 1 1
m> —, m—t—;>2, m——>1.
2 2 2

Le terme du degré le plus élevé dans la valeur de 7 ou
. . . I
de v est donc celui qui a pour coefficient Aou <m -+ -2—>A,

De plus, ¢ croissant, les deux premiers termes dans les
expressions de r et de v croissent, ct le dernier décroit.

Donc si A est positif, 7 et v croitront indéfiniment 4
partir de leurs valeurs initiales ¢ et v4 3 le mobile mon-
tera indéliniment avee une vitesse croissante.
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Si A est négatif, r ct v finiront par devenir négatifs;
par conséquent, si g et v, sont positifs, le mobile mon-
tera jusqu’a ce que sa vitesse soit nulle; on déterminera
le temps t, correspondant, en égalant a zéro la valeur

dr . ) .
de 77> Pbuis on reportera cette valeur dans I'expression

de r, ce qui donnera le point le plus haut. A partir de
ce moment, le mobile redescendra, passera au-dessous
du point O, et s’en éloignera indéfiniment vers le bas
avec une vitesse croissante.

Pour établir la loi de rotation du tube, nous avons
supposé que le mobile était au-dessus du point O.

§’il était au-dessous, il faudrait dans I'cxpression de

do changer g en — g, la direction positive étant vers le
iz ger g 8" P

bas. On aurait a faire un calcul tout a fait semblable au

précédent.



