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APPLICATION DES PROPRIETES DES POLYNOMES HOMOGENES
A LA DISCUSSION DE L’EQUATION EN §;

Par M. Cu. BRISSE.

A, 1, v désignant les trois angles formés par les axes
des x, des y et des z, on sait que la fonction

o= &%+ ¥+ 32+ 2yZCOSA + 252 COS|L + 22) COSV

est une somme de trois carrés positifs distincts, qui ne
s’annule que pour x = o, y = 0, z= 0, quand on sup-
pose x, y et z réels.

Considérons la fonction a coefficients réels

p=Ax*+A')*+A's*+2Bys+ 2B 52+ 2B"xy,

et cherchons pour quelles valeurs du paramétre S l'ex-
pression

Se

]
T

se décompose en un produit de deux facteurs linéaires.
On sait qu’il est nécessaire et suffisant que S soit I'une
des racines de 1'équation du troisiéme degré

A—S B"—Scosv B’ —Scosp
A(S)=| B"—Scosv A'—S B —Scos) |=o,
B’ —Scosp B —Scosi A"—S

dite équation en S.

ETUDE DE L'EQUATION EN S.

1° L’équation en S a ses racines réelles. — Car, sielle

avaitune racine imaginaire u + ¢/, I’expression ¢ — Sa,

égale 3 g—uc—ivs, serait a coefficients imaginaires,
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non identiquement nulle, et I'un, au moins, des deux
facteurs auxquels elle est réductible, serait de la forme
P+ Qi, Q n’étant pas identiquement nul. On aurait
donc I'identité

v —us—ive=(P+ QiR

Mais, en substituant dans le second membre, pour x, y,
z, un des systémes de solutions des équations P=o,
Q = o autre que x = o, y = 0, 2 =0, on 'annulerait ;
on annulerait donc aussi le premier et par suite vo, ce
qui est absurde.

2° Deux racines distinctes de l'équation en S don-
nent, pour ¢ — So, deux décompositions de nature dis-
tincte.— S étant unc racine réelle de ’équation en S, la
fonction ¢ — So a coefficients réels peut ¢tre ramenée a
une somme algébrique de moins de trois carrés, c’est-a-
dire a 'unc des formes P2+ Q32, P2 — Q2, — P2 — Q2,
P2, —Q?, o, que nous appellerons des décompositions
de nature distincte. Alors, S et §' étant deux racines
distinctes de ’équation en S, je dis qu’on ne peut avoir,
par exemple,

¢ —Se=P*+ Q% o —S'e=P24Q"?;

car, en retranchant membre 4 membre, il en résulte-
rait I'identité

(S' —_ S)d’: P2 +Q~z__ P2 — Q'2.

Or, en supposant §'— S positif, et en substituant dans
le sccond membre un des systémes de solutions des équa-
tions P =0, Q = o autre que x =o0, y = 0, z=o0, 0n
I’annulerait ou on le rendrait négatif, ce qui est ab-
surde.

11 est évidemment inutile de répéter la démonstration
pour les formes suivantes, mais il est importantde remar-
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quer que, pour deux racines distinctes de I'équation en
S, la forme P? ne peut coexister avec la forme P2+ Q2
ou avec la forme P2—Q?, que la forme — Q? ne peut
coexisteraveclaforme P*—Q?ouaveclaforme —P2—Q2,
enfin que la forme o ne peut coexister avec aucune des
précédentes. Pour me borner a un seul cas, je dis, par
exemple, qu’on ne peut avoir

¢—Ss=P?— (% o—No=o,

car il en résulterait
(8 —S)z=P— Q"

ct la démonstration s’achéverait comme plus haut.

Cas o U'équation en S a trois racines simples.

Il résulte de la que, si les racines de I'équation en S
sont toutes distinctes, les seules formes de décomposition
possibles sont les trois premiéres P+ Q2, P2—Q2,
— P2—Q?, et que chacunc des racines S, 8§, §” en donne
une, de sorte que I'ona

v —Se = P2 4+ Q%
P
oS g — — Pr2_. Qllg.
On en déduit les identités
(S'—S)s=P>+ Q: + Q’z""' P,
(8" —§)e=P" 4 Q" 4 P2 — Qr,

et, en employant toujours le méme mode de raisonne-
ment, c’est-a-dire en posant P'= o dans Ja premiére et
Q' = o dans la seconde, on cn conclut

S<S'<s".

Ainsi la plus perite racine donne deux carres positifs,
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la plus gramle deurx carrés neg at{ﬁ, et la racine
moy enne seule décompose ©—Soenun produit de deux
Sfacteurs réels distincts.

La fonction ¢ — Sz n’étant pas,dans ce cas, réductible
a moins de deux carrés, aucune des racines de ['équa-
tion en S n’annule tous les mineurs du second ordre de

A(S).
Cas ot U'équation en S a une racine double.

Les racines d’une équation étant des fonctions conti-
nues de ses cocfficients, pour que I'équation en S puisse
avoir une racine double, il faut, ses racines étant préala-
blement distinctes, ou que §' devienne égal a S, ou que
S’ devienne égal 4 §’, c’est-a-dire que la racine moyenne
devienne égale i I'une ou a 'autre des racines extrémes.
Dans le premicr cas, les décompositions primitivement
distinctes pour S et pour §' devront coincider, c’est-a-dire
que 9 —Soc =P+ Q* ct p — §'o=P"2— Q'2 se rédui-
ront 4 9 — S'c="P'?; dans le sccond cas, ce seront les
décompositions

‘P—S,U:PI‘:—Q“" et C"J—S”G:*—p”g”‘Q”iy
qui se réduiront & o — Se=—0Q"2.

Ainsi, quand léquation a une racine double, cette
racine S' réduit la fonction ¢ —S'c & un seul carré;
elle annule donc tous les mineurs du second ordre de
A(S).

Réciproquement, une racine S' qui annule tous les
mineurs du second ordre de A(S) est aumoins double,
car elle réduit o — S'c i un seul carré; ce que nous avons
vune pouvoir arriver quand I'équation en S a ses racines
distinctes.
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Cas ot l'équation en S a une racine triple.

L’équation enS ayant une racine double§', et 1a seconde
racine S ou & étant distincte de S/, on a

. —_— "3 2
¢c—S8'c=P"? avec ¢— S8 o=—P"?--0Q"
ou bien
v —Sc=P?4+Q? avec v—So=—0Q"

Si les trois racines deviennent égales. ces décomposi-
tions primitivement distinctes devront cowncider et, par
suite, se réduire identiquement a zéro.

Aiusi, quand U'eéquation a une racine triple, cette
racine réduit la fonction ¢ —Ss a zéro; elle annule
donc tous les mineurs du premier ordre de A(S).

Réciproquement, une racine qui annule tous les mi-
neurs dupremier ordre de A(S)est triple, car clle réduit
©— S5 a zéro; ce que nous avons vu ne pouvoir arriver
quand I'équation en S a deux racines distinctes.

Cas ot U'équation enS a une ou plusieurs racines nulles.

Si I’équation en S a une racine nulle et seulement une,
S, 8 ou¥’, vest de 'une des formes P2 ++ Q2, P2 — ()2,
— P2 — Q"2. Réciproquement, si ¢ est de l'une de ces
trois formes, I’équation en $ a une racine nulle et seu-
lement une.

Si I’équation en S a deux racines nulles, la troisiéme
ne I'étant pas, 9 est de 'unc des formes P'2, — Q'2. Ré-
ciproquement, si ¢ est de 'une de ces deux formes,
Péquation en S a deux racines nulles.

Si P'équation en S avait trois racines nulles, ¢ serait
identiquement nul, et réciproquement.
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INFLUENCE DE LA NATURE DES RACINES DE L'EQUATION EN S
SUR LA FORME DE .

Cus oit U'équation en S a ses racines simples. — 1°Si
S, §' et 8 sont positifs, il résulte de ce qui précéde que
% n’est pas réductible 4 une somme de moins de trois car-
rés, et, comme on a l'identité

o =P+ Q%+ Sg, .

ou le sccond membre ne renferme que des carrés positifs,
le méme raisonnement déja employé prouve que ¢ ne
peut contenir aucun carré négatif; on a donc

o= NP4 Y2472

2° 81 S, §' et §” sont négatifs, on conclut de méme, en
employant l'identité

e= QS
que
o=—N*—Y:—-72

3°Si S est négatif, S' et 8" positifs, on conclut de
Pidentité
o =P*+ (Q*+ Ss
que ¢ renferme au plus deux carrés positifs, et de 'iden-
tité
s — Pl le +S's

qu'il renferme au plus un carré négatif; on a donc

o= — AP Y24 Z2.

4° S1 S et sont négatifs, S’ positif, on conclut de
méme, cn employant les identités
6 =P O S's, s =P — ()2 S,

que

oo \T- X4 2
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3° Si ’'une des racines est nulle, on a
o=Y*+7* ou o=—X*+17Z* ou o=—X*—-Y2

suivant que c’est la plus petite, la moyennec ou la plus
grande.

Cas ot I’équation en S a une racine double. — 1°Si
la racine double et la racine simple sont positives, on ¢n
conclut, comme précédemment,

o= X2 Y24 72
2° Si la racine double et la racine simple sont néga-

tives,
cp_.—_——Xz—Yz—{—Zz.

3° Si laracine simple est négative et la racine double
positive,

o =—X24 Y472

T

4° Sila racine double est négative et la racine simple
positive,

o= — X2 Y272,
5° Si la racine simple est nulle,
o=Y2+ 72 ou o=—X2—-Y?

suivant que la racine double est positive ou négative.
6° Si la racine double est nulle,

o=172Z> ou o=—X?
suivant que la racine simple est positive ou négative.

Cas oit ’équation en S a une racine triple. — Dans
ce cas o = So, c'est-a-dire que 'on a

o =X2+4+ Y2+ 72

Reésvmt. — En désignant par =, <, & des quantites
égales a4 1, —1 ou o, suivant que S, 8, 8" sont posi-
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tifs, négatifs ou nuls, on peut résumer ce qui précede
en disant que

o= X2+ ' Y2+ €"Z2,

X, Y, Z étant trois fonctions linéaires distinctes.

APPLICATION A LA CLASSIFICATION DES SURFACES

DU SECOND ORDRE.
Soit
S=e+2Cx+2Cy+2Cs+D=o
I’équation d’une surface du second ordre. Elle peut
s’écrire
f=eXt 'Y+ " 22+ 2Ce + 2C v+ 20" 5 +D =o.

‘ou, en remplacant X, Y, Z par leurs valeurs,

S=<(ax+by—+c3)+(ax+by+c's)
+(a"x+ by + " 3)?
+2Cx +2Cy+20"5+D =o0.

Ona identiquement

f=c(azx+ by +cs+ck)?
+e(@x+by+c'z 4+ )N)?
+€//(allx+ b’ly+cflz+all)\ll)2
—2(52117\+a’2a’)\’+e”2a”)\”—C)x
—2(e?bA 420N + 20"V —C)y
—a(e?ch + 2N + <2V —C)z
+D—el2— N2 — " N2 =0.

1° L'équation en S n’a pas de racine nulle. — Si I'on
détermine A, X, )" par les équations

ak+a N +a' V' =C,
bA4+ 0N+ "0 =C,
ch+c' N4 )N =C",

ce qui est possible, puisque, les fonctions X, Y, Z étant
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distinctes, le déterminant des coefficients n’est pas nul,
I’équation de la surface devient
e(X e+ (Y +e' M) " (Z + "))
—ar )4 WD,

et fournit les six types suivants:

X2+ Y2+ Z2=1, ellipsoide réel,

X2+ Y2+ Z*=—1, ellipsoide imaginaire,

X*+ Y2+ Z2=o0, ellipsoide-point,

X*+Y*—7Z2—1, hyperboloide & une nappe,

X?+Y*—Z¥=—1, hyperboloide a deux nappes,

X24+Y2—-7Z2=o0, cone.

2° L’équation en S a une racine nulle.— Par exemple,
§”, d’ou ¢” = o. Si 'on détermine A et ¥ par deux des
équations
ak+aN=C,

bh 4+ b' N =0C,
eh e N=C,
ce qui est possible, puisque, les fonctions X et Y étant
distinctes, 'un des trois mineurs bd— cb’, ac’— cd/,
ab!—bd' n’est pas nul, par les deux premiéres par
exemple, 'équation de la surface devient
e(X +er)2 e (Y +¢'2')2
=a(cfcA+e2c/ N —C")s + ek 4+ 22— D,
et fournit les sept types suivants
X*+Y2=Z, paraboloide elliptique,
X*+Y2=1, cylindre elliptique,

X®+ Y*=—1, cylindre imaginaire,

X2+ Y*=o0, plans sécants imaginaires,
X?*—Y*=7, paraboloide hyperbolique,
X2 —Y*=1, cylindre hyperbolique,
X*— Y=o, plans sécants réels.
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3° L'équation en S a deux racines nulles. — Par
exemple §' et 8, d’otr ' =&
I'une des équations

= 0. Si I'on détermine X par

arh—C =o,

b —C' =o,

ch—C"=o,

ce qui est possible, puisque, la fonction X n'étant pas
identiquement nulle, I'une des trois quantités a, b, ¢
est différente de zéro, par la premiére par exemple,
P'équation de la surface devient

e(X +er)2=2(br—C")y+n2(ch —(i"):. + 22— D2,
et {fournit les quatre types suivants :

\*=1Y, cylindre parabolique,

\2=1, plans paralléles réels,
* == —1, plans paralléles 1maginaires,

\*=o, plans confondus.

DETERVMINATION DES SECTIONS CIRCULAIRES.

1 L'équation en' S a ses racines distinctes et aucunce
de ces racines n'est nulle. — On a, dans ce cas,

=12 +(Q? +So,
=P — )2 S,
—_— I)/rg _ (\)1/2 - S// s,

-G -G

5

d'on, en considérant, par exemple, la deuxiéme forme,

~ iy

[=P? Q285 2Car+2C y +2C 5+ D.

L’¢quation de la surface f=o peut donc s’écrire

S q—f—‘)g«l'—{—ocr' f)(z'-f——l—)
‘ TR T

PO O,
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Sous cette forme, on voit immédiatement que tout
plan paralléle a I'un ou a I'autre des plans P'+ (Y = o,
P'— ()’ =0 coupe la surface suivant un cercle. On ver-
rait de méme que tout plan paralléle 3 l'un ou a I'autre
des plans P+iQ =0, P—iQ =0, P/4+iQ" =0,
P”—iQ"=o0 coupe aussi la surface suivant un cercle.
On a donc ainsi six séries de sections circulaires dont
deux réelles, correspondant a la racine moyenne de
I'équation en S et quatre imaginaires correspondant aux
racines extrémes.

Sil'on se reporte a la classification, on voitque le cas
examiné comprend les six premiers types.

2° L'équation en S a ses racines distinctes et l'une
de ces racines est nulle. — Si c’est la racine moyenne,
I'équation de la surface peut s’écrire

2Cr+2Cy +2C s+D=(P'+ Q) (P —Q").

Sous cette forme, on voit que tout plan paralléle a 'un
ou al'autre des plans P+ ()'=o0, P'— ()= o coupe la
surface suivant une seule droite que 1’on peut considé-
rer comme un cercle de rayon infini. Les racines S et §”
fourniraient quatre séries imaginaires de sections circu-
laires, comme précédemment. Si I'on se reporte a la
classification, on voit que le cas examiné correspond au
paraboloide hyperbolique, au cylindre hyperbolique et
aux plans sécants réels.

Si la racine nulle n’est pas la racine moyenne, elle
fournit deux séries de plans imaginaires dont chacun
coupe la surface suivant une seule droite imaginaire. La
racine moyenne fournit deux sériesde sections circulaires
réelles et la troisiéme racine deux séries imaginaires. Ce
cas est celui du paraboloide elliptique, du cylindre ellip-
lique, du cylindre imaginaire et des plans sécants imagi-
naires.
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Conditions pour qu’une surface du second ordre

soit de révolution.
Soit
A:a.r—l—b}'—i—cz—+—d:0

un plan perpendiculaire a I'axe de la surface de révolu-
tion et
s+omx 420y +2ps4+qg=o0

une sphére quelconque passant par le cercle d’intersec-
tion de ce plan avec la surface; clle recoupe la surface
f= o suivant un second cercle dont le plan

B=az+by+cs+d=o

est paralléle au premier. L’équation générale des surfaces
du second ordre passant par les intersections de la sphére
et des plans A =0, B = o est

S(s+2me+2ny+2ps+q)+AB=o,

en désignant par S un parameétre arbitraire. Or, parmi
ces surfaces doit se trouver f= o;on a donc identique-
ment, pour une certaine valeur de S,

f=8S(c+2mxr—+2ny—+2ps-+q)+ AB.
Identifiant seulement les termes du second degré, il en
résulte

o —So=(ax + by + c3)?

¢’est-a-dire que la fonction ¢ —Sc est réductible & un
seul carré. Dailleurs, s’il en est ainsi, on en conclut

f=(azx+ by +c3)*+(So+2Cx+20y + 20"5+D),

c’est-a-dire que la surface f= o est de révolution autour
d’une perpendiculaire au plan

ar -hy-+cz—o
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menée par le centre de Ta sphére
Se+2Cz +2C0 y+2C'5+D=o0.

Mais nous avons vu, au début de cet article, que les
conditions nécessaires et suffisantes pour que ¢ — So se
réduisit 4 un seul carré étaient que I'équation en § eiit
une racine au moins double. Nous avons vu également
que cette racine annulait tous les mineurs du second
ordrede A (S), et réciproquement que toute valeur de S
annulant les mineurs du second ordrede A(S) étaitracine
double. Donc :

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
surface du second ordre soit de révolution s’obtiennent
en exprimant que les mineurs du second ordre de A(S)
ont une racine commaune.

1° La racine double n'est pas nulle. — Deux des
quantités désignées dansla classification pave, €, ¢” sont
alors de méme signes les six premiers types de la clas-
sification et les quatre suivants peuvent donc fournir des
surfaces de révolution. Au contraire, le paraboloide hy-
perbolique, le cylindre hyperbolique et les plans sé-
cants réels n’en fournissent Jamais.

2° La racine double est nulle. — L’équation de la
surface peut alors s’écrire

f=(ax+ by +c3)*
+ (0.6 +2Cx + 20y +2C"5s+D)=o.

On peut donc la regarder comme étant de révolution au-
tour d’une perpendiculaire au plan

ar+by+cs=o
menée par le centre de la sphére
0.934+2Cr+2C0y+20zs+D=o0

qui est a Uinfini.
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Ce cas comprend le cylindre parabolique, les plans
paralléles réels, imaginaires et confondus.
1l n’y a de sections circulaires que celles fournies
par Uéquation en S.
Soit en effet
A=azxz+byv+cs+d=o
un plan de section circulaire et

6+ 2MT+2An)y +2Pr + =0

une sphere quelconque passant par cecercle; elle recoupe
la surface f=o suivant une seconde courbe plane:
soit

B=dx+0by+cs+d=o

I’équation du plan de cette courbe. L’équation générale
des surfaces du second ordre passant par les intersections
de la sphere et des plans A =0, B = o est

S(e+2me~+2ny+2pr+q)+ AB=o,

en désignant par S un paramétre arbitraire. Or, parmi
ces surfaces, doit s¢ trouver f= o : on a donc identique-
ment, pour une certaine valeur de S,

J=S(c+amur+ any +2ps—+q)+ AB.
Identifiant seulement les termes du second degré, il en
résulte
o —Se=(ar+Dby—+cs)(a'z+ by+c'z),
¢’est-a-dire que S est une des racines de I'équation en S,

et que A=o0, B=o0 appartiennent a I'une des séries
trouvées de sections circulaires.



