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CONGOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE

( DEUXIEME SESSION, 1879).

SOLUTION DE M. J. AUZELLE.
Eleve du Lycée de Moulins.

On donne un carré PQP'Q', dont la demi-diagonale
OP=0Q =n.

1° On demande d’écrire 'équation genérale des co-
niques tangentes aux quatre cotes de ce carré, en dis-
tinguant les cas ou ce sont des ellipses, des hyperboles
ayant leurs sommets sur OPx, des hyperboles ayant
leurs sommets sur OPy, ou enfin des paraboles. '

2° On considére l'une quelconque des ellipses inscrites
dans le carré; sur son demi-axe OA, comme hypoté-
nuse, on construit un triangle rectangle OAs, dont le
coté As a une longueur fixe donnée As = K sur la di-
rection de I’axe OA, on prend une longueur OS = Os
et on construit une hyperbole équilatére ayant son
centre en O et l'un de ses sommets en S; cette hyper-
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bole coupe Uellipse considérée au point M. On demande
d’écrire Uéquation lieu des points M.
3° On discutera la nature et la position du lieu, sui-
vant la grandeur de la ligne donnée K et suivant que
OA est le demi-grand axe ou le demi-petit axe de Uel-
lipse considérée. _
1° Les diagonales d'un parallélogramme circonserit a
une conique sont des diaméires conjugués; il en résulte
que les droites PP' et QQ' sont des axes. Soit alors
Iéquation cherchée
A2+ Cy?+F—=o.
En exprimant que P'Q est tangente i ces coniques et
prenant A = 1, on obticnt la relation

n?— (C+1)(rn?+F)=o,;
par suite I'équation demandée est

Cn?
C+1

(X) a2 _‘_‘Cyvz P

On peut avoir des cllipses, des hyperboles ou méme
des courbes du genre parabole. Si les hyperboles ont
leurs sommets sur OPx, leur intersection avee OQ y doit
donner deux valeurs imaginaires de y, ou deux valeurs
imaginaires de x, si ces sommets sont sur OQy. En
exprimant qu’il en est ainsi, on trouve les résultats
sulvants :

C > o ellipses,
C << —1 sommets sur OPz,

>—1 » OQ}')
C = o droites doubles.

C << o hyperboles

2° et 3° L’équation (1) s’écrit
xﬁ },2
—— —_— 1.
Cn? + n?
C 41 C+1
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Si nous considérons d’abord le triangle rectangle con-
struit sur OA comme hypoténuse, I'hyperbole équilatére

Cn? ..
dont la longueur de I'axe est o —K?2aévidemment

Cn2

C+1
de C entre cette équation et I'équation de lellipse don-
nera le licu.

pour équation x?—jy? = — K2, L’élimination

. . K2 — 52 .
On obtient facilement C = 71— et la substitution

donne
K?(x2 _y? + KE) — n2(K2 __y?).

La nature du licu dépend du signe de K2(K2 — n?).

Ce produit est toujours négatif, car, sil'on supposait
K> n, le triangle rectangle OAs serait impossible.

Le licu est done toujours une cllipse.

Considérons maintenantle triangle rectangle construit
sur le petit axe de Pellipse comme hypoténuse.

L’hyperbole équilatére devient

n?

2 a2 — K2
x 2 g Kz,

En éliminant toujours C, on a C 41 et par suite C
tiré de cette équation; cn substituant dans ’équation
de ellipse, il vient

22— 12 +K2)[2(n? —12) +~ K2 — n2] + n%2y2—=o
J . Y )

qui est ’équation du licu.

Posons, pour le construire, x? — 32 + K2 =1¢:

1’2_1(K2+n2——2t) a.2__!(K2+2n2~zt)—K2n’
= = .
' n e

Le dénominateur étant unc constante, il n'y a qu’a
chercher entre quelles limites doit varier ¢ pour que les
numérateurs soient en méme lcmps posilifs.
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Le coefficient du terme en t2? étant négatif dans les
deux numérateurs, ¢ doit &étre compris entre les racines,

ui sont par ordre de grandeur o K ’ K*+n7 y 23 t doit
q p g ' 5 5

. . K2 K24 n®
donc éire compris entre - ct —

La courbe étant symétrique par rapport aux deux axes,
il suffit de la construire dans le premier quadrant. Pour
avoir le sens des variations éprouvées par x et y, il suffit
de considérer la dérivée du numérateur de 52 et celle du
numérateur de x?; alorsla discussion, qui n’offre plus
de difliculté, peut étre résumée dans le tableau ci-des-

sous.

t. X', x. 2l .
K2 \\/2
—— O ——
2 2
croit -+ croit +- croit
K 4 n? - K® + n?
— v 0 max., —————
+ an \/2
croit —+ croft —- déeroit
K2 4 an? 2n? — K2 ..
e 0 ° max, ——  — décroit
4 an\/2
croit — décroit — déceroit
K2 + n®

O

On peut remarquer que ¢ ne pouvant étre infini, ct
par suite, ni x ni y, 1l n’y a pas de branches infinies.

La courbe élant symétrique par rapport aux deux axes,
les tangentes aux points pour lesquels on a x =0 ou
.y = o sont perpendiculaires soit 4 Oy soit a Ox; comme
les maximums correspondent aussi a des tangentes pa-
ralléles aux axes, on voit que I'on a en tout douze tan-
gentes.
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En tenant compte des grandeurs relatives des valeurs
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de x et de y qui correspondent aux points du lieu, on a
une courbe dont la forme est celle indiquée ci-dessus.



