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SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES DE LA FORME
(ar—ar)§(x) = o5

Par L P. BERLOTY.

Tuéorkme. — Soit
F(ax)=Ajzm +Ajz™ '+ ... + A,

Aoy Ay, ... étant des constantes et m un entier. La
condition nécessaire et suffisante pour que l'équation

F(z)=o
admette les p racines de l’équation
P —aP=o

est que ces p racines appartiennent & chacune des équa-



(174)
tions obtenues en annulant les p polynomes formés par
la somme des termes pris dans ¥(z), de p en p, succes-
sivement a partir du1°*, du 2°, ....,du p*™, c’est-a-dire
aux équations ,

o () =Agx™ +Apx™ P 4 ...+ A, =o,
9; (‘z) _Al,_lxm—z’-n <+ .. +A"p+i_lxm—np—i+l +...=o0,
?1)(‘r) — A,,_,x’""l’“ + -0

En effet, si F(x) = o admet les racines de I’équation
zP — aP = o, ¢’est-a-dire si I'on a identiquement

F(z)= (2P —ar){(z),
les p transformées en

€ L va X

I, 02, L, L L, Z

a4y Ay A Ay
(%45 %2y <o vy %y« v .y %p désignant les racines de ’équa-
tion x? —1 =o0) devront admetire ce méme facteur
dans leur premier membre, car le bindéme x? — a? nc
change pas par cette transformation.

Réciproquement, soient

(2)  fi(@)=0, fi(x)=0, ..., [fr(x)=0

les p transformées; si les polynoémesfi, fs, ..., fp ad-
mettent x? — aP comme facteur, il en sera de méme de
F(x); car xP— aP ne change pas quand on y remplace
x par a;x, et ce changement fait dans f;(x) reproduit
F(x), quel que soit 'indice i de 1 a p.

Cela posé, tenant compte des relations

af —1

p+q —
) y % q‘—'a?

ct chassant les dénominateurs, on obtient, pour la trans-



(175) .
formée f;(x) = o,
Fi(@) = Agz™ 4 mA, 2t 4 af Ayt 4 ..
+afTVA P o A pmp
+ a;Ap 2Pl L =o,

ou bien, cn remarquant que la premiére colonne n’est
autre que ¢, (x), la deuxiéme que ¢, (x), etc.,

(3) Sfimot g +aloy+ ... +aflo,=o.

On a donc aussi, en faisant la somme des équations sem-
blables, multipliées respectivement par la puissance
p—J de la quantité « correspondante (j étant un en-
tier pris entre o et p —1),
) (( Sal fi—=o Sal™ 4+ oy Salk 7+ 4
+ojmZaf + ... =o,

i prenant sous les divers 'signes X toutes les valeurs en-
tiéres de 1 ap.

D’ailleurs, d’apreés les propriétés connues des racines
de T'unité, on a, suivant que 'exposant u est ou non
un multiple de p,

3ot —= 2 g —
Sat=p, ou Zat—=—o.

Si donc on remarque que f;(x) contient les seules
puissances 0, 1, 2, ... (p—1) de a;, on voit sans
peine que, dans I'équation (4), tous les termes s’éva-
nouissent, sauf le seul terme ¢;,,  a?; d’oul'on conclut
que, si toutes les équations (2) sont satisfaites par les
racines de I'équation x? — aP = o, il en sera de méme
de I'équation

Pj+1 = O-

Or j est quelconque entre o et p —1; donc les p équa-
tions (1)
©, =0, ©;=O0, ..., ¢p=0
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admettent au premier membre x? — a? comme facteur.
A leur tour, si les équations (1) sont satisfaites par les
racines de l’équation x? — a” = o, les équations (2)le
seront aussi; car chacune de ces derniéres, d’aprés la
formule (3 ), n’est autre qu’'une composition linéaire et
homogéne des polynomes o, ©a, ..., 9p.

Ainsi se trouve établi le théoréme proposé. On peut
I’énoncer dans les termes suivants :

La condition nécessaire et suffisante pour queF(x)
soit de la forme (xP— aP) Y (x) est que les polynomes
Diy Bay - - oy Op solent de la méme forme.



