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NOTE SUR LES COORDONNEES BIPOLAIRES ;
Par M. P. BARBARIN,

Professeur au lycée de Nice.

I. Dans le systéeme des coordonnées bipolaires, un
point M est déterminé par ses distances FM=p,
F\M = p,, a deux points tixes I, F, appelés Jfoyers ou

Fig. 1.

.
poéles. Si le point M est assujetti a décrire une eertaine

courbe, il y a entre ses coordonnées bipolaires p, p, une
relation
F(p.py) =0

qui est I’équation bipolaire de cette courbe. Récipro-

quement, toute équation de celte forme représente une
courbe.



(3)

(16)

OUn peut construire géométriquement le point M en
décrivant deux circonférences, I'une du point F pour
centrc avec p pour rayon, l'autre du point F; pour
centre avec p; pour rayon. M sera un point commun a
ces deux circonférences. Mais il faut remarquer que ces
deux courbes ont un second point commun M' symé-
wrique du premier par rapport a la droite I'F,. Donc
toute courbe dount I’équation a la forme

F(p, p1) =0
est symétrique par rapport a la droite FF,, que nous
appellerons pour cela axe polaire ou focal.

Soit O le milieu de FF,; considérons deux axes rec-
tangulaires : Oz dirigé suiyant OI' ct Oy ; soient x, ) les
coordonnées cartésiennes du point M par rapport a ces
deux axes; on a, en posant OF = ¢, OF, = — ¢,

a"

\‘ Pz = (2 — (‘)'

{ei=(r+ C)P =2,

,g.y-’-’

(1)

systéme d’équations déterminant o ct p, en fonction de =
et y. Ces formules servent a transformer 1'équation bi-

polaire
0

F(eo o0
en I'équation cariésienne
Fiylx—e)+17 Vie+ o)+t =o.
1l est facile d’en déduire des équations permettant
d’opérer la transformation inverse, car les équations (1
P )
soustraites I’'une de 'autre, membre 4 membre, donnent
2 2
r= fi
d’ou
(pi—p*—h4e™? _

’ '66292_@2_92_402)2
\yzzpz__, 16¢? B ; ’

16¢?

[

\

ﬁ(p+p,+-zc\(p——p,+2(‘\(9,—&—9—20)(9,——9—{—20)_
- 16¢?
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1l est facile de trouver, en fonction de p et py, la dis-
tance p’ d’'un point M 4 un autre point I’ de I'axe po-
laire. Soit, en effet, OF = ¢’ et soit m la projection
de M sur I’axe; on a successivement

pP=(c'—¢c)2+p?—2(c'—c)mF’,
pt=(c'+c)+p2—2(c'+c)mF;
éliminons m}" entre les deux équations et nous aurons
(¢'+ ¢)p— (' — €)= 2"+ (¢'— €)* (¢’ + )
—(¢'—¢)? (¢'+c),
c’est-a-dire
(3) 2cp=(c'+c)p*— (¢'—c)p? + 2¢(c'?— c?).
II. Tangente & la courbe. — Soient M, M, deux
points voisins, (p, o), (p+A4p, 51+ Ap,) leurs coor-

données : nous supposerons, pour fixer les idées, Ap et

A;’J| >0.

Fig. 2.

Fy
Décrivons du point F comme centre I’arc MH, et du
point I¥, comme centre ’arc MI; nous aurons
M,H=4p, IM,=4p,.
Or, dans les triangles MHM, et MIM,,

<
Ap _ sin lﬁ’l\l\i Ap; _ sinlMM,
- 7 - ’
MM, sin MHM, MM, sinm
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done, en divisant,

T PR
Ap  sin HMM, sin MIM;

Ao, LN L T
: sin IMM,; sin MHM,

Lorsque le point M, tend a se rapprocher du point M
la corde MM, devient tangente en ce dernier point, les
angles MIM, et MHM, sont droits, et si I’on désigne par
V et V, les angles que fait la tangente dirigée vers M,
avec les rayons FM et I'yM prolongés, on a

/\ T /\ T
limHMM,::—V, lim TMM, == —V,;
donc

dp _ cosV
@ doy = cosV,

cette formule détermine la position de la tangente.

Tratorime. — Les projections d’un segment quel-
conque de la tangente sur les rayons vecteurs sont dans
le méme rapport que les diff¢rentielles des rayons vec-
teurs du point de contact.

Car les projections du segment 2 sont 2 cosV, hcosV,,

etl’'on a
hcosV r_z’_p_
hcosV,  dp,

Si I'on désigne par U, U, les angles que fait la normale
avec les rayons vecteurs, on a

U=2—V, U=2—-Vy

donc

dp sinU
! —
(49 do; ~ smU;

Les formules (4) et (4') établies au cas ou Ap et Ap,
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sont > o sont vraies dans tous les cas, comme on pour-
rait le démontrer par une analyse directe.

III. Asymptote. — Soit M un point qui s’éloigne

Fig. 3.

O
N\, ,,’
a ¥ P

indéfiniment sur une branche de courbe; dans le triangle
MF,F, nous avons

Fe

PG
p?=4c*+ p?— fcpcosMF, F,

2 __ A2 2
cosm: 5,___497:—_[;2
1

d’ou

Lorsque le point M s’éloigne indéfiniment, p et py
tendent simultanément, vers o , mais les rayons FM, F, M
tendent vers des positions limites qui sont paralléles a la
direction asymptotique. On a donc alors

2 __p2 2
(5) cosp = lim cosm:: limp_'_.apT:"_[‘__c_;
1

¢ est l'inclinaison de la direction asymptotique de I'axe

polaire.

pi—p'+4e
cpy

comprise entre — 1 et + 1, lorsque p, et p tendent 4 la

fois vers o, cette limite peut étre comsidérée comme

Réciproquement, si a une limite finie
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le cosinus d’un angle ¢ qui est l'inclinaison de la direc-
tion asymptotique sur I’axe polaire.
Pour déterminer la position de I'asymptote, abaissons
du point F, une perpendiculaire F 1A, sur cette asym-
ptote, et du point M la perpendiculaire Mm, sur F,A,,

nous avons
limm,F, = A,Fy;
or

Fym,—=psinF;Mm;=p;sin(MF,F — o)

= p,(sinMF,Fcos¢ —cosMF,Fsing),
d’ou
(6) A,F,=limg,(sinMF,F coso — cosM F, Fsino);

de méme on pourra prendre, pour déterminer la position
de 'asymptote,

AF =limpsin(MFz — ¢),
et aussi :

00’ =} (AF +~ A, F))
=1limpsin)MFx —¢) +1limp, sin(MF, F — o).

Réciproquement, si I'une de ces trois limites existe
quand p et p, tendent simultanément vers « , elle déter-
minera la position de I'asymptote.

IV. Cas particuliers. — Je vais appliquer les con-
sidérations précédentes a I'étude de quelques courbes.

1° Jétudierai d’abord les courbes représentées par
Péquation

p+-mp=2a,

dans laquelle @ est une longueur et m un paramétre po-
sitif ou négatif. Ce sont les ovales de Descartes. En dif-
férentiant I'équation, on trouve

dp + mdp, —o,
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d’ou
g'_p____ cosV _
dpy  cosV, m

Dans les ovales cartésiens, le rapport des projections
d’un segment de la tangente sur les rayons vecteurs est
constant, et cette propriété est caractéristique de ces
courbes.

On a encore

cosMF,F = pi—(2a—mp)'+ 4
[&CPi
_ (1—m»pt + famp,+ f(c*— a?) )
- hepy

Si m?21, ce que nous supposerons tout d’abord, cosMF, F
n’a pas de limite : donc les ovales n’ont pas d’asymptote.
Les ovales coupent I'axe Oy au point pour lequel

2a
==
et I'axe polaire aux points
‘9:2(a~—c)’ \ :2(a-+-c)
m+ 1 nm—+1
, __a(a+c) | 2(a—c)
= Tt T T+

La distance ' d'un point de la courbe a un point F'de
'axe polaire est déterminée par la formule (3)

2cp't=(c¢'+ ¢)p?— (' —¢)p}+ 2¢(c'?— ¢?),
c’est-a-dire, en éliminant p,
2cp"?=(c'+¢c)(2a—mpy)*— (c'—c)pt+2(c'?—c?)c,

2cp? =[(¢'+c)ym*— (' —¢)]p?—bham(c' +c)p,
+4a*(c’'+c)+2¢c(c'*—c?)=o.
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Le second membre est une fonction du second degré
de g, : on peut chercher 4 rendre ce polynéme carré par-
fait; il suffit, pour cela, qu'on prennc

fa*m?*(c'+¢)*—[ba*(c’'+ ¢) — 2¢(c'*— ¢?)]
< [mi(d'+¢) — (¢ —e) ] =o,
ou
(c*—e*)[4a*+ 2c(c'—c)—2c(c'+c)m?]=o.

¢'? — ¢?2= o donne comme solutions singuliéres
¢ - e,
. ¢'=— c,
c’est-a-dire les deux foyers déji existants; le second
facteur donne
, 1+ m?)—2a?

e - - -
(1—m?)c

cette condition remplie, 'équation en p, et o devient

alors
2¢p't = »2--(1—29;1 ~-8am i (:2 2y 82— ai)?m’
c (1—m*)c (1— m*)*c
ou
= la{;‘ . Zﬁf:’.ﬂ.’ﬁ]z,
{— m?
ou enfin
apy =co' = 221-(62 ﬁf-zi)
1 —m?
Tutoreme. — Le point ¥’ déterminé par

_ 1+ m?) —2a?
(1— m?)c

est un troisiéme foyer pouvant s’ associer a l'un de ceux
qui existent déja.

Tutorime. — Les ovales cartésiens sont le lieu des
points tels que le rapport de leurs distances a deux
cercles fixes est constant.
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En effet, posons
2a=mR,— R,
nous aurons
p —mp;=mR, —R,
ou bien
s+ R

—_— M.
Rl"‘?l

En particulier, considérons les points tels que le rap-
port de leurs distances aux deux foyers est constant. Tous
ces points sont sur ’ovale cartésien

o=mp,, (a=o).

Cet ovale, comme nous I'avons démontré plus haut, a un
wroisiéme foyer ' déterminé par
, 1~ m?
= —""—.¢,
1 — m?
ct si 'on associe ce foyer a Iy, I'équation de 'ovale de-
vient
col — sm(c— a®)
=
Cet ovale est donc un cercle dont F/ est le centre, ré-
sultat déja connu géométriquement.
2° J’ai tout d’abord écarté le cas ott m2==1. Je reviens
maintenant a cette hypothése pour étudier successive-

ment les deux courbes

p+pr=2a,

P—pr=24a.

La premiére courbe est une ellipse que son équation
définit tout entiére. La tangente est déterminée par la
relation

cosV
cosV,

—1:

elle fait donc des angles égaux avec les rayons vecteurs,
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et réciproquement. Il n’y a pas d’asymptote, car

- 2 _ 2
cosMF,F:—(P' p)2a -+ 4¢ :(p, a)a—+c
bep, cpy

>

. a . s
limcosMF,F= > mais a>c: donc I'angle limite o

n’existe pas. Le grand axe de la courbe est 2a, le petit

axe 2y/a*—¢? = 2b.

La deuxiéme courbe est une branche d'hyperbole en-
tourant le foyer I, ; pour avoir I'autre branche, il faut
associer a I’équation

p—p1=2a
I'équation
p—p =2a,

de sorte que la courbe entiére serait représentée par
I'équation unique

(p—p1)—ba*=o.

La tangente est bissectrice de I’angle des rayons vec-
teurs, car

cosV
cosV,
Ona ]
2 _ )
R (e e o) v
bep, Cp1

. . a ) . .
limcosMF, I = @ étant < ¢ : il y a donc une direc-

. . , ., a
tion asymptotique déterminée par coso = - Pour
o 1] c

trouver la position de 'asymptote, posons

a*+b*=c?,
nous avons alors

coslﬁFﬁ‘: ‘i‘c_i-l:, cos¢ = %,

P1

S . b
sinﬁF,F:——Lv/c’p}—(ap,—i—b’)’, sing = —,
Cpy c
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donc

b .
Fim,= E[avpf—zap,——b?——(ap,—i— b’)]5

L]
en multipliant et divisant par la quantité conjuguée, on
trouve facilement

b 2ap,(a*+ b?) + b*(a* + b’)

Fimy=——— —
o € a\pi—2ap,— b+ ap, + b’

d’ou, en passant a la limite,

F, A =limF,m—=— b= —csino.
L’asymptote passe par le point O, centre de la courbe. Il
y en aura une seconde symétrique par rapport a I'axe
polaire.

3° Tout cercle ayant son centre sur ’axe polaire peut
étre représenté par une équation de la forme

ap*+ bpi=r?,

a, b étant des nombres positifs ou négatifs. En effet, si
I'on calcule, d’aprésla formule(3),la distance d’un point
de cette courbe a4 un point fixe I’ de I’axe polaire, on
trouve

20p*=(c'+c¢)p>— (c—c) +2c(c” c?)
! a, , 0] 12 2 1 rt
= c+c+z(c—-c) p?+2c(c —c)—(c——c)z-

SiTon choisit ¢’ de fagon que le coefficient de p? soit nul,

(a— b)
a+b6

il vient
= m[b(a + b)r*—4ctab],

équation d’un cercle dont F’ est le centre, et le rayon a
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b(a+ b)r:—f4ctab T
pour valeur ; en particulier, pour

a+b

a=2"5,o0na
¢ c=o,

rt—oac®  p*+ p} —2c?

[ - .
e 2d 2

Le lieu des points tels que la somme des carrés de leurs
distances a deux points fixes est constante est donc un
cercle ayant pour centre le milicu de la distance des
points fixes.

4° On appelle ovale de Cassini le lieu des points tels
que le produit de leurs distances a deux points fixes est
constant.

L’équation polaire de cette courbe est donc

pp1==a%;
les points ou elle coupe ’'axe polaire sont donnés par

R = B

P
il y a donc trois cas a distinguer :
a < c: la courbe ne coupe pasl’axe Oy et se composc
de deux ovales séparés entourant chacun un foyer ;
a=c : la courbe coupe I’axe polaire au point O et
porte alors le nom de lemniscate ;
a>>c: les deux ovales se sont confondus en un seul
qui entoure les deux foyers.
Si on différentie 'équation de la courbe, on trouve
pidp +pdpy=o,
donc
dp _ cosV
dpy — cosV, —

Do

De cette formule ressort une construction simple de la
tangente en un point M de la courbe : il suffit, en effet.
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de mener MT perpendiculaire 4 OM et de prendre la sy-

Fig. §.
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métrique MS de MT par rapport a la bissectrice MN de
I'angle FMF,.

Les points ou la tangente est paralléle i I'axe polaire
sont ceux ou l'on a aussi

psinV=p,sinV,:
donc, en ces points,

p _ sinV, cosV
T SV T sV
de 1a résulte
cosVsinV + cosV,;sinV,=o,
¢’est-a-dire

e
V=V, + =
2

Le lieu de ces points est donc la circonférence qui a
O pour centre et OF = OF, = ¢ pour rayon.

5° Le systéme des coordonnécs bipolaires est quelque-
fois utile pour faire apercevoir des propriétés de cer-
taines courbes définies par rayons vecteurs, et simplifier
dans certains cas la recherehe de leur équation carté-
sienne. :
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Ainsi les courbes définies par I’équation

1 1 1
2t T —

atp b?p} K¢
ne sont autre chose que les courbes
2 —
a*b?p?p? — a?p? Kt — b?p? Kt =0,
ou, ce qui revient au méme,

(atpr— K*) (b%p2 — K*) = K®,

(/’2 Kb> ( . KB) N Ks
- ) T e

S

ou enfin

Ces courbes sont donc le licu géométrique des points

tels que le produit de leurs puissances par rapport a deux
. - K2

cercles ayant respectivement F et IY; pour centres et -

K? . .

~ pour rayons, soit constant. Ce licu est le méme que

celui des points tels que le produit des tangentes qui en
sont menées aux deux cercles soit aussi constant.
Lorsque a = b, I'équation de ces courbes devient, en
K2
posant — = h,
(p%-— h*)(pt—NR*)=h*,
ou bien
1 T

., .
)

’Oﬂl —
O

Le lieu des points tels que le produit des tangentes
qui en sont menées a deux cercles égaux est égal au
carré du rayon de ces cercles jouit donc de la propriété
suivante :

La somme des carrés des inverses des rayons vec-
teurs est constante.



