NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

A.LEGOUX

Stabilité de I’équilibre d’un point matériel
attiré ou repoussé par un nombre quelconque
de points matériels fixes proportionnellement
aux masses et a une puissance de la distance

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 1

(1882), p. 145-153
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1882_3_1__ 145 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1882, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1882_3_1__145_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(145)

STABILITE DE 1’EQUILIBRE D'UN POINT MATERIEL ATTIRE OU
REPOUSSE PAR UN NOMBRE QUELCONQUE DE POINTS MATE-
RIELS FIXES PROPORTIONNELLEMENT AUX MASSES ET A
.UNE PUISSANCE DE LA DISTANCE;

Par M. A. LEGOUX,

Professcur a la Faculté des Sciences de Grenoble.

_ Dans ce qui va suivre, nous traiterons seulement le
cas de I'attraction. Celui de la répulsion se traiterait de
la méme maniére; il suffirait de changer les signes des
masses des points fixes.

Désignons par m,, ms, m;, ... les masses des points
attirants Ay, Ay, Ay, .5 par Xy, ¥y, 21, X2, Yoy oy -
les coordonnées de ces points; par x, y, z celles du point
attiré M; par u,, us, us, ... les distances respectives du
point M anx points Ay, A,, . . ., et supposons que I'attrac-

m
tion du point A, soit représentée par - = —is celle de A,

m,
Par ————g e ee
n+ 1 B
iy

Si X, Y, Z désignent les composantes de ’attraction
totale suivant trois axes rectangulaires quelconques,

on a
my (., — T)
X 2 n+2
Em.(h—ﬂ
n+2
wy
7 _Em,(ﬂ— 7)’
- n+2
uy

i = (o — 2P+ —y)lP+(5—35)7% ..
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dans la position d’équilibre, on aura

my(r,—.ux)
E — — =0,
n+2
uy

N 720 (1 — V) ]
—————————————— o )‘
n+2
e w,y

my(s,—3) .
—_— (0.
n+2
2: uwy

On peut prendre pour origine des coordonnées la
position d’équilibre du point M, et si I'on désigne
par di.d,, ... ce que deviennent alors les wy,us. ...,

on aura
| my.ry

/ (/|I+2

\’m,_)'l ]
= 0,

J k
\ n+2
e ]

mys
T = 0.
| ded (O

Ceci posé, appelons o la fonction des forces définie

.

par I'équation

(b _:S‘ my[(ry—aYdr 4+ (vi— W dy + (3, — 5)dz)|
dnd

n+2
m,du,
= E Tl
iy

111
d’on

\11 ny,

(2) - —
L 1L U]

-G

Dans la position d’équilibre, on sait que © = constante.
Stabilité ou instabilité de U'équilibre du point mate-
riel. — On écartera trés peu le point M de sa position
d’équilibre, c’est-a-dire de l’origine des coordonnées.
On considérera les coordonnées du point comme des
(uantités trés petites et I'on négligera dans le dévelop-
pement les secondes puissances de ces quantités.
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Les équations du mouvement seront, dans le cas
général,

mEr _ ds
de? dx

&y _ e
de dy

m s s
de? ds

Développons le second membre d’aprés la série de

Tayl t our r =y = ki
aylor, et remarquons que T =m0, o
ylor, q que, p =) ) T
do  do

—, =~ sont nuls; on aura
v’ ds ’ )

s do ) -
"aE —<Td, ;

D’ailleurs, on trouve pour les dérivées secondes de o

o E[ m, (n—+—0,)1n,(.7‘,——.r)‘3~

da? ks Wit

d*s my (n +2Ymy (vy— v)?
dy? u ’,“' 2 Wyt !
d*o my (n+o,)m1(:,~z)"
iy = y
ds? u’{*’ uyrt _

s <n+2>2""“"—r><v—v>

y

dxd - n+l
d*o my(vy—v)(5—2)
a'yd = (n+2) wits ’

m,(,.,—a)(d',—— I‘)
= (n+2 )2
(1 d n+%

'
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On remarque d’abord que
A2 o P N 77,

det T ap T (T

n+2 )
wy

En particulier, si =1 et si aucun des u, n’est égal
ao,ona

Ao d*c  dPo
5+ 55 =o0:

drt T i A
" ’ . .
c'est le théoréme de Laplace dans le cas de I'attraction
newtonicenne.

Pour simplifier I'écriture, nous représenterons par a,
b, ¢, fy g & les valeurs des dérivées sccondes de ¢

lorsque x = o,y = 0, z = o,

N myr} m; nyyy 3
a=(n—+ .2)2 T A S=(n+2) e

2

o nyy;i my - Y Mmysr,

/’—~("+2)E'ﬁm - (llllwz » & =(n—+2) [/1+4 ’
1
z:mlsf m, myay vy

4 _(Il+2) W —_ 67':+2’ h ———(ll+ 2) diH—o :

D’aprés cela, les équations du mouvement peuvent s’é-
crire

[ da
mops =az +hy+ gs.
. d*y
(3) ‘m EFZIL‘T—*— by + fz,
1z
moT =8 + fy +cs.

On intégre sans peine ces équations linéaires simul-
) q

tanées en posant x = Ae™, y==Be™, z=Ce™*; on a

trois équations linéaires ct homogénes en A, B, C; ces

. . . . . .. CGCB
trois equatlons déterminent les trois quanutes K} K s I,
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I’équation qui donne r est la suivante

mr:—a —h —
— 2 _ —
h mr b f =o,
—g —f mri—c |

ou, en développant,

(mr*)*—(a+ b+c)(mr?)?
)] + (ab+ be + ca— f2— g2 — h2)mr?
—abc +af*+ by + ch* —afgh —o.

On sait que cette équation, qui a une forme identique
avec celle qui se présente en Géométrie analytique dansla
recherche des plans principaux des surfaces du second
ordre, a toutes ses racines réelles. Or, pour que I'équi-
libre soit stable, il faut que x, y, z s’expriment par des
sinus et des cosinus, ¢’est-a-dire que I’équation précé-
dente ne fournisse que des valeurs imaginaires pour 7}
il faut donc que I’équation du troisiéme degré en mr? ait
toutes ses racines négatives et inégales. D’apres le théo-
réme de Descartes, il faut et il suffit que cette équation
n’ail que des permanences.

Donc les conditions nécessaires et suffisantes pour la
stabilité de ’équilibre sont exprimées par les inégalités
suivantes :

(5) a-+b+c<o,
(6) ab + ac+ bc— f*— g*— h*>o,
(7) —abc — 2 feh + af*+ bg*+ ch*>o.

En substituant a a, b, ¢ leurs valeurs, on trouve que
la premiére peut s’écrire

N n
(5 bis n—i %<o,
) ()Y

ce qui entraine n < 1.
La transformation des deux derniéres inégalités exige
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des calculs un peu longs, mais qui se présentent sous
une forme parfaitement symétrique, et, d’ailleurs, les
résultats sont fort simples.

m

d,1+2 ’
9

On voit sans peine quel’on a, en posant D =

. V102, 1005 (1 3 — 1755 )2
Y Do — — 170,V 33— 15 5
/ ¢ Z (dyedy)r—

m
+ D E (l'HL' [(” +I)(.T? -+ 3%)——-.1‘“,
1

P mym, (3 r,— 3,.0r,)?
(didy )

—+ ])\ ;Z’:'[(IL—O—X\( P rd)— 7,

W ab— O 1, (v, — )R
(,[1 (/2 )IH +

m N 9 9
+ “S ,,1 [(n+1) (21— 51

En ajoutant membre & membre, on voit que I'inégalité (6)
devient

iy, ) .
2(—(_{1_!{.;_)’;4—4[ 13— V251 (51— 320y )?
A (i Vy— 23 )] — (2 +1)D2> 0.
On voit que cette inégalité sera satisfaile si 2n+- 1< 0
ouns—1,
Cette inégalité (6) peut, d’ailleurs, s’écrire sous ia
forme beaucoup plus simple

(6 bis) 2’——"——“”“ ,El(; S(l{n ,(,i{.di) —(2n-+1)D*> o,
(d,d,) désignant I'angle des deux directions OA et OA,
qui joignent P'origine aux points A, et A,.

La transformation de la troisieme inégalité est un peu
plus longue; mais, si 'on ordonne le premier membre
rclativement aux puissances décroissantes de 7 +4- 2, on
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trouve qu’elle se réduit a

e mam RATEE TN
- bis —n2py didd ) | 5 3 |
(7 bis) (i dydy) | =1 =2 <3

. mymysin?(d,d,) YT .
“+ (n -+ 2) I)EW —(n+2)D+ D> o.

Sous cette forme, on voit clairement que 'inégalité
sera satisfaite si ’on prend des valeurs de 7 telles que

n+2 o.

On sait, d’ailleurs, que Péquilibre est stable pour
n=—2ou pour n-1=—1, car les forces attractives
sont proportionnelles aux distances et tout se passe dans
ce cas comme si 'on substituait aux points Ay, A,, ...
le centre de gravité du systéme et comme si la masse de
tous les points y était concentrée.

On peut, en transformant encore l'inégalité précé-
dente, montrer qu'elle sera satisfaite toutes les fois
que n -1 sera plus petit que zéro ou égal a zéro.

£y Ly, L

Remarquons, d’abord, que | »1 »» 3 | représente
TR Y
six fois le volume du tétraédre qui a pour sommets I'ori-
gine et les trois points Ay, As, Ay soit V ce volume;
remarquons, en outre, que d;d, d,sin (d,d,) représente
une quantité plus grande que 6V; si 'on désigne par «
I'angle formé par I'aréte dy ou OA; avec le plan OA A,
formé par les arétes d, et d,, on aura

6V
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d’apreés cela, I'inégalité (7) pourra s’écrire

my Tmysin?(d,d,) 3
(dTKT——“(n—&—I)D

mym,m 62 V2 X
—+(n + 2)* E(d,(llld ”3+' [ﬁ.f-—(i-\-(n—k 2)|>o,

sin-x

(n+2)*

ou cnfin

(n—+—').)22m % (n+1)bhs

(7ter) -
mym,msy. 36 V2

‘ + (n o) (i) +rsmia

[cos?x — (n—+1)sinx]>>o0.

Or, sous cette derniére forme, on voit bien clairement
que 'inégalité sera satisfaite pour des valeurs de n telles
que

-1 0.

On conclut de la que les trois inégalités (3), (6),(7)
seront toujours satisfaites toutes les fois que n<—1,
quels que soient les déplacements du point attiré autour
de sa position d’équilibre, c’est-a-dire que I'équilibre
sera stable d’une maniére absolue. Si les trois inégalités
1e sont pas satisfaites simultanément, 1’équation du troi-
siecme degré en 72 aura au moins une racine positive;
x,y,zs’exprimeront par des exponentielles et I'équilibre
sera instable; c’est ce qui arriverait, par exemple, pour
n=1, c'est-a-dire dans le cas de l’attraction newto-
nienne.

On aurait pu traiter cette question d’'une autre ma-
ni¢re. On sait, en eflet, que I’équilibre est stable si la
fonction o passe par un maximum, et que I'équilibre est
instable si ¢ passe par un minimum. Or, il est facile de
voir que P'on a, en négligeant les termes du troisiéme
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degré en x, ¥y z,

1 1 [ noat4 34 52
— {— - —

nT Jgn . 2
, Ul dy 2 d; i

n(n —+2) (ray+ vy -+ ::.\2] E
—+ ’

2 d}

d’ou

® :E% +axt+ by +ct+afys+a2gse +2hoy.

La question se trouve donc ramenée a celle-ci : trou-
ver les conditions pour que le polynome homogéne du
second degré ax?—+ by*~+... soit constamment néga-
tif. On est ainsi conduit aux trois inégalités (5), (6)
et (7) déja trouvées.



