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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 
SUR UN C R I T E R I U M R E L A T I F A LA THÉORIE 

DES SECTIONS CONIQUES ; 

PAR M. HALPHEN. 

On détermine une conique par trois de ses points eL 
par son centre, et il s'agit de distinguer les cas où cette 
conique est une ellipse de ceux ou elle est une hyper7 
bole. 

Pour résoudre cette question, Steiner adonné le cri-
térium suivant : Soient a, b, c les trois points, tracez 
les trois droites qui joignent deux à deux les milieux 

des segments ab, ¿c, ca. Ces trois droites partagent le 
plan en sept régions, dont quatre ne contiennent aucun 
des points a, c. Si le centre est dans une quelconque 
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de ces quatre régions, la conique est une ellipse ; s'il est 
dans une quelconque des trois autres, la conique est 
une hyperbole. 

Daus la figure ci-contre, les quatre premières régions 
sont distinguées par des hachures qui les couvrent. 

Voici maintenant une seconde question qui se présente 
ici : 

Le centre étant placé de telle sorte que la conique 
soit une hyperbole, on demande de distinguer la répar-
tition des trois points entre les deux branches de cette 
hyf>erbole; 

et voici la réponse : 

Chacune des trois régions qui contiennent a, b \ou c 
est subdivisée en quatre parties par les trois droites ab, 
bc, c«, savoir : un triangle, un angle, et deux bandes 
comprises entre deux droites parallèles. 

Si le centre est dans un angleles trois points sont 
sur une même branche de l'hyper bole. 

Si le centre est dans un triangle, celui des trois% 

points qui est un sommet de ce triangle est sur une 
branche, les deux autres sur Vautre branche. 

Si le centre est dans une bande, les points sont 
répartis de la même manière que pour le triangle qui 
a un angle opposé par le sommet à l'un de ceux qui 
limitent cette bande. 

Sur la ligure, la répartition est représentée par un 
trait qui sépare les points appartenant à une branche de 
ceux qui appartiennent à l'autre branche. Ainsi a | bc 
signifie que a est sur une branche, ¿ e t c sur l'autre. 

Envisageons maintenant les mêmes questions pour \ine 
conique déterminée par trois de ses tangentes, et son 
centre. 
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Tout ce qui précède s'applique exactement à ce nou-
veau problème, pourvu que Ton envisage les droites ab, 
bc, ca comme étant les tangentes données. Pour la répar-
tition des tangentes entre les brandies d'hyperbole, on 
devra considérer a comme désignant la droite bc9 b la 
droite ca, c la droite ab. 

Remarquons, en terminant, cette conséquence : Sur 
une même branche d'hyperbole on prend trois points 
quelconques. Le centre de la courbe est toujours dans 
un des angles opposés par le sommet à ceux du triangle 
formé par les trois points. Il est aussi dans un des 
angles opposés par le sommet à ceux du triangle 

formé par les tangentes en ces trois points. 

S I R QUELQUES APPLICATIONS DU THÉORÈME DE SAYARY, 
R E L A T I F AUX E P E L O P P E S DES COURBES P L A N E S ; 

PAR M. H. RESAL. 

1. Soient, dans un plan, 

(S) une courbe qui roule sur une courbe fixe (S') 
A le point de contact de ces courbes; 
R, R' leurs rayons de courbure en ce point; # 

ma une courbe tracée dans le plan de (j); 
p = Km la longueur de la normale abaissée du point A 

sur ma ; 
cp l'angle formé par la direction de km avec celle deR ; 
p le rayon de courbure en m de la courbe ma\ 
G' le rayon de courbure au même point de l'enveloppe 

ma de cette courbe. 

En supposant que(S)et(S') opposent leurs convexités, 
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)cos* = R + ÏÏ ?' — P + P + P 

Dans le cas où les courbes (S) et (S') seraient inté-
rieures l'une à l'autre, on affecterait du signe — le plus 
grand des rayons de courbure R et R'. 

Nous allons d'abord déduire de l'équation (i) quel-
ques théorèmes connus, en admettant que (S) et (S') sont 
deux circonférences. 

2. Enveloppe d une hypocycloïde ou d'une épicy~ 
cloïde. — Supposons que am soit la courbe décrite par 
un point d'une circonférence (S4) de rayon Ks roulant 
intérieurement sur (S); la normale en m doit passer par 
le point de contact de ces deux circonférences, qui se 
confond par suite avec A. 

Pour obtenir le rayon de courbure de ma, nous 
remplacerons dans la formule (i), eu égard au sens des 
courbures, p' par — p,, R par — R {, R' par R<, en suppo-
sant de plus p = o. Il vient ainsi 

Le rayon de courbure p' de l'enveloppe de ma se déter-
minera %u moyen de la formule (i) en y remplaçant 
p par p1, ce qui donne 

Cette dernière équation définit bien l'épicycloïde dé-

d'où, par addition, 
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crite par un point de la circonférence (S<) roulant sur 

la circonférence (S'). 
Réciproquement, l'hypocycloïde ma est l'enveloppe 

des positions de l'épicycloïde déterminée par un point de 
la circonférence (S, ) roulant extérieurement sur (S'). 

3. Enveloppe de la développante d'une circonfé-
rence concentrique à (S). — Dans ce cas, l'angle cp est 
constant et l'on a évidemment 

p -+- p — R cos cp, 

et le rayon de la circonférence développée estRsincp. 
La formule (i) donne par suite 

coscp 1 

pr—p R 7 ' 
d'où 

p' — p — R ' coscp : 

ce qui est bien l'équation de la développante de la cir-
conférence concentrique à (S') et dont le rayon serait 
R' sino. 

4. Enveloppe d'une circonférence (S,) de rayon p 
dont le centre se trouve sur la circonférence (S). — Si 
nous considérons, par exemple, le point m de la partie 
intérieure de l'enveloppe, on a 

p 4- p — 9À{ coso, 

et la formule (î) donne 

a RR 
P ~~ P —n E77 cos ° > 

' 2K + K' 

d'où, par addition, 

4 R ( K 4 - R ' ) 

Mais en supposant p = o, cette dernière formule ferait 
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connaître le rayon de courbure p' de l'épicycloïde décrite 
par le centre de ). D'où il suit que la branche consi-
dérée (et il en est de même de l'autre en remplaçant p 
par — p) est parallèle à cette épicycloïde. 

5. Quelles que soient les courbes (S) et (S') et la na-
ture de l'enveloppée, l'enveloppe peut être décrite, au 
moins en partie,par un point du plan d'une courbe (Si ) 
qui roulerait sur (S'). — Soit le rayon de la courbe 
cherchée (S4 ) au point A. La formule ( i ) donne, en y fai-
sant p — o et remplaçant R par R,, 

( ~— H " ) c o s ? ~ i r W' 
\?—P P) R i R 

et, en retranchant cette équation de la formule précitée, 
on trouve 

I I pcos© 

on voit ainsi que la nature de la courbe (Si) «est indé-
pendante de la forme delà courbe (S7). 

6. Si l'enveloppée est une droite, on a .p = 00 et 

1 i coso 1 i 

en désignant par D la portion de la normale en A à (S) 
déterminée par la droite. 

Dans le cas où ( S ) est une circonférence et l'enveloppée 
un rayon de cette circonférence, on a p ~ R coscp, d'où 

On vérifie ainsi que l'enveloppe est répicycloïde dé-
crite par un point de la circonférence, dont le diamètre 
est R, qui roulerait vsur (S'). 
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7. Supposons maintenant que am soit la développante 

d'une circonférence concentrique à (S), et dont le rayon 
est par suite Rsincp. Nous avons 

p -f- p = R cos<p 

et la formule ( 2 ) donne 

1 1 p 1 / Rcos<p—/>\ 
R; = R + /R = R ( 1 H p — ) ' 

d'où 

(4) R 1 = — • coscp 

Soit 9 l'angle formé par le rayon vecteur mA = p du 
point de la courbe cherchée (Si ) avec une droite mx fixe 
dans son plan. L'angle formé par la normale en A à (Sj) 
avec mx étant 6 — <p, l'angle de contingence est ¿9, et 
l'on a par suite 

R î = dv—' 

et, en vertu de la formule (4), 

dp 
— tango ¿/8, 

d'où, en désignant par A une constante, 

p — Àe t a ns?6 , 

ce qui représente une spirale logarithmique si A est po-
sitif. L'origine de la spirale roulant sur la circonférence 
(S') ne décrira qu'une courbe intérieure à cette circonfé-
rence, qu'elle ne rencontrera que pour 0 = —oo (1 ). 

Donc l'origine de la spirale ne décrira que la portion 

On reconnaît fac i lement que, entre 6 — o et 6 = — °c, la lon-

gueur de l'arc de la sniralo est finie et a pour valeur • 1 911» 9 



extérieure à (S) de la développante du cercle concen-
trique ayant pour rayon R'sincp. 

La partie intérieure de l'enveloppe sera obtenue en 
prenant A négatif. 

8. Enveloppe d'une normale à une ellipse (S) qui 
roule sur une courbe fixe (S') (1 ). 

Soient, dans une position quelconque : 

ia le grand axe de l'ellipse dont O est le centre ; 
I l'intersection de la normale en A aux courbes (S) et (S') 

avec le grand axe \ 
mN la normale enveloppée rencontrant BB' en J, m dé-

signant le point correspondant de l'enveloppe 
a l'angle donné NJB et a'l'angle variable AIB. 

Nous attribuerons aux lettres a, c leurs significations 
ordinaires et nous poserons 

(5) m ~ tanga, tanga', 

d'où 

(6) = 

Nous savons que la normale au point A de l'ellipse 
rapportée à ses axes a pour équation 

(7 ) 
V 

et que les coordonnées de ce point ont pour expressions 

(8) ' ' » m ' \J a2 -h b2 m'1 * \j a2 -t- b'1 m1'1 

Soient X\,y\ les coordonnées de l'intersection I des 

< * ) ],e problème se rapporte à la question fies engrenages ell iptiques, 
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normales iNJ et AI; on a 

ÎT» \ ,/ * \ 
' Vl m yfa* -f- b*my ' 

c'2 / m m' \ 
1 ~~ »? — m' [^/a^ m2 \ja*m** ) ' 

c2miri / i i \ 
m — /?? 

't, en se reportant aux valeurs (8), 

c2 m b2 m' — a1 m \ i c m u m — u ni v 

m — m { v b2m2 y b ' 2 m) ' 

m' / czm b2m' — a2m\ 

On déduit de là, pour la distance AL — I), 

i / c2 m b2 ;??/ — a2 
D 

/ C- //i //? M //i \ / — 
-, | - ^ ; ;......-. H ) i/ I 
> \ \ia2b*2 ni2 \J a2 b2 m,=2 ) 

Nous avons pris le signe —pour le radical, pour que 
l'on obtienne un résultat positif quand on suppose 
;?? = m\ et l'on obtient ainsi 

" • > " ( S O T ) 1 ' 

ce qui est bien l'expression connue du rayon de cour-
bure de l'ellipse. 

On déduit des formules (8), (9) et (10) 

i R 2 / 2 / - • 7 1 7 

v / + 

(11), 

/ 

m — m 
X 

[c2 m a2-h b2 m'2 -4- ( b2 îrïr — a2 m ) \J a24- b* m%] 

Soient rnx une droite fixe dans le plan de (S, ) partant 
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du point m qui sera l'origine des coordonnées auxquelles 
on rapportera cette courbe; ¿/¿l'élément commun à (S) 
et (Si), 6 l'angle formé par mi avec mx. Nous avons 

R ¿0 cft , 

et, d'après l'équation (11), 
dt — doL'— a* b2sj a* -h b'2 m2 

( m — m! ) dm' 
X (a2 -h b2m'2) [c2 m \/a'2-+- b2m'~2 + (b2m'— a*m) a* -+- b*m*] 

Pour fixer les idées, nous considérons le roulement à 
partir du moment où B se trouvait sur (S'), et nous sup-
poserons que mx coïncidait avec la portion initiale de 
m J. de sorte que l'on a 0 = a pour a' = o ou m' = o. 

Nous avons ainsi 

l 8 = arc tan g m' -h a— a2 b2 y/ a2 -h b'2 m2 

( 1 3 ) ] Çm' (m — m') dm' 

( Jo («* + m[mS/'"1 + b~ m'~ + ( b~m' ~ «2 m ) m] 

L'équation (IO) peut se mettre sous la forme 

se' \a2-h b'2m'-2J 
ds_ 
da! 

d'où 
a*b*(i-h m'*)dmr 

ds 
(a*-+-b* m'*)* 

Nous avons ainsi pour (S4 ) 

• * a262(i4-m'2)sin8</m' 
cix — ds sin 8 = 3 ? 

(l3) x . « a2 b2 (i-\- m'2) cos8 dm1 
dy= — ds cos 8 — 5 1 

(a2-}-£2m'2)2 

et les équations (12) et (i3) permettront de déterminer 
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x et y en fonction de la variable auxiliaire ni. On peut 
d'ailleurs, en remplaçant cette variable par une autre, 
convenablement choisie, simplifier et même réduire 
quelques-unes des transcendantes qui entrent dans leŝ  
expressions de x et y. 

NOTE SUR LES COORDONNÉES B IPOLAIRES; 

PAR M. P. BARBAR1N, 

Professeur au lycée de Nice. 

I. Dans le système des coordonnées bipolaires, un 
point M est déterminé par ses distances F M = p , 
F, M = p4, à deux points fixes F, F4 appelés foyers ou 

I i>. i. 

pôles. Si le point M est assujetti à décrire une certaine 
courbe, il y a entre ses coordonnées bipolaires p, p, une 
relation 

F(p, p,) = o 

qui est l'équation bipolaire de cette courbe. Récipro-
quement, toute équation de cette forme représente une 
courbe. 
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On peut construire géométriquement le point M en 
décrivant deux circonférences, l'une du point F pour 
centre avec p pour rayon, l'autre du point F* pour 
centre avec p, pour rayon. M sera un point commun à 
ces deux circonférences. Mais il faut remarquer que ces 
deux courbes ont un second point commun M' symé̂ -
Irique du premier par rapport à la droite FFj . Donc 
toute courbe dont l'équation a la forme 

F (?> ?i) = o 

est symétrique par rapport à la droite FF*, que nous 
appellerons pour cela axe polaire ou focal. 

Soit O le milieu de FF< ; considérons deux axes rec-
tangulaires : Ox dirigé suiyant OFetOjy; soient x,y les 
coordonnées cartésiennes du point M par rapport à ces 
deux axes; on a, en posant OF = c, OF< — — c, 

K } \ + + V 2 , 

système d'équations déterminant p et p< en fonction de x 
et y . Ces formules servent à transformer l'équation bi-
polaire 

F(p. p,) — o 

en l'équation cartésienne 
F \\(x — c f H- y'1, x 4- c\l -+- y2] = o. 

il est facile d'en déduire des équations permettant 
d'opérer la transformation inverse, caries équations (i) 
soustraites l'une de l'autre, membre à membre, donnent 

d'où 

y — p 16 r2 16 c* 

< — (P Pi ( p — Pi (p]^rp — '2c)(pi—p-[- 1C) 
y — ï6C'2 
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Il est facile de trouver, en fonction de p et pM la dis-
tance p' d'un point M à un autre point F' de l'axe po-
laire. Soit, en effet, OF' = d et soit m la projection 
de M sur l'axe; on a successivement 

p2 = (c' — C ) 2 H - P'2 — 2(C'— c)mF, 

p2rzr (c'-h c)2-f- p'2— 2 ( c ' + c ) m P ; 

éliminons mFf entre les deux équations et nous aurons 

( c ' 4 - C)p 2 — (C' — C)P j — 2 C p / 2 - H ( C ' — C) 2 (C ' -F- C) 

c'est-à-dire 

(3) 2 c p ' 2 — (c'-+- C)P2 — (c'— c)pî + 2 C { C ' 2 ~ C 2 ) . 

II. Tangente à la courbe. — Soient M , M, deux 
points voisins, (p, p4 ), (p-f-Ap, p, -f- Ap4 ) leurs coor-
données : nous supposerons, pour fixer les idées, Ap et 
A p , o . 

Décrivons du point F comme centre l'arc MH, et du 
point F, comme centre Tare MI; nous aurons 

M ^ —Ap, IMt=: APl. 

Or, dans les triangles MHM« et MIM,, 

(c'—c)2 (c'H-c), 

Fig. 2. 

Ann. de Haihèmat.^ 3e sér ie , t. I . (Janvier 1882.) 2 
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donc, en divisant, 

Ao sin HMMj sinMIM^ 

A ?1 sin IMM^ s i nMHM; 

Lorsque le point tend à se rapprocher du point M 
la corde MMA devient tangente en ce dernier point, les 
angles MIM4 et MHM4 sont droits, et si Ton désigne par 
V et V| les angles que fait la tangente dirigée vers Mf 

avec les rayons FM et F< M prolongés, on a 

l im HUM] =z 77 - Y , lim IMM^ = - — Y t ; 
2 2 

donc 

. dp cosV 

cette formule détermine la position de la tangente. 

THÉORÈME. — Les projections d'un segment quel-
conque de la tangente sur les rayons vecteurs sont dans 
le même rapport que les différentielles des rayons vec-
teurs du point de contact. 

Caries projections du segment h sont h cosV, AcosVj, 
et l'on a 

hcos Y dp 

Acos Yj dpx 

Si Ton désigne par U, U4 les angles que fait la normale 
avec les rayons vecteurs, on a 

donc 

dp __ s inU 
(4') 

dpi s inUj 

Les formules (4) et (4') établies au cas où Ao et Ap, 
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sont > o sont vraies dans tous les cas, comme Qn pour-
rait le démontrer par une analyse directe. 

III. Asymptote. — Soit M un point qui s'éloigne 

Fig. 3. 

indéfiniment sur une branche de courbe; dans le triangle 
M F* F, nous avons 

p2 — 4c2-h p2 — 4C P i C O S M Î f\F , 

d'où 

4 ̂  pi 

Lorsque le point M s'éloigne indéfiniment, p et pt 

tendent simultanément vers oo , mais les rayons FM, F4 M 
tendent vers des positions limites qui sont parallèles à la 
direction asymptotique. On a donc alors 

( 5 ) cos CP = lim cos MF\>=r lim P* - P2-*-^2. 
4 cpt 

<p est l'inclinaison de la direction asymptotique de l'axe 
polaire. 

Réciproquement, si Pl ~ ^ & une limite finie 

comprise entre — i e t + i , lorsque et p tendent a la 
fois vers oo , cette limite peut être considérée comme 
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le cosinus d'un angle <p qui est l'inclinaison de la direc-
tion asymptotique sur l'axe polaire. 

Pour déterminer la position de l'asymptote, abaissons 
du point F, une perpendiculaire F, A| sur cette asym-
ptote, et du point M la perpendiculaire MmK sur F« A4, 
nous avons 

lim mx¥x — AjF,; 
or 

F, mx ~ pt sin Ft M mi = pt sin ( MFt F — <p ) 
= p^sinMFiFcoscp — cosMF, Fsincp), 

d'où 

(6) A j F ^ limpi (sinMF1 F cos? — cosM Ft F sincp) ; 

de même on pourra prendre, pour déterminer la position 
de l'asymptote, 

AF — lim p sin ( MF x — <p ), 
et aussi 

00 ; — \ (AF -+- A, F, ) 
~ -|limp sin)MFx — o) -i-ilimpi sin(MFtF — <p). 

Réciproquement, si l'une de ces trois limites existe 
quand p et p4 tendent simultanément vers oo , elle déter-
minera la position de l'asymptote. 

IV. Cas particuliers. — Je vais appliquer les con-
sidérations précédentes à l'étude de quelques courbes. 

i° J'étudierai d'abord les courbes représentées par 
l'équation 

p -h mpx— i a, 

dans laquelle a est une longueur et m un paramètre po-
sitif ou négatif. Ce sont les ovales de Descartes. En dif-
férentiant l'équation, on trouve 

dp -+- ni dpt — o. 
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d'où 

dp cosV i 
dpt cosVj m 

Dans les ovales cartésiens, le rapport des projections 
d'un segment de la tangente sur les rayons vecteurs est 
constant, et cette propriété est caractéristique de ces 
courbes. 

On a encore 

eosMF.F^ 

__ ( i — m1)p\ 4 - (\ampx 4 - 4 ( c 2 — à1) 

~~ 4 cpi 

Si m2^i, ce que nous supposerons tout d'abord, cosMF<F 
n'a pas de limite : donc les ovales n'ont pas d'asymptote. 

Les ovales coupent l'axe O y au point pour lequel 

i a û ~ p! — > 1 r m 1 

et l'axe polaire aux points 

2 (a — c) ; 2 (a + c) 
p — , l p ~ 5 
1 m 4- i \ m + i 

I 2(a-f-c) ] 2 (a — c) 
m + i ' m 4- i ' 

La distance p' d'un point de la courbe à un point F'de 
l'axe polaire est déterminée parla formule (3) 

2Cpf2=(c'-h C)p2— (c'—c)p24- 2c(c'2 — C2), 

c'est-à-dire, en éliminant p, 

2cp ' 2 " (c'-f-c) (2a— /rcp,)2— (cf — c)p2 -b 2(c'2 — c2)c, 

2cp/2=[(c'-hc)m2 — (c' — c)]p2 — 4a/»(c'-hc)p1 

4 - 4 a2 ( c ' 4 - c) 4-. 2 c (c'2 — c2) — 0. 
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Le second membre esl une fonction du second degré 

de : on peut chercher à rendre ce polynôme carré par-
fait-, il suffit, pour cela, qu'on prenne 

4<z2m2(c'-4-c)2 — [ka*(c'-4-c) — 2 c(cf2—c2)] 
x [m2(c'-+c) — (c'—c)]~o, 

ou 
( c ' ! - c 2 ) [ i a ! + 2 c ( c , - c ) - 2 c ( c ' - h c ) w 2 ] - ô . 

c'2 — c 2 = o donne comme solutions singulières 

c c, 

. c' — c, 

c'est-à-dire les deux foyers déjà existants; le second 
facteur donne 

/ _ c ~ ( 1 m * ) — 2 Q _ 
(i — m2 ) c 

cette condition remplie, l'équation en p< et p' devient 
alors 

2a2 , 0 c2 — a 2 8(c2 — a 2 ) 2 m 2 

2 c p'- = p'r — 8 «m — p ! 4 — - — > r c ( 1 — m2 )c (1 — m2)2c 
ou 

[ 2 (c2 — a2) m 1 2 

ou enfin 2 m ( c2 — a2 ) api m C p —-. 

1 — m-

THÉORÈME. — Le point F ' déterminé par 

c2(i + m2) — 2 a2 
C — : ( i — m2 ) c 

est un troisième foyer pouvant s* associer à l'un de ceux 
qui existent déjà. 

THÉORÈME. — Les ovales cartésiens sont le lieu des 
points tels que le rapport de leurs distances à deux 
cercles fixes est constant. 

C2 p'2 : 
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En ejSet, posons 

2 a — m R4 — R, 
nous aurons 

p 4- mpl = m R , — R , 

ou bien 
5 + R 

" f i 

En particulier, considérons les points tels que le rap-
port de leurs distances aux deux foyers est constant. Tous 
ces points sont sur l'ovale cartésien 

p = mpi, ( a — o ) . 

Cet ovale, comme nous l'avons démontré plus haut, a un 
troisième foyer F' déterminé par 

, i -f- m ~ 
C r • C, 

i — m-

ct si l'on associe ce foyer à F t , l'équation de l'ovale de-
\ ient 

2 m ( c2 — a1 ) 
c p — — — • 

r (1 — m1) 

Cet ovale est donc un cercle dont F' est le centre, ré-
sultat déjà connu géométriquement. 

2° J'ai tout d'abord écarté le cas où m2 i. Je reviens 
maintenant à cette hypothèse pour étudier successive-
ment les deux courbes 

P -H P I = 2 A , 
p — pi — 2 a. 

La première courbe est une ellipse que son équation 
définit tout entière. La tangente est déterminée par la 
relation 

cosV 
cosVj 

elle fait donc des angles égaux avec les rayons vecteurs, 
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et réciproquement. Il n'y a pas d'asymptote, car 

(p, — p)2a -j- 4 c* _ (pi — a)a -t- c1 
c o s M F , F : 

4cp, Cp, 

limcosMF, F = mais a^>c : donc l'angle limite cp 

n'existe pas. Le grand axe de la courbe est i a , le petit 

axe 2 s/a2— c2 = ib. 
La deuxième courbe est une branche d'hyperbole en-

tourant le foyer b\ \ pour avoir l'autre branche, il faut 
associer à l'équation 

p — pi=2a 
l'équation 

Pi— P — 2 a , 

de sorte que la courbe entière serait représentée par 
l'équation unique 

(P — Pi) 2 — 4«2 = o. 

La tangente est bissectrice de l'angle des rayons vec-
teurs, car 

c o s V 

c o s V , 

On a 

c o s M F > ^ < P l ± P > » « + = , 
4 cp, cP l 

limcosMFi F = a étant < c : il y a donc une direc-

tion asymptotique déterminée par cos cp = Pour 

trouver la position de l'asymptote, posons 

nous avons alors 

cos M F ^ — ^ Ù — J L , costp — 
cp, c 

sin M F ^ F = — V c 2 f î — ( « P i H - sin cp - , 
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donc 

en multipliant et divisant par la quantité conjuguée, on 
trouve facilement 

b 2ap1(a*-h b2)-h b2(a*-h b2) 
£ j /?!, — — • • — » 

c a\Jp\ — 2ap!—62H-ap,4-62 

d'où, en passant à la limite, 

Fi A, = lira F, m, — — b ~ — c sin cp. 

L'asymptote passe par le point O, centre de la courbe. Il 
y en aura une seconde symétrique par rapport à l'axe 
polaire. 

3° Tout cercle ayant son centre sur l'axe polaire peut 
être représenté par une équation de la forme 

ap2 -+- bp\ = r2, 

a, b étant des nombres positifs ou négatifs. En effet, si 
l'on calcule, d'après la formule (3), la distance d'un point 
de cette courbe à un point fixe F' de l'axe polaire, on 
trouve 

2 cpf2—(c'-hc)p2— (c' — c) r 2 "^ a p 2 H- 2 c(c'2 — C2) 

Si l'on choisit d de façon que le coefficient de p2 soit nul, 

(a-Jb) 
c — c T y 

a-\- b 
il vient 

+ b)2 

équation d'un cercle dont F' est le centre, et le rayon a 
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, , /¿(a 4- 6)r2 — l\c2ab . 
pour valeur 4/ — J ^ ; en particulier, pour 

a = i , o n a 

c' = o, 

,2 r2— 2ac2 __ p2 4- p2 — 2c2 

P 2 « 2 

Le lieu des points tels que la somme des carrés de leurs 
distances à deux points fixes est constante est donc un 
cercle ayant pour centre le milieu de la distance des 
points fixes. 

4° On appelle ovale de Cassini le lieu des points tels 
que le produit de leurs distances à deux points fixes est 
constant. 

L'équation polaire de cette courbe est donc 

ppi— a2; 

les points où elle coupe l'axe polaire sont donnés par 
p — p, zb a ; 

il y a donc trois cas à distinguer : 
a c : la courbe ne coupe pas l'axe O^ et se compose 

de deux ovales séparés entourant chacun un foyer ; 
a = c. : la courbe coupe l'axe polaire au point O et 

porte alors le nom de lemriiscate; 
a^>c : les deux ovales se sont confondus en un seul 

qui entoure les deux foyers. 
Si on diiférentie l'équation de la courbe, on trouve 

4- p ^ p i — O, 

donc 
dp c o s V p 

dpi c o s V , p, 

De cette formule ressort une construction simple de la 
tangente en un point M de la courbe : il suffit, en effet. 
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de mener MT perpendiculaire à OM et de prendre la sy-

Fig. 4. 

métrique MS de MT par rapport à la bissectrice MN de 
Tangle F MF,. 

Les points où la tangente est parallèle à Taxe polaire 
sont ceux où l'on a aussi 

p sin Y = p, sin Y, : 

donc, en ces points, 

p sin Y, cos Y ^ 
p, sin Y cosY,' 

de là résulte 
cos V sin Y -h cos Y, sin Y, = o, 

c'est-à-dire 

Le lieu de ces points est donc la circonférence qui a 
O pour centre et OF = OF4 = c pour rayon. 

5° Le système des coordonnées bipolaires est quelque-
fois utile pour faire apercevoir des propriétés de cer-
taines courbes définies par rayons vecteurs, et simplifier 
dans certains cas la recherche de leur équation carté-
sienne. 
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Ainsi les courbes définies par l'équation 

i i i 

Ô V ^ *>Yi ~ & 

ne sont autre chose que les courbes 

a2 b2 p2 p* — a2 p2 K* — b2 p2 K> = o, 

ou, ce qui revient au même, 

(a 2p 2— K>) (62p? — K>) = K8 , 

ou enfin 

V' </ \ b2)~a1bi 

Ces courbes sont donc le lieu géométrique des points 
tels que le produit de leurs puissances par rapport à deux 

K2 

cercles ayant respectivement F et Fi pour centres et — > 

K2 
pour rayons, soit constant. Ce lieu est le même que 

celui des points tels que le produit des tangentes qui en 
sont menées aux deux cercles soit aussi constant. 

Lorsque a=b, l'équation de ces courbes devient, en 
K 2 t 

posant — = h, 

( p 2 - = 
ou bien 

i i i 

Le lieu des points tels que le produit des tangentes 
qui en sont menées à deux cercles égaux est égal au 
carré du rayon de ces cercles jouit donc de la propriété 
suivante : 

La somme des carrés des inverses des rayons vec-
teurs est constante. 
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GÉNÉRALISATION D UKE PROPRIÉTÉ DE LA SURFACE 
DE L 'ONDE ; 

PAR UN ABONNÉ. 

On sait, comme l'a fait voir M. Mac-Cullagh, que si 
par le centre o d'un ellipsoïde on mène un plan BJ con-
tenant la normale du point m(x,y, z) et, dans ce plan, 
une droite o[Ji égale et perpendiculaire à om, la surface 
de l'onde est le lieu des points p.(a, ¡3, y), et les normales 
aux points correspondants m et fi. sont dans le même 
plan. Il est facile de reconnaître que cette dernière pro-
priété subsiste pour le cas plus général où l'on suppose 

om — sjx^-hy^z2 = /(v/a2-i- f ) =/(«). 
En effet, la recherche du lieu se ramène à l'élimina-

tion de x,y, z entre les équations 

px2 4- qy* -h rz2 — i, ^ + 

(1) eux 6y + ^ = 

(2) — r)yz 4-ê(r — p)zx-{- Y(/> — q)xy — o. 

Remplaçons les deux premières par celle-ci 

Px~-\- Qj24-FU2 = O, 

où Ton a fait, pour abréger, 

P=p/*(u)-i, Q = qp (m) — «, R = rf*(u) — i. 

Comme on peut l'écrire 

Y* x.x 4- Q / . / 4- Rz .z — o, 

on en déduit, à l'aide de l'équation (i), 

x y z 
iRz— —aRz~~ aQy — GPx 

x2 4- y2 4- z1 

~ f1 [ a ( q — r)yz 4- 6 ( r — p ) zx 4- x(P — Ç)*y]' 
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et par suite 
« g _ y 

( 3 ) Px ~~ Q j Rz ' 

ou bien 
x ___ y _ z aj- + Sy+ 

V V V.Q/ W P Q R 

ce qui donne, pour l'équation du lieu, 

or ê2 72 

(4) p + Q + R ^ 0 ' 

équation tout à fait semblable à celle de la surface de 
l'onde. 

Pour trouver la direction de la normale au point j/., 
désignons par F (a, ë, y) le premier membre de cette 
équation*, il en résulte 

1 r/F _ a <*//'i P* 2 

2 7h ~ P " " ~ÏT + "Q" TT 

Soit o) la valeur commune des rapports (3); elle est 
égale à 

qS g2 «,2 ^ e/2 

Pxoc 4- Q j ê R^y /2 (p^a -h q j o -j- rzy)9 

ce qui permet d'écrire 

1 dF ( ff'to - — — to # — a-

2 aa \ u 

et semblablement 

idF ( tf'uA id¥ ( ff'*>\ 

Or, ces trois demi-dérivées sont respectivement pro-
portionnelles aux cosinus directeurs de la normale au 
point [A ; les quantités [q— r)yzt ( r — p)zxt (p — (f)xJ 
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le sont de même aux cosinus directeurs de l'axe du 
plan nr, et, comme l'expression 

est nulle, la normale au point p. est bien située dans le 
plan qui contient celle du point m. 

Pour la surface de l'onde, M. Mac-Cullagh a démontré 
que ces normales se coupent à angle droit, mais cela n'a 
pas lieu généralement. En effet, l'expression 

ne s'annule que lorsqu'on a f(u) = A*«, k désignant une 
constante. 

On peut observer que la valeur absolue de w repré-
sente le rapport des projections de op et de om sur le 
plan tangent à l'ellipsoïde. 

Observons encore que l'élimination de x, y, z entre 
les équations du système 

ax 4- oy -]- — o, ayz 4- bzx 4- cxy = o, 

px2 4- qy~ -h rz2 — o, 

plus général que celui qui donne l'équation (4)^ s'exé-
cute aussi très simplement et conduit à la relation 

(a/?6y 4- bq*(* 4- crag)2 = H(a2qr 4- &rp 4- -fpq), 

où 

H =r zabado 4- ibcZy 4- 2caya— a1 a*— 6*6*— c*f2. 

(* - J ^ ) {g - r)y* + ( y - ^ ) { r - p ) z * 
/ srl \ 
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REMARQUES SUR LE PENDULE; 

PAR M . MAURICE D ' O C A G N E . 

Un pendule circulaire se meut dans un milieu qui lui 
fait éprouver une résistance constante. La loi de son 
mouvement est donnée, comme on sait, par la formule 

6 -f- p — — (a — p ) c o s k t , 

dans laquelle 0 est l'angle du pendule avec la verticale, 
a la valeur absolue de l'amplitude initiale, ¡3 et k des 
constantes, (S dépendant de la résistance du milieu am-
biant. 

Considérons les angles décrits successivement par le 
pendule pendant des intervalles de temps égaux T. Soient 
o), et w2 deux de ces intervalles consécutifs. Nous avons, 
par application de la formule précédente, 

0 + w,+ fJ = — (a — B) cosk(t — z) 
et 

0 — to2-f- p — — (a — (3) cosÂ-(* -+-t). 

Retranchons la seconde de ces égalités de la première -, 

il nous vient 

u)2 -h cot — — 2 ( a — p ) sin kt sin k-z, 

ou, en posant GO, 4- oo2 = eo, 

2 . . d h 
— — — sin kt ~r -

k dt 
Donc : 

1. Les angles décrits successivement par le pendule 
dans des intervalles de temps égaux sont proportion-
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nels aux vitesses angulaires du pendule au milieu de 

chacun de ces intervalles de temps. 

Au lieu de retrancher les égalités précédentes, ajou-
tons-les; nous avons 

2 (0 -f- p) -f- Wj — W2=z — 2 (a — P) coskt COSÀ-T, 

Or, 

donc 

a / « x i . 1 
•-t-P = — ( a — P ) c o s k t - = z - ^ — ; 

2 dH 2 ¿/2e 

ou 

tOj — Wgm — (COSA-T: — i ) — . 

Par suite : 

2. La différence de deux angles consécutifs décrits 
par le pendule pendant des intervalles de temps égaux 
est proportionnelle à Vaccélération angulaire du pen-
dule sur la ligne de séparation de ces deux angles. 

Remarquons que, dans un cas comme dans l'autre, la 
valeur du rapport constant est indépendante de (3 et, par 
suite, de la résistance du milieu considéré. 

SOLUTION D U N PROBLÈME DE G É O M É T R I E ; 

PAR M. A. PICART. 

Dans un triangle isoscèle OAB, l'angle à la base A 
vaut n fois L'angle au sommet O ; déterminer le rapport 
de la base AB au côté OA. 

Menons les droites qui divisent l'angle A en « parties 
Ann. de Mathèmat3e série, t. Ier. '(Janvier 1882.) 3 



( 34 ) 

égales, et soient B|, B2, . . les points où elles ren-

contrent le côté opposé OB. Désignons par x la base AB 
et par X\, • • •, Xji j, Xji les droites AB,, AB2, . . . , 

AO ; Xt est égal à x et xK à R. 
Les triangles semblables OAB, ABB4 donnent 

B B ^ i j p . 

Par suite, en vertu de la propriété de la bissectrice de 
l'angle d'un triangle, 

B t B 2 — B ,B S 
R 

n — 2 ti — 1 : R > 

XE> X 3 

= i r ' 

B „ 0 = 
R 

Mais le triangle ABB2, en vertu d'une autre propriété 
connue de la bissectrice AB ( , donne 

(•> 
On a de même 

(2) 

(3) 

/Y -Y* 2 /Y» 
2 u

 ^ 1 
— ~ ' 

.r ! .r3 — x 

x*x< — x 

X I X 2 X 3 

R* ' 

2 X 2X^ X4 

R'2 



( 35 ) 

De l'équation( i )on pourra tirer x2 •, de l'équation ( 2 ), 
après la substitution de la valeur de x 2 , on pourra tirer 

de l'équation (3), après la substitution des valeurs 
de on pourra tirer Xrn et ainsi de proche en 
proche jusqu'à l'équation [ n — 1) ; et, en remplaçant en-
suite xK par x et xn par R, on aura la relation cherchée 
entre x et R. Mais quelle est la forme générale de cette 
relation pour une valeur quelconque de n? Telle est la 
question que nous nous proposons de résoudre. Pour 
cela, il faut intégrer l'équation aux différences 

2 ^n—i & 11 
R* 

Divisons les deux membres de cette équation par 
Xn-iX„_s xn} elle devient 

1 

& n—I^C n, R2 n— 1 n ^^ n 

I 
ou, en posant — — y ny 

œ n 

(b) yl-\— yn-iy'n— j^r 

On voit sans peine que 

(c) yn=Can—C'a-n, 

C, C , a étant trois constantes qui satisfont à la rela-
' tion 

(d) CC + 2 ) — ¿ 5 = 0 . 

En effet, 

— C2^2^-1) H- — 2CC', 

y n - 2 y n = G2a2^"1) -4- C f 2 — CC' (a2 a~*), 

d'où 

yV^ - yn-fyn = CC' ( a2 -h a"2 - 2 ) : 
1 

R2* 
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L'équation (c) est l'intégrale générale de l'équation 

(h), puisqu'elle renferme deux constantes arbitraires. 
On tire de ( d ) 

- — 

« Ry/CC' 
ou 

Ry/CC 
d'où 

— i — o, 

i ^ - v w œ + i 
(e) a~~ 1 == 

7 Ry/CC' 

Par suite, l'intégrale générale de l'équation (è) est 

C et CJ sont deux constantes que l'on déterminera par 
deux valeurs particulières de yn, par exemple^ e t . 

Dans la question qui nous occupe, nous avons donc 

avec la condition 

CC' ( a2 -h a-4 - 2 ) - ~ = o ; 

et comme, pour n = i et n = o, xn doit être égal à x, les 
constantes a, C, C' sont déterminées par les trois équa-
tions 

• - ( - ¿ Y - * -

(/>) { C - C ' = I , 

r C' I l a ~ - • 
\. a x 
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Les deux dernières donnent 

C = - 7 — r y C' = — 
. r ( a H - i ) 

par suite, la première devient 

a 

ou 

ou 

d'où 

(a i) 

i\2 i 

a) 

a ^ 2 R 2 î>2 ^ 

Remplaçant C et C par leurs valeurs dans (g-), on ob 
tient 

1 x ( a H- 1 ) 
Xn ~~ ô» a-n+1 ~~ an + a-n+l 

x(a -+-1) x(a-\- 1) 

^ ' ^ ( a + i ) ail-xx 

Faisons or« = R et nous aurons enfin, pour former l'é-

quation cherchée en x et R, à éliminer (a 4- - ) entre 

les deux équations 1 
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Pour faire cette élimination, il faut d'abord exprimer 

— en fonction de a -f-
an a 

Or, en posant an-+- ~ = on a 

Comme A0 = 2 et At = a -h cette formule permettra 

de calculer de proche en proche A2, A3 , . . . , et l'on aura 
l'expression générale de An par l'intégration de l'équa-
tion linéaire aux différences (/), intégration bien connue 
à laquelle nous ne nous arrêterons pas. Nous nous bor-
nerons à remarquer que le premier membre de la seconde 

équation (A) sera du degré (/z — i) en a -h -> qu'en 

l'élevant au carré, puis l'égalant à 2 — ya -h valeur 

de on aura une équation de degré 2 n — 2 en 

a-f- ^ pour déterminer la valeur de cette quantité, et 

que de cette valeur connue on déduira la valeur de 

par la relation 

D'après la nature de la question géométrique posée, 

^ doit être plus petit que 1 ; a -f- i doit donc être positif 

et compris entre 1 et 2. Par conséquent, on prendra, 

parmi les m — 2 racines de l'équation en a-f- celle 

qui est comprise entre 1 et 2. 
Mais 011 peut se demander pourquoi l'analyse donne, 

x2 
pour déterminer l'unique valeur de une équation du 
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degré 2 n — 2, et quelle est la signification des autres ra-
cines de cette équation. On s'en rendra compte en don-
nant à l'énoncé géométrique de la question le sens plus 
général suivant : 

Etant donnés un point O et une droite XrcY, mener 
par le point O deux droites également inclinées sur XY, 
et telles que l'angle qu elles forment avec XY soit égal 
à nfois V angle O qu elles font entre elles. 

Dans cet énoncé, l'angle que forme chacune des 
droites avec XYpeut être aussi bien l'angle A du triangle 
isoscèle OAB de la figure, l'angle TZ — A, 211 — A, 

— A , . . ., kiz — A , . . .. Alors l'angle O doit être égal 
, , . 1 , A ki1 — A 

generalement, non seulement a — ? mais a - — ; par 

suite, comme O 4- 2 A = tt, on doit avoir 

{2k — T)TC A _ 0 — k)r, 

d'où 
2 n — 1 

(2^ — i ) r 
. _ sin-

sin2U 2 n — 1 
R2 sin2 A . , (n — k)r/ 

sin — 
2 n — 1 

pour toutes les valeurs entières de k, o, 1, 2,. . ., n — 1, 
. . . j 2 n — 2. 

Ce rapport est susceptible de m — 2 valeurs diffé-
xi 

rentes qui constituent les 2 n — 2 valeurs de ^ fournies 

par les équations (k). 
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ÉTUDE SUR UN MODE DE DÉTERMINATION DES COURBES PLANES. 
APPLICATION CINÉMATIQUE; 

PAR M . M A U R I C E D ' O C A G N E , 
Élève de l 'École Polytechnique. 

1. Sur une courbe quelconque (M) tracée dans un 
plan, prenons un point fixe O ( f i g . i). Imaginons un 

Fig. i . 

point mobile M se déplaçant d'une façon continue sur la 
courbe (M), à partir du point O. Pour chaque position 
du point M tirons la tangente à la courbe (M) et por-
tons sur cette tangente une longueur MT = /, fonction 
de la longueur s de l'arc OM : 

( I ) Z = F ( S ) . 

Nous porterons cette longueur dans le sens du dépla-
cement du point M, ou en sens contraire, suivant qu 'elle 
sera affectée du signe -+- ou du signe — . Le lieu du 
point T sera une certaine courbe (T), que nous allons 
étudier. 

2. Voyons d'abord comment, connaissant le centre 
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de courbure en chaque point de la courbe (M), on peut 
construire la normale à la courbe (T). 

Soient <¿9 Tangle de contingence de la courbe (M) au 
point M considéré, C le centre de courbure en ce point, 
N le point où la normale TN cherchée coupe MC. 

Nous avons 

Or 

par suite, 

ds 

^ = N C , 
as 

MC 

dl _ NC • 
ds ~~ MC' 

ou encore 

Le point N est ainsi déterminé, et par suite la normale 
TN. 

Remarquons que, dans le cas où l est constant, 
étant nul, les points N et C se confondent, ce qu'il était 
facile de voir a priori. 

Il est aussi assez intéressant de remarquer que, si Ton 
représente les variations de la fonction l = F (s) dans un 
système de deux axes rectangulaires, les s étant portés en 

abscisses et les l en ordonnées, le rapport égal à 

F(s) , sera donné par le coefficient angulaire de la tan-
gente à cette courbe représentative. 

3. Le rayon de courbure MC = R de la courbe (M) 
est une fonction de l'arc s : 
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Nous allons voir comment, dans le cas où Ton connaît 

la nature de cette fonction, on peut construire le centre 
de courbure de la courbe (T). 

Soit I le centre de courbure actuellement inconnu de 

la développée de la courbe (M) au point C. L'angle de 

contingence de cette courbe est aussi ¿9. Nous avons 

d.MC 

ou 

c'est-à-dire 

=rCl 

R 

C I ./ s 

Le point I est ainsi défini. Nous allons maintenant 
déterminer la normale NK à la courbe décrite par le 
point N. Pour cela, remarquons que 

db 

Mais nous avons vu que 

dl 

D . N C = K L 

donc 
d NG Kl 

di ~ NG 
Or, d'après ( i ), 

NC = MC.F'($) = ©(*)F'(5). 

La relation précédente devient donc 

Kl __<p'(g)F'(*) + <p(j)F'(s) 
NC ~~ F '(s) 

Le point K est ainsi déterminé, et par suite la normale 
NK. 
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Nous pouvons maintenant chercher le centre de cour-

bure P de la courbe (T) au point T , c'est-à-dire le point 
où TN touche son enveloppe. 

En effet, en appelant Q le point de rencontre de NR et 
de la perpendiculaire à TN au point P cherché, nous 
avons, entre les arcs infiniment petits ds, ds^ ds2 dé-
crits simultanément par les points M, N, T, les relations 
suivantes : 

ds _ MC dsi NQ ds2 _ TN 

ds, ~ N K ' ds2 ~~ T P ' ds ~ M C ' 

Multipliant ces trois relations membre à membre, nous 
avons 

_ N Q . T N 

N K . T P 
ou 

TN TP 

NK ~~ N Q ' 

Or, parle point P tirons, parallèlement à NR,PR qui 
coupe TK en R ; nous avons 

TN _ TP 

NK ~ P R ' 

Par suite, 
P R = NQ. 

Donc la figure PQNR est un parallélogramme : RN 
est parallèle à PQ, et, par conséquent, perpendiculaire à 
TN. 

La construction du point P sera donc la suivante : 
après avoir déterminé, comme nous avons vu, le point I, 
puis le point K, on tire T R , on élève à TN e/iN la per-
pendiculaire NR qui coupe T R en R ; par R on mène, 
parallèlement à RN, RP qui coupe TN en P ; P est le 
centre de courbure demandé. 
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Application aux mouvements plans. 

Nous allons appliquer la théorie précédente à l'étude 
du mouvement d'un point mobile M sur une courbe 
plane (M) (fig- 2), lorsqu'on suppose ce mouvement 

Fig. 2. 

Vi 

réglé par l'équation qui lie la vitesse à l'espace parcouru ; 

Ç = 9(5). 

Pour chaque position du point mobile portons sur la 
tangente à la trajectoire la vitesse MV = v et considérons 
le mouvement du point V. 

Soient ÎZO l'angle de contingence de la courbe (M), 
MC = R son rayon de courbure, YN la normale à la tra-
jectoire du point V. On sait, d'après ce qui vient d'être 
démontré, que 

dv _ NC 
ds R ' 

d'où 

n c = RÇ. 
ds 

La normale VN est ainsi déterminée. Tirons alors la 
tangente et considérons sur cette tangente la vitesse 
W j = y, du point V> On sait que 

r _ MC 
c, ~ VN" 
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Les angles MCV et VNV4 sont donc égaux, ce qui dé-
termine la vitesse du point V. 

Nous allons chercher les composantes de cette vitesse 
le long de MV et de la perpendiculaire VH à MV. 

La similitude des triangles MVN et H V, V donne 

VH _ V J 1 

VN — MV ~ MN 

ou, puisque ^ = 

v VH V t H 

d'c 

et 

H v _/ dv\ 

ds) 

Or 

donc 

™ = Ï 

dv 
V«H = v v - r • 

ds 

dv dv dt dv î 

ds dt ds dt v' 

w * n = v + dt' 
c'est-à-dire que : 

i° La composante VH est égale à l'accélération cen-
tripète du point M. 

2° La composante V{ H est égale à la somme de la 
vitesse et de l'accélération tangentielle du point M. 

Portons la longueur V, I = VM \ nous aurons 

dt 

Puisque HI est égale à l'accélération tangentielle et 
VH à l'accélération centripète du point M, VI sera, en 
grandeur et direction, l'accélération totale de ce point. 
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CORRESPONDANCE. 

Monsieur le Rédacteur, 

En étudiant la question n° 1323 de M. Proth, j'ai trouvé 
la règle générale que j'ai le plaisir de vous communiquer. 

On a le polygone convexe de i n — i côtés dont les 
sommets sont A A2, A3 , . . A2/2_4, les milieux des côtés 
consécutifs Ai A2, A 2 A 3 , . . . , A2n-i A, -, M.,,M2,M3, 
M-j^.i et la suite des nombres i , 2, 3, . . . , ( m — i)2 . 

On forme le polygone étoile A< A3A5 . . . A2W_4 A* 
A4 . . . A2n-2 en mettant sur les sommets par l'ordre 
indiqué les m — 1 termes de la progression 

n, n-^rin — 1, 71 + 2(2/1 — 1), n-\-{in — 2)(2n — 1). 

On construit le polygone M2„_2 M2/z_4 . . . M2M2/Z_< 
M2/2_3 . . . M 0 en écrivant sur ses sommets les i n — 1 
premiers nombres, laissant en blanc le n déjà écrit. 

A partir du côté du polygone donné où se trouve le 
nombre k en sens A4 A2 A3 . . . A2/z_4 on écrit succes-
sivement sur les autres côtés les nombres 

k-h2n — 1, k-\-i(in — 1), 

k 4-3(2« — 1), k +(2« — 2) (in — 1), 

k représentant les nombres 1, 2, 3 , . . . , n — 1, n-\- 1, 
T i - l - 2 , . . . , 27i — 1résultant de ces opérations, on par-
tage les ( m — 1 )2 premiers nombres de sorte qu'on lise 
zn de chaque côté, ayant la double propriété d'être la 
somme des nombres appartenant à un même côté égal à 
an[(n2-h(w — i) f], et celle de ses carrés à 
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E X E M P L E S . —Application de la règle au pentagone, 

Application à Vheptagone, n = 4 -

Sj = 200, S2 = 6596. 
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Cette règle est applicable aux [ i n — i)2 termes con-

sécutifs de toute progression arithmétique, et si vous la 
trouvez digne de figurer dans vos Annales, vous pouvez 
proposer la démonstration. 

Agréez, Monsieur, etc. 

J. ROMERO (à Bilbao). 

QUESTIONS. 

1382. On donne un triangle et la circonférence qui 
lui est circonscrite. Tangentiellement en m à cette 
courbe, on décrit une conique tangente aux trois côtés 
du triangle donné. Soit [x le centre de courbure de cette 
conique correspondant au point m : on demande le lieu 
du point p. lorsque m décrit la circonférence donnée. 

( M A N N H E I M . ) 

1383. On donne sur un plan une circonférence dt; 
centre o et un point fixe c. 

On prend un triangle rectangle acè, dont le sommet 
de l'angle droit est en c et dont l'hypoténuse est tan-
gente en a à la circonférence donnée. On abaisse du 
sommet une perpendiculaire sur ab. Cette perpendicu-
culaire rencontre ab au point he t elle rencontre en i 
la perpendiculaire abaissée de b sur oc. Démontrer 
que, quelle que soit la position de acb, la quantité 

^ ± est constante. On prend le signe — lorsque h 

et i sont d'un même coté par rapport à c. 
( M A N N H E I M . ) 
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NOTE SUR LES P R O P R I É T É S DES L IGNES GÉODÉSIQUES 
ET DES LIGNES DE GOURRURE DE L ' E L L I P S O Ï D E ; 

PAR M. A. PICART. 

Considérons Tu H des ellipsoïdes représentés par l'équa-
tion 

p2 + p2 — b% ^ p2 — c 2 ~ 

où b2 et c2 sont des quantités fixes, la première plus 
petite que la seconde, et p2 un paramètre variable supé-
rieur à h2 et c2; et proposons-nous de démontrer géomé-
triquement quelques-unes des plus importantes propriétés 
des lignes géodésiques et des lignes de courbure de cette 
surface. 

1. Ces lignes jouissent de la propriété fondamentale 
commune que le produit du demi-diamètre de l'ellip-
soïde parallèle à la tangente en un de leurs points, par 
la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent 
en ce point, est constant dans toute leur étendue. 

Soit d'abord une ligne géodésique G. Imaginons les 
tangentes MT, M'T' en deux points infiniment voisins 
M, M', et leurs tangentes conjuguées MS, M'S sur la 
surface. Parle centre Cde l'ellipsoïde menons un plan 
parallèle au plan tangent en M, et une droite CI, paral-
lèle à MS, qui rencontre la surface en I. La tangente IH 
à la section elliptique est parallèle à MT. Menons parle 
même point C un plan parallèle au plan tangent en M' 
et une droite CK parallèle à M'S; la tangente KL à la 
section elliptique est parallèle à M'T'. Le plan KCI est 
parallèle au plan MSM'. De même, le plan des deux 
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droites IH et KL est parallèle au plan des deux tangentes 
MT, M'T'. Ce dernier plan, qui est le plan osculateur 
de la ligne géodésique en M, est perpendiculaire sur le 
plan tangent MSM'. Donc le plan KCI est perpendiculaire 
sur le plan IKL. Par conséquent, les perpendiculaires 
abaissées du point C sur les deux droites IH et KL sont 
égales. 

Menons le demi-diamètre D parallèle à IH. Le paral-
lélogramme construit sur les deux demi-diamètres CI et 
D a pour mesure D X p, p étant la distance de I à D. 
En multipliant Y aire de ce parallélogramme par la per-
pendiculaire P abaissée du point C sur le plan tangent 
en M, on a un produit qui est égal au produit des trois 
demi-axes de l'ellipsoïde. Or la longueur p reste con-
stante, lorqu'on passe du point I au point K. Donc le 
produit PD est constant. 

2. Désignons par a' et b' les deux demi-axes de la 
section elliptique parallèle au plan tangent en M, et par 
i l'angle que forme le demi-diamètre D avec le grand axe 
i a ! : on a 

n - . 

y/a!2 sin21 b' cos21 
Par suite 

PD m • — = const., 
s/a'2 sin2 i -h b'2 cos2 i 

d'où, puisque a!b'P est constant, il résulte pour la 
ligne géodésique l'équation 

(2) a'2 sin2/ -t- b'2 cos2i — const., 

i étant l'angle que forme la ligne géodésique en un point 
M avec l'élément de ligne de courbure parallèle à a! en 
ce point. 
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3. Les demi-axes af et b' peuvent s'exprimer en fonc-

tion des paramètres ¡JL2, V2 des surfaces homofocales ortho-
gonales représentées par les équations 

(où p.2 est compris entre b2 et c2, et v2 inférieur à b2 et 
c2), qui passent par le point M et qui déterminent par 
leur intersection avec l'ellipsoïde les lignes de courbure 
de cette surface relatives à ce point. 

En effet, considérons une ligne de courbure correspon-
dant au paramètre ¡JL2 et la tangente con juguée en chacun 
de ses points. Par le centre de l'ellipsoïde menons des 
parallèles à toutes les tangentes conjuguées. Les points 
où ces droites rencontrent la surface sont à égale dis-
tance du centre. Pour le point Nde la ligne de courbure 
située dans le plan xz, cette distance est égale au demi-
diamètre CH conjugué de CN dans la section elliptique 
faite par le plan xz \ or 

GN2 = p 2 + (X2— c2, CN 2 -h CH* = 2 p 2 — c2, 
d'où 

CÏÏ2 = p 2 — jx2. 

Ainsi b'2= p 2 — ¡JL2, de même af2= p2 — v2. Rempla-
çons dans l'équation de la ligne géodésique a'2 et ¿'2 

par ces valeurs, nous aurons 

(5) {x2 cos2 i -f- v2 sin2i = const. 

4. Pour une ligne de courbure, le produit PD est aussi 
constant, parce que les parallèles à la tangente MT de 
la courbe en M et à sa conjuguée MS, menées par le 
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centre de l'ellipsoïde, sont précisément les demi-axes de 
la section elliptique centrale parallèle au plan tangent 
en M . Alors DJJL devient olV\e\,ciW étant constant 
ainsi que V, le produit a!P est constant. 

5. Il reste à déterminer la valeur de la constante qui 
figure dans l'équation de la ligne géodésique. 

Or, toutes les tangentes à une ligne géodésique for-
ment une surface développable qui est circonscrite à 
une même surface homofocale. 

C'est là une seconde propriété importante des lignes 
géodésiques de l'ellipsoïde. 

Soient MT et M'T' deux tangentes infiniment voi-
sines. Parmi les ellipsoïdes homofocaux, il y en a un dont 
la normale NA, au point N d'intersection avec MT, est 
située dans le plan de MT, M'T'. Ce plan est tangent 
en N à l'une ( p2 = a2 ) des deux surfaces orthogonales 
qui passent en ce point. Car si l'on imagine le cône cir-
conscrit à l'ellipsoïde ( i ) du point N, on sait que ce 
cône a pour axes les normales NA, NB, NC aux trois sur-
faces orthogonales passant par le point N. Or le plan 
TMT' mené par la génératrice TM de ce cône lui est 
normal, comme étant normal à l'ellipsoïde auquel le 
cône est tangent en M. C'est donc un plan principal du 
cône, qui dès lors contient l'une des normales NB, NC. 
Si l'on considère une troisième tangente infiniment voi-
sine des premières de la ligne géodésique on reconnaî-
tra qu'en un point W de M'T', infiniment voisin de N, 
situé sur la surface ([¿ 2 = a2), le plan T'M'T", conte-
nant la normale NA à l'ellipsoïde homofocal qui passe par 
le point N', est tangent à cette même surface (fx2 = a2). 
On voit donc que tous les plans osculateurs de la ligne 
géodésique sont tangents à la surface (¡JL2 = a2 ). 

Il en résulte que la constante de l'équation (5) est 
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égale à a2. Car la surface a2) coupe l'ellipsoïde 
suivant une ligne de courbure à laquelle la ligne géodé-
sique est tangente, et, comme au point de contact i est 
égal à zéro, l'équation pour ce point se réduit à [x2 = const. 

L'équation de la ligne géodésique est donc 

( 6 ) FA2 COS2/H- v2 sin2*' = a2. 

C'est une relation entre les coordonnées curvilignes 
superficielles [JL2, v2 de chacun de ses points et l'angle i 
qu'elle forme en ce point avec la ligne de courbure 
(¡ji2= const.) passant par ce point. 

6. Si l'on revient à l'équation PD = const., commune 
aux lignes géodésiques et aux lignes de courbure de 
l'ellipsoïde, on peut évaluer sa constante au moyen de a2. 
En effet, elle est égale h 

py/p2— h'2 — c2 

s]a!'1 sin2 i b'2 cos2/' 

ou à 

py (p*—fr l ) ( p 1 —g*) 

\J{ p2 — v2 ) sin2 { + ( p2 — p.2 ) cos2 i 

ou enfin à 

p sAp2— ¿*)(p 2— c f ) • y/p111^2 

Ainsi l'on a 

( 7 ) P P ^ P V V - F R ' H P ' - C ' ) . 
v/p2— a2 

7. Considérons en particulier les lignes géodésiques 
passant par un ombilic de l'ellipsoïde. 

La surface ( p.2 = a2 ) à laquelle tous les plans oscula-
teurs d'une ligne géodésique sont tangents se réduit 
alors à la portion du plan xz limitée par l'hyperbole 
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X1 z2 

¿2 ^ c i — 1 • Toutes les tangentes de cette ligne 

viennent donc rencontrer cette hyperbole, et ses plans 
osculateurs lui sont tangents. 

8. Proposons-nous de trouver l'expression de la dif-
férence entre la longueur NM = t de la portion de tan-
gente à une ligne géodésique ombilicale, limitée par son 
point de contact M et par le point où elle rencontre 
l'hyperbole limite, et la longueur OM = s de cette ligne 
comptée de l'ombilic O jusqu'au point M. 

Si l'on considère une autre tangente N'M7 infiniment 
voisine, et qu'on désigne par to l'angle que forme la 
tangente NM avec la tangente NT à l'hyperbole, on a 

d (t—s) = N N ' cos w. 

Pour calculer la valeur de cos co, nous rappellerons que 
le cône circonscrit d'un point quelconque N de l'hyper-
bole ombilicale à l'ellipsoïde est de révolution autour de 
NT, et qu'alors on a à trouver le cosinus de l'angle que 
forme la tangente en N à l'hyperbole avec la tangente 

/ x2 z2 \ 
menée du pointN à l'ellipse y y — o, "̂ i" — 1 j ' 

Or, si l'on désigne par pt le demi-grand axe de l'ellipse 
homofocale qui passe par le point N, par r et r* les rayons 
vecteurs focaux du point N de cette ellipse, et par a, 
l'angle que forme sa normale NT avec chacun de ces 
rayons vecteurs, on a, d'une part, dans cette ellipse, 

4 c 2 = r2-br'2-b 2 r r ' ( i — 2 cos2^), 

d'autre part, dans l'hyperbole, 

4 62 = r2 H- r'2 — 2 rrf. 

En retranchant ces deux équations membre à membre, 



( 55 ) 
on obtient 

C2__ ¿« = r r ' ( i —cos'oti). 

Cette équation jointe à la première, qui équivaut à 
cette autre 

rr' cos2«! — pj2— c2, 

fournit les valeurs de rtJ et de cos2 cl{ , soit 
R>2 

P i " & 

Cela posé, Ja propriété de l'ellipse, en vertu de laquelle 
le produit des distances des deux foyers à une tangente 
est égal au carré du petit axe, donne l'équation 

ou 

ou 

d'où 

(8) 

rr' sin (to— O^) sin (W-H O )̂ = p 2 — c2t 

(p2 — b2) (cos2 a, — COS2OJ) — p2— c2, 

62> ( c o s 2 a ) 

V PT - 6 ' 

9. Quant à NN', sa valeur est donnée par la formule 
qui exprime généralement la distance en un point d'une 
surface du second ordre à la surface homofocale infini-
ment voisine. Cette distance n'est autre chose que la 
variation que subit la distance P du centre au plan tan-
gent en ce point, lorsque son expression 

P = y/p2cos2a -h (p2 — b2) cos2p -h (p2 — c2) cos2y, 

où a, (3, y sont les angles de la normale avec les axes, 
varie avec p seulement. On trouve ainsi, en tenant 
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compte de la relation 

cos2A 4- cos2 P H- cos2Y = h 

(9) 

Mais P, exprimé en fonction de p3, [JL2, V2, est égal à 

V * 

p ï ( p « _ 6 « ) ( P * - c » ) 

Donc, généralement, en un point quelconque d'une 
surface (p), on a 
( l 0 ) 

y/(p2— 6 2 ) ( p 2 — c 2 ) 

Pour le point N situé dans le plan .vz^ où p = o,, 
[xa = v- = é2 -, on a donc 

10. Substituant les valeurs de cos o> et de NN' dans la 
valeur de d (t — Î ) , on obtient 

(12) = 
s/p'i —c2 

On peut exprimer cette différentielle en fonction de w. 

On a, en effet, 
y/p2— b* cos2 

PI ~ T T T T ; — 
d'où 

V/' P2 — b'2 cos2 io — c2 sin2 co 
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par suite 
3 

( p2 — b2 )2 cos2 co do) 
( i3 ) —5) = — — 

sin2 to y/(p2 — 62cos2io) (p2 — ¿>2cos2u> — e2 sin2 ta) 

L'intégration donne 

J f VPT— C» 

= f " PÎrfPi 

/ V /(PÏ-P2)(PT-C i) J s V/PÎ-P'XPÎ c«) 

En posant p< = ex , 

c2 r x X2 ¿¿r 
¿ — 5 — 

( « 4 ) Ì 

c2 A 

c 

> f 

V / < ~ 
dx• 

î \ / < — * • > ( ' -

On voit que £ — s'exprime au moyen des transcen-
dantes elliptiques de première et de seconde espèce. 

11. Nous terminerons ce qui est relatif aux lignes 
géodésiques de l'ellipsoïde par la recherche de l'angle 
que forme le plan osculateur d'une ligne géodésique 
ombilicale avec le plan des ombilics. 

Le plan osculateur en M est MNT, ou M'N' T.; le plan 
osculateur en M' est M'N7T. 

Désignons par 0 l'angle que le plan osculateur fait 
avec le plan des ombilics. 

Le trièdre qui a son sommet en N' et pour faces M'N'T, 
M'N'T, T 'N'T donne 

sin (0-h î/0 ) sinw 
sm6 sin M'N'T'* 
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Posons M ' N ' r = tÙ — U, T'N'T = s ; o n a 

A s i n ( 8 - f - i / ô ) — s i n 6 s i n c o — s i n ( c o — u) 
U — Z COSO, r—T = : j 

s i n 6 s i no ) 

ou 
cosÔ . a f ô u c o s co ¿ c o s ò . cos to 

s m 8 s i n co s i n co 

ou 

(,5) 
d § e c o s co 

s i n 6 s i n co 

e est l'angle de contingence de l'hyperbole ombilicale au 
NN' 

point N} il est égal à > R désignant le rayon de cour-

bure de cette courbe en N. 

Or V P F ^ NN' = d?l 

v/pï 

12. Quant au rayon de courbure, nous le déduirons 
de la formule générale du rayon de courbure d'une sec-
tion normale de l'ellipsoïde en un point M. 

Soient dp le rayon vecteur correspondant de l'indica-
trice et h la distance du plan de l'indicatrice au plan 

tangent -, le rayon de courbure r = • 

Menons le demi-diamètre CM, et soit h la portion de 
ce diamètre comprise entre le point M et le plan de l'in-
dicatrice. On a 

k 

<p étant l'angle que forme CM avec la perpendiculaire 
abaissée du centre sur le plan tangent en M. Menons le 
demi-diamètre CN parallèle à dp} désignons les deux 
demi-diamètres par a! et V. Le plan MCN détermine dans 



( % ) 
l'ellipsoïde une ellipse ayant pour diamètres conjugués 
CM et CN ; on a dans cette ellipse 

(a'—hy d? 
Ò'2 - 1 ' 

ou 

donc 

ou 

(16) 

ih _df 

. _ 2 lib'% _ b"2 

2 ka' a' cos c& ' 

b'2 

r " P~' 

P étant la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan 
tangent. 

En appliquant cette formule générale, on aura 

ry d 2 

p > 
or 

d'où 

par suite 

Mais 

d'où 

b y/c2 — b2 ' 

b\/c2 — b2
 dp1 

pî — v/PÏ - c2 

/p2—b'2 
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Donc on a 

ctf)! _ b \Jc~ — b2 dp i v7pî — p2 

sinO v/p2 _ ¿2 (p| — ¿,3) 
ou 

/ V 7 ! 0 V ( ' — ^Pl V P l " P2 

(17) d log tan g - = ; = r v 1 1 , --—= ' 
2 y/p2 — b2 V/P2— 

On pourrait, comme précédemment, exprimer cette 
différentielle en fonction de (0 et do). On trouverait ainsi 

, „ Q 6 v/c2— ¿>2 COS2 tO ¿/tO 
(18) ¿/log tang - = , 

2 y/( p2 — b1 cos2 to ) ( p*2 — b2 cos2 to — c2 sin2 to} 

et, en intégrant par rapport à p4 de p à p4 et conséquem-

ment par rapport à co de ^ à to, on obtiendrait 

0 
log tang log tang — — — b y/c2 — b* 

( , i , ) I A 2 rf-
f X 

y/ (p2 tang2 to 4- p2 — b2) [ (p2 — c2 ) tang2 to + p2 — b2 )] 

0o étant l'angle de la ligne géodésique avec le plan ombi-
lical à l'ombilic. 

13. Démontrons maintenant quelques propriétés des 
lignes de courbure de l'ellipsoïde. 

Nous* avons vu que, le long d'une ligne de courbure, 
on a 

PD const. 

Le rayon de courbure, étant est alors égal à CC^3St - Il 

est donc proportionnel au cube de la distance de la sur-
face à la surface liomofocale infiniment voisine. 

Si l'on considère une ligne de courbure de l'ellipsoïde, 
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le demi-diamètre parallèle à la tangente conjuguée en 
chaque point est constant : donc le rayon de courbure de 
la section principale perpendiculaire à la ligne de cour-
bure considérée varie proportionnellement à la distance 
de la surface à la surface infiniment voisine,. 

De ces deux propositions découle la suivante : 

Suivant toute ligne de courbure d'un ellipsoïde, le 
rayon de courbure principal correspondant varie pro-
portionnellement au cube de Vautre rayon de courbure 
principal. 

14. Considérons un quadrilatère A 0 A 4 A 2 A 8 , formé 
par quatre lignes de courbure. Soient <20, a\ •> u i 1ad les dis-
tances de la surface proposée à la surface homofocale infi-
niment voisine aux points A0, A 0 A 2 , A 3 ; soient R 0 , R f , 
R2 ,R3 les rayons de courbure principaux de la surface 
aux mêmes points, suivant A 0 A t 1 A< A2, A2A3 , A3 A0. 
Nous avons, d'après ce qui précède, 

Ro _ al 
Ki~ « f 
Hi __ a\ 

R 2 a2 

R , rr? 

R3 _ <H. 
R 0 a0 9 

multipliant les égalités membre à membre, il vient 

/ \ f '> 9 9 (20) a" Q ai—a{al ou — =: — • 

Ainsi, si sur une surface du second degré on considère 
un rectangle formé par quatre lignes de courbure, les dis-
tances des sommets de ce rectangle à la surface du 
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second degré homofocale infiniment voisine forment 
une proportion. 

15. Enfin démontrons que les lignes circulaires de 
l'ellipsoïde en un point sont également inclinées sur 
chacune des lignes de courbure qui passent par ce point. 

D2 

Le rayon de courbure d'une section normale est -p- ? D 

étant le demi-diamètre de l'ellipsoïde parallèle à la tan-
gente et P la perpendiculaire abaissée du centre sur le 
plan tangent; or D et P sont les mêmes pour les deux 
sections circulaires : donc les rayons de courbure des sec-
tions normales dirigées suivant les tangentes aux lignes 
circulaires en leur point d'intersection sont égaux. Il en 
résulte la proposition énoncée. 

16. Remarquons que le rayon de courbure d'une sec-
tion normale le long d'une section circulaire est en 
raison inverse de la distance du plan tangent au centre. 

DE LiNVOLlITION DE PLUSIEURS POINTS SUR UNE CONIQUE; 

PAR M. WEILL. 

I. Considérons une conique rapportée à un triangle 
conjugué ; elle aura pour équation 

X2 _}_ j-2 z2 — Q. 

Un point de cette conique est défini par un para-
mètre t à l'aide des relations 

21 l — P 
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Trois points pris sur cette conique formeront une in-

volution si l'on a, pour définir les valeurs de t qui leur 
correspondent, l'équation 

En désignant par t et t! deux racines de cette équation, 
on a 

¿3 -h bt^r d _ t'3 -h btf H- d 
t~ -\-at c i'î + ai' + c' 

d'où l'on déduit 

t2t'2 -+- att' ( t H- t' ) -f- c ( t -H t'y 
~{c-\-b)ttf—d{t^rt')-\-bc~-ad — o. 

Telle est la relation fondamentale qui lie deux quel-
conques des trois éléments d'une involution du troisième 
ordre. 

Soient A, B, C les trois points considérés sur la co-
nique et soit 

px-\-qy — z — o 

l'équation du côté CB; les valeurs de t correspondant 
à C et B seront données par l'équation 

2pt -h q(i—P) — i —t2 = o, 
qui donne 

, 2 p , i — q t-{- tr = — t t r — i. 
q-i-i i-+-q 

Ces valeurs, transportées dans la relation (R), donnent 

(i) | — 9) (c + b)(i —q1) 
( —2pd(q -t- i) + (bc—ad) (i q)2 — o. 

L'équation que nous venons de trouver est l'équation 
tangentielle de la conique enveloppée par les côtés du 
triangle ABC. Or, si nous avons choisi pour triangle des 

(R) 
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coordonnées le triangle conjugué commun aux deux co-
niques, l'équation de cette conique enveloppe sera 

.2 
= o, 

et son équation tangentielle 

(2) a -b gr2 ¡3 —1 = 0. 

Les équations (1) et (2) devant être identiques, 011 
aura 

a — d — o, bc — iy 

a 2 -j- 2 ¡3 — a 
* - p - i ' p - i 

La relation bc = 1 donne 

c'est la condition pour que les deux coniques 

X1 y2 — -2 __ G 1 • 
a p 

soient capables d'un triangle inscrit et circonscrit. 
Désignons par , , les points de contact des côtés 

du triangle ABC avec son enveloppe; le côté BC ayant 
pour équation 

px 4- fjy — z — o, 

et la conique enveloppe 

les coordonnées du point At seront 

4 (b +1 
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Or, l'équation du troisième degré en t étant 

t* - f i t* -+-bt-*r\ — o, 
b 

— X, iï-+-tt"+t't"—b, tt't 

, tt' = , 
q -+- i 14- q 

d'où 
I — tt' __ t 4- t1 

ou, en introduisant la troisième racine i", 

, _ t"2 i — b „ h -
-, p — t-, + ¿"2 i + è ' i + f 2 

On en conclut 

- — 2 __ i + fr i — ¿'/2 

Si donc on désigne par x et y les coordonnées du 
point A, on a les relations remarquables 

— 2 x 14-b 

On voit l'analogie, au point de vue analytique, entre la 
droite AA, et la normale à la conique; on trouve facile-
ment l'équation de l'enveloppe des droites AA, , BB<, CC,, 
qui est 

2 2 2 
3 2 

\ 
2b) \2b *b — 3 / 

La transformation homographique rend compte de ce 
résultat; il suffit de considérer le système de deux co-
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niques homofocales capables d'un triangle inscrit et cir-
conscrit A j B j C i ; dans ce système, les droites A A 0 BBM 

CC, sont justement normales à l'ellipse décrite par les 
points A|, B î , C4. 

En reprenant le problème, proposons-nous de trouver 
le lieu du point O de concours des droites AA<, BB<, CCj. 
L'équation de la droite AAt est, en désignant par K et L 
i . , — 2 i 4 - b 
l e s q u a n t i t é s - e t - , 

x y i 

21 I — ¿2 14- ¿2 

2f.K L(i — ¿2) i-f-i2 

o u 

¿c ¿ 4 ( L — i ) — 2 ¿ 3 [ j ( i — K ) 4 - L — K ] 

~2i[y(i — K ) — ( L — K ) ] 4 - d ? ( i — L ) = o . 

Cette équation, du quatrième degré en admet pour 
racines les valeurs £', t" et aussi une valeur tm corres-
pondant à la quatrième tangente qu'on peut mener du 
point O à l'enveloppe des droites AA<. On a donc 

btm 

b _ t'"\ = o , 

a r ( l — K ) 4 - 2 ( L — - K ) 

x ( L - i ) 

2 y ( i — K ) — 2 ( L — K ) 

œ ( i L) 

On en déduit 
2X 

J' -

- h i 6 2 — À 2 

3 ( 6 2 4 - X 2 ) ( I - ¿0 
¿ j ^ — A2 

ce qui donne, pour l'équation du lieu du point O, 

( a ) ' - H ^ ) ' -
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II. Nous allons montrer comment on peut passer du 

triangle inscrit et circonscrit à deux coniques à l'hexa-
gone jouissant de la même propriété. 

Soit O le point d'intersection des droites x = o, y = o, 
en conservant toutes les notations précédentes -, une 
droite passant par ce point a pour équation 

y — mr 

et rencontre la conique 

x2 -+- y2 — z2 — o 

en deux points auxquels correspondent les valeurs de t 
données par l'équation 

i — t2 — 2 mt — o, • 

et, si 1! et t\ sont les deux racines, on a 

t' -
*ï 

Cela posé, considérons un triangle ABC qui se dé-
place en restant inscrit et circonscrit aux deux coniques 

¿r2 -4- v2 • -r 
x 2 y2 

a £ 

Soient f, t!' les trois valeurs du paramètre qui corres-
pondent aux sommets A, B, C. Les droites OA, OB, OC 
rencontrent la première conique en trois autres points 
A', B', C', auxquels correspondent les valeurs 

— i , __ — i „ — i 
> > *x = -7T-

Les six points A, B, C, A',B', C sont les sommets d'un 
hexagone qui se déplace en restant inscrit et circonscrit 
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à deux coniques ; la première est la conique 

x1 M- y2 — s2 = o. 

Proposons-nous de trouver l'équation de la seconde. 
La droite AB', qui correspond aux valeurs t et t\, a 

pour équation 
z — px H- q y, 

et Ton a 
/ 1 — n , 9P 
1 14- q 1 14-q 

Mais les valeurs t et t' qui correspondent à A et B sa-
tisfont à la relation (R), qui est 

¿2r24-c(r24-*'2)4-(f— b)ttf 4- i ~ o , 

et, comme on a ' 

la relation (R) devient 

t2 4- t[2 4 -c t 2 t [ 2 -hc—(c— b)tt[ = o, 

ou bien, en remplaçant tt!\ et L 4- par leurs valeurs 
en p et <7, on a, pour l'équation tangentielle de l'enve-
loppe des côtés de l'hexagone, 

(3) -h </2(3c — b 4- 3 ) 4 - ( c 4- b — 2) = o; 

l'équation tangentielle de l'enveloppe des droites qui 
joignent de deux en deux les sommets de l'hexagone, et 
qui n'est autre que la conique enveloppe des côtés du 
triangle ABC, est 

(4) + ^ + + 

il faut y joindre la relation bc = 1. 
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Les trois valeurs de i, qui correspondent aux points 

A, B, C, sont données par l'équation 

£3 -h X t2 -h bt -h CA = o ; 

celles qui correspondent aux trois autres sommets 
sont données par l'équation 

— i X b 

En faisant le produit des premiers membres, mis sous 
forme entière, et posant 

X2 — b2 „ 
; m K, 
A 

on obtient, pour l'équation qui donne les six sommets, 

Tr e 2 b , b 2 — 
t6 -F- K H t> — ¿ 3 — - — R 4 - t 2 H t K — I = O . 

c b c 

Si l'on remplace c par ~ dans la relation que nous 

venons de trouver, et si l'on écrit les équations des co-
niques (3) et (4) en coordonnées homogènes,* on peut 
énoncer les deux théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — Si l'on considère les deux coniqueA 

x2 4 - y2 — z2 — o, 
y2 ~2 

— — ± — o, 
4 ( & -b i)2 ( 6 - i ) 2 

i° On a un système général de deux coniques telles 
qu'un triangle soit inscrit à la première et circonscrit ci 
la seconde, et les paramètres qui définissent les trois 
sommets satisfont à léquation 

tz 4- U2 + bt 4- t -- « ; 
b 
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2° Les droites qui joignent les sommets du triangle 

aux points oit les côtés opposés touchent leur enveloppe 
sont tangentes ci la courbe 

+ {tb) :=z{ïb~ s*> 

3° Le point O de concours de ces droites décrit une 
conique ayant pour équation 

y2 a? z2 

( b T J y ( b - i ) * " (b^-3)2 ~~ W + W 2 

THÉORÈME II. — Si l'on considère les trois coniques 

x2 -h.y2
 — z2 — o, 

x2_ y2 

4 + Ib^f ~~ ( b - i Y ~ ° ' 

î ! y î z2 — 
4b + 3 + 26-^ (b — i)2~~ 

10 O/z a un système général de trois coniques, telles 
qu'un hexagone soit inscrit à la première et circonscrit 
à la troisième, en même temps que les droites qui joi-
gnent ses sommets de deux en deux restent tangentes 
¿1 la seconde ; 

20 Les paramètres qui définissent les sommets de 
l'hexagone à chaque instant satisfont à l'équation 

— t2b(2 — b) -h ¿.K — 1 — o. 

On peut déduire du procédé indiqué la relation qui 
doit exister entre les invariants A, A', 0, 0' de deux co-
niques pour qu'elles soient capables d'un hexagone inscrit 
et circonscrit; il suffit de former l'équation en \ des 
deux coniques données plus haut et d'éliminer b entre 
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les relations d'identification de cette équation avec l'é-
quation générale 

A X 3 4 - e X 2 4 - e ' X 4 - A7 — o. 

III. On peut envisager le problème de l'hexagone 
inscrit et circonscrit à deux coniques à un point de vue 
différent. 

Considérons, en effet, trois coniques ayant mêmes 
points communs et rapportées à leur triangle polaire 
commun, 

(1) a.-* 4- V 2 - : 2 = o, 

(2) a^2 4- p j 2 - - : = o, 

(3) — = 

avec la condition 

1 — a 1— a' 

Déterminons les paramètres a, [3, a', ¡3' de manière que 
les trois coniques soienttelles qu'un hexagone inscrit à la 
première ait ses côtés tangents à la seconde, pendant que 
les droites qui joignent ses sommets de deux en deux 
touchent la troisième. Soit O le point de rencontre des 
droites x = = o; on peut assujettir les diagonales 
de l'hexagone à passer en ce point ; elles formeront une 
involution du troisième ordre, et, si l'une d'elles a pour 
équation yz=ztx, les trois valeurs de t devront satisfaire à 
une équation de la forme 

¿3 4- Xi2 4- (aX 4- b)t -jrc\4- d — o, 

dans laquelle \ est le seul paramètre variable et définit 
à chaque instant la position de l'hexagone. Cette équa-
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tion donne entre deux de ses racines la relation 

( tn\ - h + 4-rj) 
( H ) \ 

( (c — b)ttx —d(t--\- tx) -h bc— ad—O. 

Si une droite AB ayant pour équation^ = mx ren-
contre la première conique en A et B, les droites OA et 
OB seront données par l'équation 

x2 4 - y 2 — ( lx 4~~ ni y Y — o, 

et, si l'on pose ^ = f, cette équation donne 

i —/2 2 Im 
tt j=: -, ¿4-ii—- 2-

Ces valeurs, transportées dans la relation (R), donnent 

! ( I _ _ / 2 ) 2 4 _ c [ 4 / 2 m 2 _ _ ( l _ / 2 ) ( l _ m 2 ) ]  

1 } \ —b(i — l2)(i — m*)-h...=:o. 

L'équation (5) est l'équation tangentielle de l'enve-
loppe de AB; mais elle doit se décomposer, car elle re-
présente l'enveloppe des droites qui joignent deux som-
mets quelconques, abstraction faite des diagonales. Les 
coniques (2) et (3) ont pour équations en coordonnées 
tangentielles 

(6) a/W»4- = 0 , 

(7) a/m24-?//2 — a'p'nzo. 

Donc l'équation ( 5 ) doit être identique, à un facteur k 
près, au produit de ces deux équations; on en déduit 

azrzd— o, 
a* ~ K bc, a'p 4- K(3c — b), 

3(3' — K , a + a ' = 2 - 6 - c , 
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On a d'ailleurs 

I — a I — a ' 2 — a — a 

~ J = V ^ f ' = 2 — p — f ^ ^ 

On trouve 
, KA 

a' — — - , 
a 

(8) 
A fi a 

(8) 

(9 ) 
KA 

(9 ) a 4 = 
a 

K 
( 1 0 ) 

2 — c — b . 

2 ¿>C — C — 

Posons a = X|3 ; l'équation (8) devient 

(11) X2 — / (3 c— b)-hbcz=:o. 

Les équations (9) et (10) donnent, en tenant compte 
des relations établies entre c et wne seule et même 
équation 

( 1 2 ) X2
 4 - X - , • j^- f-6c = o . 

bc-\-i — b — c 

Les relations (11) et (12) doivent être identiques; on 
en déduit la relation 

(13) 3c2 — 4bc2 4- 6 — (\c — b2 — o. 

Les quantités a et a' sont données par l'équation 

K A 
a m 2 — b — C 

a 

ou bien 

a 5 + a ( / j + c — 2 ) 4 - 1 — b — 

et les quantités ¡3 et ¡3' par l'équation 
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On aura tous les cas particuliers en joignant à la rela-

tion (i3) telle relation que Ton voudra entre les para-
mètres b et c. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E I I I . — Si l'on considère une conique 

a;2-hy2 — z2 — o> 

et trois droites 

y—tx, y — t'x, y — tl'x, 

tes paramètres /, tfr satisfaisant à l'équation 

tz 4 - \ t2 4 - ht -h c \ — o, 

b et c étant liés par la relation 
3ci __ 4 + 6 bc — ^c — b2 — o, 

i° Ces trois droites sont les diagonales d'un hexa-
gone, variable avec X, inscrit dans la conique donnée 
et circonscrit à une seconde conique; 

Cet hexagone est circonscrit à une conique 

a x2 4- ?y2 — s2 — o, 

et les droites qui joignent ses sommets de deux en deux 
sont tangentes à une conique 

z'x2-)r$'y2-~z2 — o; 

3° Les quantités a, a', (3, ¡3f satis font aux deux équa-
tions 

a'2 4 - a(¿> 4 - c — 2 ) 4 - 1 — b — C + k = : o , 

b 4 - c — 2 bc 1 — b — c 4 - bc 
bc bc 

IV. Les considérations que nous venons de déve-
lopper s'appliquent aux polygones inscrits et circonscrits 
à deux coniques, quel que soit le nombre de leurs côtés ; 
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mais les calculs deviennent de plus en plus compliqués 
à mesure que le nombre des côtés augmente. Laissant de 
côté le quadrilatère, dont les propriétés sont bien con-
nues, nous allons nous occuper du pentagone inscrit et 
circonscrit à deux coniques. 

Soit 

l'équation de la conique à laquelle le pentagone est in-
scrit. Une droite ayant pour équation 

px-^qy — 

rencontre cette courbe en deux points dont les paramè-
tres t sont donnés par l'équation 

ipt -\-q(i — t2) — i — t2 — o, 

et, si l'on désigne par t et t' les deux racines de cette 
équation, on aura 

s = t + = p = 
q-h I i-Y-q 

Toute relation entre P et S donnera une relation entre 
p et q\ donc cette relation entre P et S pourra être con-
sidérée comme Uéquation de la courbe enveloppe de 
la droite considérée. Un calcul bien simple montre que, 
dans ce système particulier de coordonnées, une conique 
iiyant même triangle conjugué que la conique donnée 
sera représentée par une équation de la forme 

S2 — a(P2 H- i) + ?P. 

Cela posé, si l'on considère sur la conique donnée 
cinq points variables qui seront les sommets d'un pen-
tagone inscrit dans cette conique et circonscrit à une 
autre conique fixe, il existera entre les cinq valeurs de t 
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qui définissent ces points une équation de la forme 

-f- (a3X -h bz) t 4- akl -4- bki 

et, si Ton désigne par t et t'deux quelconques des racines 
de cette équation, on aura entre ces racines la relation 

J» 4-M* H-M* H - M 4- h _ t'5 -h bx tn 4- . . . 

Û -h ax tz H- a211 -h a314- ak ~ t'k 4- ax t''6-+-... 

Cette relation, mise sous forme entière, et après sup-
pression du facteur t — i', donne une relation ration-
nelle par rapport à S et P. D'après les théorèmes de 
Poncelet, les côtés du pentagone et les droites qui joi-
gnent les sommets de deux en deux enveloppent deux 
coniques ayant un triangle conjugué commun avec la 
conique dans laquelle le polygone est inscrit. Donc l'é-
quation en S et P que nous venons de trouver repré-
sente l'ensemble de ces deux coniques, et, par suite, 
doit se décomposer en deux facteurs de la forme 

S2 —oc(P24- I) — ?P. 

On en conclut que les termes de degré impair en S 
dans cette relation doivent disparaître, ce qui exige 

a{ — — — ; 

la relation devient alors 

S4av 4- S2 [ a2P2 — ( 3 a, 4- b, ) P 4- aw b, ] 4- P4 

- ( «2 4 - M P3 + P2 ( a4 + « 2 ^ + 3 ) 
4 - P ( — ak bY — a2 b3 ) 4 - ak bz — o. 

Soit ABCDE un des pentagones considérés, et joi-
gnons tous ses sommets à l'un des sommets du triangle 
conjugué par des droites dont l'équation sera de la forme 
y = /«i; ces droites rencontreront la conique circon-
scrite au pentagone en cinq autres points A', B', O, D', tV, 
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qui seront les sommets d'un second pentagone inscrit et 
circonscrit aux trois mêmes coniques que le premier ^ 
de plus, les paramètres ti qui correspondent aux som-
mets de ce second pentagone seront liés aux paramètres t 
par la relation ttx = — i. Si donc, dans l'équation 

en on change t en > elle devra rester la même, sauf 

le changement de \ en V en faisant le calcul, on trouve 
facilement les relations 

i lh 
a4 = — , a2 — —• 

o 3 b 3 

Dès lors, nous n'avons plus que deux paramètres bK 

et b3, entre lesquels existe une relation que nous allons 
déterminer. 

Si-, dans l'équation entre S et P. nous remplaçons S,J 

par a(i zh P2) -f- ¡3P, elle devra, pour des valeurs con-
venables de a et ¡3, être identiquement satisfaite ; on ob-
tient ainsi une équation du quatrième degré en P, qui 
doit être une identité, ce qui donne cinq équations de 
condition, qui, d'après notre raisonnement, devront se 
réduire à trois seulement : c'est ce qui arrive, en effet, 
car deux des équations trouvées se trouvent être les 
mêmes que deux autres et l'on a, pour déterminer a et ¡3 
et pour trouver la relation entre bK et ¿3, les trois équa-
tions 

a2 -h bxa -h /;3 o, 

2 ap — ( 3 b\ ) a -h — bx~bx b3 rz O. 

Si l'on tire a de la troisième, et qu'on porte cette va-
leur dans la première, on trouve une équation en ¡3 dans 
laquelle les coefficients de (32 et de [3 sont les mêmes 
que dans la deuxième équation et l'on a immédiatement 
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la relation cherchée entre bh et ¿3 , qui est 

L'équation qui lie les cinq valeurs de t correspondant 
aux sommets du pentagone est 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME I V . — Etant données trois coniques ayant 
pour équations 

— = 

¡3 — 2 a ¡3 2 a 

Vs I 

: O, 

/. ' S' p ' — 2 a ' p ' 4 - 2 a ' ' 

si l'on a y entre les cinq valeurs de t qui définissent cinq 
points de la première, la relation 

/e5 cinq points considérés seront les sommets d'un pen-
tagone, variable avec \ inscrit dans la première co-
nique, tandis que ses côtés et les droites qui joignent ses 
sommets de deux en deux seront tangents aux deux 
autres coniques; les valeurs a, a', [3, ¡3' sont données 
par les équations 

a2 H- bv%-+- bz — o, 

et les coefficients bK et bz sont liés par la relation 

[ ( ¿>3 — l ) 2 ] ( 4 ^ 3 — b\) — 6 3 ( 3 - h ¿>3 )2 = O. 

La méthode que nous avons exposée peut être étudiée 
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d'une manière générale, en considérant m points pris 
sur une conique et cherchant à quelle équation du degré 
m en contenant un paramètre variable X, doivent sa-
tisfaire les m valeurs qui définissent ces points pour 
qu'ils soient les sommets d'un polygone circonscrit à une 
deuxième conique; algébriquement, le problème est 
ramené à la recherche des conditions pour qu'un poly-
nôme en S et P admette un facteur de la forme 

S2 — a(P2 + i) — pP. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1 8 8 1 ) . 

COMPOSITIONS n'ADMISSIBILITÉ. 

Composition sur un sujet de Licence. 

Théorie. — Montrer que l'étude du mouvement d'un 
corps solide qui peut tourner librement autour d'un 
point fixe, et qui est soumis à l'action de forces qui sont 
connues pour chaque position du corps solide, dépend 
de l'intégration de six équations différentielles du pre-
mier ordre. Etablir ces équations. 

Application. — Effectuer cette intégration dans le 
cas où deux des moments principaux d'inertie du corps 
relatif au point fixe sont égaux, et où aucune force ex-
térieure n'agit sur lui. 

Composition sur les Mathématiques spéciales. 

On donne un ellipsoïde, et l'on considère les droites D 
telles que, si par chacune d'elles on mène des plans tan-
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gents à l'ellipsoïde, les normales aux points de contact 
M, M'soient dans un même plan. 

i° Démontrer que la droite D et la corde MM'sont 
rectangulaires. 

2° Trouver le lieu des droites D qui passent par un 
point donné A. 

3° Ce lieu est un cône du deuxième degré; trouver le 
lieu des positions du point A pour lesquelles le cône est 
de révolution. 

4° Trouver l'enveloppe C des droites D qui sont con-
tenues dans un plan donné P, et la surface S engendrée 
par la courbe C quand le plan P se déplace parallèlement 
à un plan donné Q. 

5° Trouver pour quelles directions du plan Q la sur-
face S est de révolution. 

Composition sur les Mathématiques élémentaires. 

i° Résoudre un triangle connaissant le côté a, l'angle 
B, la différence b—h entre le côté b et la hauteur h 
issue du sommet A. — Discuter. 

2° Montrer que le problème peut être ramené à la re-
cherche des points où le côté BA rencontre une parabole 
ayant pour foyer le sommet C du triangle et pour direc-
trice une parallèle au côté BC. 

Discuter à nouveau le problème et comparer les résul-
tats des deux discussions. 

C O M P O S I T I O N S F I N A L E S . 

Composition sur un sujet de Licence. 

Trouver, sur un hyperboloïde de révolution à une 
nappe donné, une courbe telle que le plan osculateur 
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en un quelconque de ses points M soit parallèle à la 
droite OM' qui joint le centre O de l'hyperboloïde au 
point M' symétrique du point M par rapport au plan du 
cercle de gorge. 

On formera l'équation différentielle de la projection 
sur ce plan de la courbe cherchée, et l'on étudiera les 
diverses formes que peut avoir cette projection. 

Composition de Calcul. 

Evaluer l'intégrale définie 

r* dx 
JX x \ x * X + i f ' 

Composition sur la Géométrie descriptive. 

On donne un axe vertical (o, o' z') et un second axe 
(crf, d d') parallèle au plan vertical et qui rencontre 
le premier; on donne en outre une droite de front 
(a i , a!V). 

La droite (aé, a'b'), en tournant autour de l'axe (o, oV), 
engendre un hyperboloïde H ; cette même droite, en 
tournant autour ide l'axe (crf, cfd'), engendre un second 
hyperboloïde H'. 

On demande de construire la courbe d'intersection 
des deux hyperboloïdes et la tangente en un de ses 
points. 

Pour distinguer les parties vues des parties ca-
chées, on supposera que l'hyperboloïde H est enlevé, 
et que l'hyperboloïde H' est une surface non transpa-
rente. 

Ann. de Mathé/nat., 3* série, t. 1. (Février 1882.) 6 
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Données. — Conformes au croquis ci-joint. 

LEÇON S SUR L E S M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N T A I R E S . 

1. Résolution et discussion de l'équation 

ax2 -f- bx + c — o. 

2. Figures symétriques par rapport à un axe, par rap-
port à un point, par rapport à un plan. 

3. Maximum et minimum de l'expression 

ax2 -H bx -h c 
a' x* -h b' x -t- c 

4. Première leçon sur la mesure des volumes. 
5. 
6. Conversion d'une fraction ordinaire en fraction dé-

cimale. Fractions périodiques. 
7. Volume de la splière et du segment sphérique. 
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8. Résolution des équations 

ax-\- by — cy a' x -h Vy = c'. 
Discussion. 

9. Formules relatives à l'addition et à la soustraction 
des arcs. 

10. Plus grand commun diviseur et plus petit commun 
multiple de plusieurs nombres. 

11. Recherche du rapport de la circonférence du cercle 
au diamètre. 

12. Angles trièdres. Trièdres supplémentaires. Condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que l'on puisse con-
struire un trièdre avec trois faces données ou avec trois 
dièdres donnés. 

13. Racine carrée d'un nombre entier à une unité 
près. 

14. 
15. Étude géométrique de la parabole. 
16. 
17. Division des nombres entiers. 
18. Division des polynômes. 
19. Tangente à l'ellipse (Géométrie élémentaire). 
20. Réduction à deux forces d'un système de forces 

appliquées à un corps solide. Condition d'équilibre d'un 
système de forces appliquées à un corps solide libre, ou 
ayant un point fixe. 

21. Rabattements. Changements de plan. Rotations. ' 

22. 
23. Distance d'un point à un plan, à une droite; plus 

courte distance de deux droites. 
24. Nombres premiers (première leçon). 
25. Équation bicarrée. Transformation dès expression s 

de la forme ^a±\Jb en une somme algébrique de deux 

radicaux simples. 
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26. F igures homothétiques (Géométrie plane). 
27. 
28. 
29. 

L E Ç O N S S C U L E S M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S . 

1. 
2. Exposer quelques-unes des méthodes à l'aide des-

quelles on reconnaît la nature d'une surface du second 
ordre donnée par son équation. 

3. Asymptotes des courbes rapportées à des coordon-
nées rectilignes (première leçon). 

4. 
5. Application delà théorie des dérivées à l'étude des 

fonctions d'une seule variable. — Exemples. 
6. 

7. lim ( î -H -i-) i quand m devient infini. 
m J 

8. Théorème de Rolle. Son usage pour la séparatiou 
des racines d'une équation algébrique ou transcendante. 

9. Approximation des racines d'une équation. (Méthode 
de Newton.) 

10. Génératrices rectilignes du paraboloide hyperbo-
lique (Géométrie analytique). 
• 11. Plans diamétraux dans les surfaces du second de-
gré. 

12. Intersection de deux courbes du second degré (on 
ramènera la question $ la résolution d'une équation du 
troisième degré et l'on discutera le problème). 

13. Transformation des équations algébriques. — 
Exemples. 

14. Première leçon sur les séries. 
45. 
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16. 

17. 

18. Règle des signes de Descartes. 
19. Etant donnée l'équation générale d'une ellipse, 

trouver les axes en grandeur et en position. Etant donnée 
l'équation d'une parabole, trouver l'équation de son axe 
et la grandeur de son paramètre. 

20. Mener par une droite un plan tangent à un tiyper-
boloïde de révolution à une nappe. 

21. Section plane'de l'hyperboloïde de révolution à 
une nappe (cas où la section est une hyperbole). 

22. Étude algébrique de l'équation en S. 
23. Limites des racines d'une équation algébrique. 
24. Condition nécessaire et suffisante pour que deux 

équations algébriques à une seule inconnue aient au 
moins une racine commune. 

2o. Recherche de l'équation d'une surface d'après son 
mode de génération. 

26. 
27. Mener d'un point donné une normale à l'ellipse. 

28. Connaissant cos a, calculer cos —• Connaissant 
7 m 

sin a, calculer s i n — 
m 

29. Résolution algébrique de l'équation du troisième ' 
degré. Discussion. 

QUESTIONS PROPOSÉES POUR L 'ADMISSION A 1/ECOLE 
POLYTECHNIQUE DANOISE. 

1872. Construire un trapèze, connaissant les diago-
nales, l'angle qu'elles font entre elles et l'angle formé 
par les côtés non parallèles. 
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1873. Construire un triangle ABC, le eôté BC devant 

être tangent à un cercle donné, le côté CA devant être 
tangent à un autre cercle en A, pendant que le troisième 
côté AB, prolongé s'il est nécessaire, passe par un des 
deux centres de similitude des deux cercles, et l'angle C 
étant égal à 6o°. Combien y a-t-il de solutions? 

1874. Inscrire à un secteur de cercle ABC un secteur 
abc semblable au premier, de telle manière que le cen-
tre c se trouve en un point donné de l'arc de cercle AB. 

1875. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant 
les deux distances des milieux des côtés opposés, l'angle 
formé parles deux droites joignant ces milieux et deux 
angles du quadrilatère, ces deux angles pouvant être soit 
deux angles consécutifs, soit deux angles opposés. 

1876. Un cercle et deux droites étant donnés dans un 
plan, construire une droite, de direction donnée, {ren-
contrant le cercle en deux points A, B, et les droites en 
deux points a, tels que les distances A a, B è soient 
égales en grandeur. 

Comment résout-on la] question si l'on remplace le 
cercle donné par une ellipse? 

1877. Construire un trapèze, connaissant les deux 
diagonales, la distance de leurs milieux et la hauteur. 

1878. i° Construire un triangle dont les côtés sont 
parallèles à des droites données et dont les sommets se 
trouvent sur des droites données. 

2° Mener une droite parallèle à une droite donnée de 
telle manière qu'elle divise dans le même rapport deux 
côtés opposés d'un quadrilatère plan. Montrer que la 
même question n'est résoluble pour un quadrilatère 
gauche que dans le cas où la droite donnée se trouve 
dans un plan parallèle aux côtés qu'on ne divise pas. 
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1879. i° Construire un triangle dont on connaît un 

angle, le côté opposé et le rapport des deux autres côtés. 
Construire un quadrilatère ABCD circonscriptible 

à un cercle, connaissant la différence des angles opposés 
B et D, la différence des côtés ÀB et AD et les rapports 

T̂ K e t des distances du centre du cercle inscrit aux 
OJD U ( J 

sommets opposés. 

(Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques). 

COMPOSITIONS DONNÉES AUX EXAMENS DE LICENCE DANS 
LES DIFFÉRENTES FACULTÉS DE FRANCE, EN 1 8 8 0 . 

S E S S I O N D E J U I L L E T . 

Marseille. 

Composition d1 Analyse. — La tangente MT menée 
d'un point quelconque M d'une surface à une sphère 

donnée de rayon a est dans un rapport constant i avec 
À 

la moyenne proportionnelle entre la distance OP du 
centre O de cette sphère au plan tangent à la surface 
au point M et la longueur MN de la normale en ce 
point à la surface, cette normale étant terminée par sa 
trace N sur un plan diamétral fixe de la sphère. On 
demande : 

i° De trouver l'équation générale de la surface ; 
2° De trouver l'équation de la surface : i° lorsque le 

rayon a de la sphère est nul ; 2° lorsque le rapport -ef^t 
À 

égal à l'unité ; 
3° De discuter ces divers résultats. 
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Composition de Mécanique. — Deux points M, M' 

mobiles dans un plan sans frottement sont reliés par un 
fil flexible, inextensible et sans masse qui passe sans 
frottement dans un anneau très petit situé dans le plan. 
Le point M7 étant astreint à décrire une droite AB du plan 
et le fil étant tendu, la vitesse initiale du point M étant 
perpendiculaire au rayon OM, on demande d'étudier le 
mouvement du système dans le cas général et dans celui 
où la droite AB passe par le point O. 

Il n'y a pas de forces appliquées. 

Epreuve pratique. — Etant données la latitude géo-
graphique <p d'un lieu, l'ascension droite a et la décli-
naison S d'un astre, calculer l'azimut et la distance 
zénithale de cet astre au temps sidéral t. 

Besançon. 

Composition dy Analyse. — Déterminer une courbe 
telle que, menant par un point quelconque la tangente 
MT et la normale MN, les diagonales du quadrilatère 
formé par ces deux droites et les deux axes Oxet O r 
fassent un angle donné 9. 

Composition de Mécanique. — Déterminer la figure 
d'équilibre d'un fil fixé en deux de ses points et attiré 
par un centre fixe en raison inverse du carré de la dis-
tance. 

Epreuve pratique. — On donne la distance zénithale 
d'un astre, sa distance polaire et la latitude du lieu. Cal-
culer l'angle horaire du plan méridien qui contientl'astre. 

Bordeaux. 

Composition &Analyse. — On a deux plans dont 
l'un se meut parallèlement à lui-même avec une vitesse 
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constante, tandis que l'autre tourne aussi avec une 
vitesse constante autour d'une droite fixe A perpendicu-
laire à la direction du premier. La droite d'intersection 
rencontre dans chacune de ses positions une surface de 
révolution ayant pour axe l'axe de rotation du second 
plan. 

Etudier la courbe tracée par ces rencontres sur la 
surface de révolution. On considérera plus spécialement 
le cas où la surface de révolution est un cône. Calculer 
alors les angles de contingence et de torsion de la courbe. 

Examiner, si le temps le permet, le cas d'une sphère. 

Composition de Mécanique. — Première question 
(lemme). — Une figure plane A, située dans le plan 
xyy tourne avec ce plan autour de l'axe des y; la 
vitesse angulaire (o est constante. On demande les 
expressions simplifiées de la résultante R des forces 
centrifuges nées du mouvement et du couple G, qu'on 
obtiendrait en transportantcetterésultante parallèlement 
à elle-même au centre de gravité delà figure. 

Seconde question (application). — Une tige pesante 
homogène a ses extrémités A et B obligées de rester 
l'une sur la verticale O y , l'autre sur l'horizontale Ox\ 
le plan xy tourne avec la vitesse constante co autour de 
O y. On néglige le frottement. On demande : 

i° La position d'équilibre de la tige AB pour une 
vitesse angulaire donnée <o (détermination de l'angle 8 
qu'elle fait avec l'horizontale) ; 

2° Les pressions exercées par la tige sur les axes 

3° Les équations différentielles du mouvement dans 
le cas général ; 

4°La détermination complète du mouvementlorsque la 
tige est très légèrement écartée de sa position d'équilibre. 
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Épreuve pratique. — Calculer de 2ra en am, et pour 
des angles horaires variant de 4h à 4h l°m? hauteur 
au-dessus de l'horizon d'une étoile dont la déclinaison 
est I ° 2 I ' I 4 " , 3 2 . La latitude est de 44°5o'i9",o. On 
vérifiera l'exactitude des calculs par la méthode des 
différences. 

Grenoble. 

Composition de Mécanique. — Etudier le mou-
vement d'un point matériel dans un plan, en supposant 
qu'il soit attiré par un point fixe de ce plan, en raison 
inverse de la cinquième puissance de la distance. 

Indiquer les différentes formes de la trajectoire au 
moyen de son équation différentielle. Dans quel cas 
peuUon effectuer complètement l'intégration? 

Epreuve pratique. — Déterminer l'azimut du centre 
du Soleil à 3h iom de l'après-midi (temps moyen) avec les 
données suivantes : 

Latitude du lieu 45° i i' 

Déclinaison australe du Soleil i7°8'53" 

Équation du temps i3m48s. 

(A suivre. ) 
• 

PUBLICATIONS RÉCENTES. 

L E Z I O N I S U L L A T E O R I A D E I N U M E R I di P.-G. Lejeune-
Dirichlety pubblicate e corredate di appendici da R. De-
dekind, tradotte dalla terza edizione da Aureliano Fai-
fofer. In-8. —Venezia, tipografia Emiliana; 1881. 

' I N V E S T I G A C I O N E S F I L O S O F I C O - M A T E M A T I C A S SOBRE L A S 

C A N T I D A D E S I M A G I N A R I A S , por Apolinar Fola Igurbide. 
Primera sección. Grand in-8. Prix : 5 f r,5o. —Valencia, 
imprenta de Manuel Alufre ; 1881. 
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Œ U V R E S C O M P L È T E S DE L A G R A N G E , publiées par les 

soins de M. J.-A. Serret, membre de linstitut, sous les 
auspices du Ministre de l'Instruction publique. Tomes 
VIII et IX. In-4. Prix : i8fr chacun. —Paris, Gauthier-
Villars ] 1 8 7 9 - 1 8 8 1 . 

E L É M E N T S D E G É O M É T R I E , conformes aux derniers pro-
grammes officiels, renfermant un grand nombre d'exer-
cices, et suivis d'un Complément à l'usage des élèves de 
Mathématiques élémentaires et de Mathématiques spé-
ciales, et de notions sur le lever des plans et le nivelle-
ment-, par MM. E. Mouché et Ch. de Comberousse. 
3 e édition, entièrement refondue. In-8. Prix : 6fr. Paris, 
Gauthier-Villars; 1881. 

C O U R S DE C A L C U L I N F I N I T É S I M A L , par M. J. Hoiiel. 
Tome IV. Grand in-8. Prix : iofr. — Paris, Gauthier-
Villars 5 1881. 

T R A I T É D E M É C A N I Q U E G É N É R A L E , comprenant les Le-
çons professées à l'Ecole Polytechnique et à l'Ecole 
nationale des Mines, par M. H. Resal, membre de l'In-
stitut. Tomes V et VI, comprenant la Résistance des 
matériaux, les Constructions en bois, les Maçonneries, 
les Fondations, les Murs de soutènement, les Réservoirs, 
les Voûtes, les Ponts et Charpentes, les Constructions 
métalliques, la Navigation intérieure et les Travaux 
maritimes. In-8. Prix : i2 f r,5o et i5fr. — Paris, Gau-
thier-Villars ; 1880-1881. 

C O U R S DE M É C A N I Q U E DE L ' E C O L E P O L Y T E C H N I Q U E , p a r 

Ch. Sturm, revu et corrigé par M. Prouhet. 4e édi-
tion, suivie de Notes et Enoncés de problèmes, par 
M. de Saint-Germain, professeur à la Faculté des 
Sciences de Caen. 2 vol. in-8, avec figures dans le texte. 
Prix: I4,R. — Paris, Gauthier-Villars ; 1881. 



( 9a ) 
C O U R S D ' A S T R O N O M I E DE L ' E C O L E P O L Y T E C H N I Q U E , p a r 

M. H. Faye, membre de l'Institut. irc Partie : Astrono-
mie sphérique, Description des instruments, Théorie 
des erreurs, Géodésie et Géographie mathématiques. 
Grand in-8, avec figures dans le texte. Prix : ia f r,5o. 
— Paris, Gauthier-Villars-, 1881. 

- L ' A S T R O N O M I E P R A T I Q U E ET LES O B S E R V A T O I R E S EN 

E U R O P E ET EN A M É R I Q U E , depuis le milieu du XVII® siècle 
jusqu'à nos jours ; par MM. C. André et A. Angot. 
IVe Partie, Observatoires del'Amérique du Sud et établis-
sements météorologiques des Etats-Unis. Tn-18 jésus, 
avec figures dans le texte. Prix : 3lr. — Paris, Gauthier-
Villars ; 1881. 

N O T E S SUR LES PROGRÈS RÉCENTS DE LA P H Y S I Q U E , 

Appendice au petit Traité de Physique de M. Jamin, par 
M. E. Bouty, professeur au lycée Saint-Louis. In-8. 
Prix: i l r ,5o. —Par is , Gauthier-Villars; 1882. 

N O U V E A U X É L É M E N T S D ' A L G È B R E , par M . G. Matliet, 
professeur au lycée de Lyon. In-8. — Paris, Hachette; 
1 8 8 1 . 

L E Ç O N S D ' A R I T H M É T I Q U E , rédigées conformément aux 
programmes du 2 août 1880, pour les classes de hui-
tième et de septième, par M. A. Ducatel, professeur au 
lycée Fontanes. In-8, avec 19 figures dans le texte. —• 
Paris, G. Masson; 1882. 

L E P R O I E Z I O N I D E L L E C A R T E G E O G R A F I C H E , per Matteo 
Fiorini, ingegnere e professore di geodesia nella Uni-
versità di Bologna. In-8.—Bologna,N.Zanichelli ; 1881. 

E L É M E N T S DE G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E , avec de nom-
breux exercices,çarF. I. C. In-18.—Paris,Poussielgue 
frères; 1882. 
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T1RA.GISS A PART. 

& Arithmétique des Grecs dans Héron d'Alexan-
drie ; par P A U L T A N N E R Y . Extrait des Mémoires de la 
Société des Sciences physiques et naturelles de Bor-
deaux, t. IV, 2e série, 2e cahier. 

Sur la mesure du cercle d'Archimede; par P A U L 

T A N N E R Y. Extrait des Mémoires de la Société des 
Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, t. IV, 
2e série, 3e cahier. 

Sur les séries récurrentes dans leurs rapports avec les 
équations ; par C.-A. L A I S A N T . Extrait du Bulletin des 
Sciences mathématiques, 2e série, t. V-, 1881. 

Le calcul des opérations chimiques, soit une méthode 
pour la recherche, par le moyen de symboles, des lois de 
la distribution du poids dans les transformations chi-
miques; par B . - C . B R O D I E . Compte rendu, par A . L A I -

S A N T . Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques, 
2e série, t. V ; 1881. 

Sur les aires des courbes anallagmatiques ; par V. 
L I G U I N E . Extrait du Bulletin des Sciences mathéma-
tiques, 2e série, t. V ; 1881. 

Sopra alcuni invarianti di due forme binarie degli 
ordini 5 e a o 5 e 3, e m particolare sul risultante di 
esse, per E N R I C O D ' O V I D I O . Extrait des Memorie della 
Società italiana delle Scienze (detta dei XL), tome IV; 
1 8 8 1 . 

Intégration, sous forme Jinie, des formules de Fres-
nel relatives à Vintensité et à Vanomalie, dans sa Théo-
rie de la diffraction de la lumière; par E S C A R Y . Extrait 
des Mémoires de V Association française pour Vavan-
cement des Sciences ; 1&80. 

Ueber einige akustische Bewegungserscheinungen, 
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insbesondere ilber das Schallradiometer, von DR V. 
D V O R A K . Extrait des Sitzungsb. der k. Akad. der Wis-
sensclu, t. LXXXIV, IIe Partie; 1881. 

On certain tetrahedra specially related to four 
spheres meeting in a point, by S A M U E L R O B E R T S . Ex-
trait des Proceedings of the London mathematical 
Society, vol. XII, n° 173. 

Historical Note on D* Grave's Theorem on confocal 
conics, by S A M U E L R O B E R T S . Extrait des Proceedings of 
the London mathematical Society, vol. XII, n° 173. 

Quaternion proof of M. Samuel Roberts' theorem 
of four co-intersecting spheres, by J . J . W A L K E R . 

Extrait des Proceedings of the London mathematical 
Society, vol. XII, n° 174. 

On an immediate generalization of local theorems 
in which the generating point divides a variable linear 
segment in a constant ratio, by S A M U E L R O B E R T S . 

Extrait de the American Journal of Mathematics, 
vol. III. 

yipplications mécaniques du Calcul des quaternions) 
par G E N T Y . Extrait du Journal de Resal, t. 'VII; 1 8 8 1 . 

Galilée, Torricelli, Cavalieri, Castelli. Documents 
nouveaux tirés des Bibliothèques de Paris; par C H A R L E S 

H E N R Y . Extrait des Memorie della reale Accademia 
dei Lincei, serie 3% voi. V°; 1880. 

Supplément aux recherches sur les manuscrits de 
Pierre Fermât, par C H . H E N R Y . Extrait du Ballettino 
di bibliografia e di storia delle Scienze matematiche 
e fisiche, t. XIII5 1880. 

Sur la possibilité de Véquilibre électrique) par 
L . L Ê V Y . Extrait des Comptes rendus des séances de 
lf Académie des Sciences; 1881. 
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B I B L I O G R A P H I E . 

T R A I T É DE G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E , à l'usage des candidats 
aux écoles du gouvernement et aux grades universi-
taires; par M. H. Picquet, capitaine du Génie, Répé-
titeur d'Analyse à l'Ecole Polytechnique, Secrétaire de 
la Société mathématique de France. — Première par-
tie : Géométrie analytique à deux dimensions, i vo-
lume grand in-8, avec i3o figures dans le texte. 
Prix : i5 f r . 

PRÉFACE DE L'AUTEUR. 

Le Traité de Géométrie analytique que nous publions au-

jourd'hui est fait pour les élèves et pour tous ceux qui s'inté-

ressent à cette science. Nous pensons que chacun, fort ou faible, 

saura y puiser dans la mesure de ses besoins, et eu égard au 

but qu'il poursuit. Il n'est le reflet d'aucun de ses pareils; mais, 

à quelques résultats près, dont plusieurs ont été indiqués par 

nous dans des travaux antérieurs, et sous la réserve de ce qui 

va suivre, il ne renferme rien qui n'ai! été dit dans un livre clas-

sique. Il a son caractère propre, provenant de ce que nous avons 

surtout cherché à vulgariser l'emploi de ces méthodes, si con-

nues et si appréciées aujourd'hui par le public savant et par le 

corps enseignant, mais que les élèves ignorent en général : nous 

avons nommé la dualité et l'homographie. En consacrant, dès 

le début, quelques leçons à leur présenter franchement ces 

deux puissantes méthodes de transformation, quel large hori-

zon n'ouvre-t-on pas à ceux qui apprennent, et combien d'ef-

forts pénibles et stériles sont évités lors du développement ul-

térieur de l'esprit géométrique? Aussi trouvera-t-on, dès le 

premier Livre, un chapitre consacré à l'étude spéciale de cha-

cune de ces méthodes, à la suite immédiate de celle de la ligne 

droite et du point. 

Dans le second Livre, nous abordons la théorie générale des 

courbes planes, croyant qu'elle doit être placée avant la théo-

rie particulière des coniques, afin d'éviter de nombreuses répé-

titions. L'asymptote y reçoit sa véritable définition, qui est 

celle de la Géométrie descriptive, et d'où l'on déduit si simple-
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ment son équation et ses propriétés. Nous y insistons particu-

lièrement sur la recherche des points singuliers, dont le nombre 

et l'espèce modifient si profondément la nature de la courbe. 

Le troisième Livre traite exclusivement des courbes du second 

degré. Un chapitre est consacré à l'étude du cercle, dont une 

suite nécessaire est la théorie de l'involution, si utile par ses 

applications de toute espèce. Les élèves rencontreront peut-être 

quelques difficultés provenant de la notation adoptée pour 

l'équation de la conique générale. Qu'il nous soit permis à ce 

sujet de signaler les inconvénients résultant de la notation 

habituelle, qui ne s'adapte pas à la géométrie de l'espace dans 

laquelle les élèves ne reconnaissent plus, lors de l'étude des 

surfaces du second degré, certaines fonctions des coefficients de 

l'équation générale d'une conique, qui se présentent constam-

ment en Géométrie à deux dimensions. Pour éviter cet incon-

vénient, il est nécessaire que l'ensemble des termes en x, y, z, 
dans l'équation des surfaces du second degré, reproduise identi-

quement l'équation rendue homogène des coniques : c'est ce 

qui n'arrive pas avec la notation habituelle, tandis que les nota-

tions anglaise et allemande s'y prêtent tout à fait. La seconde, 

dans laquelle les coefficients sont tous les mêmes et ne diffèrent 

que par les indices, est incontestablement supérieure; mais 

l'habitude en est longue, l'emploi sujet à des erreurs; et nous 

avons jugé la première préférable pour les élèves. Qu'il nous 

suffise d'ajouter que, dans l'étude des coniques, nous avons 

regardé la théorie du centre, des diamètres et des axes, comme 

un cas particulier de celle des pôles et polaires; et que nous 

avons insisté, à propos de la détermination de ces courbes, 

sur la relation linéaire la plus générale entre les coefficients, 

d'où dérive la notion des systèmes linéaires, 

Enfin, dans le quatrième Livre, nous donnons, à propos de la 

construction des courbes, quelques notions sur les courbes du 

troisième ou du quatrième degré; et un second Chapitre traite 

des coordonnées polaires et de leurs applications. 

Tel est, dans son ensemble, l'ouvrage que nous présentons au 

public : nous désirons surtout l'approbation des personnes com-

pétentes, et leurs observations seront toujours accueillies avec 

intérêt. • 

Un second Volume sera consacré à la Géométrie analytique à 

trois dimensions. H. P. 
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SUR L ' I N T E R S E C T I O N RE L ' H Y P E R B O L O I B E DE RÉVOLUTION 
ET B 'UNE DROITE ; 

PAR M . EUGKNE R O U C H É . 

La distance d'un point quelconque d'un hyperboloïde 
de révolution au plan P du cercle de gorge est propor-
tionnelle à la longueur de la tangente menée à ce cercle 
par la projection du point sur le plan P ; le rapport de la 
première ligne à la seconde est, en effet, égal à la cotan-
gente de l'inclinaison des génératrices sur l'axe. 

Si donc deux hjperboloïdes II et H, ont leurs cercles 
de gorge S = o, St = o dans un même plan P, la pro-
jection de leur intersection sur tout plan parallèle à P 
sera le lieu d'un point tel, que les tangentes menées de 
ce point aux cercles S et Sj aient un rapport constant K, 
c'est-à-dire un cercle S — K 2 S* = o. 

Cela posé, soit H un hyperboloïde de révolution à 
axe vertical, (d, df) une droite quelconque, (e, ef) le 
point où cette droite perce le plan P du cercle de gorge ; 
prenons arbitrairement dans le plan horizontal un 
point o> sur la perpendiculaire f f K menée par e à la 
droite d, et désignons par Ht l'hyperboloïde engendré 
par la rotation de (rf, df) autour de la verticale du 
point o>. Le cercle de gorge de cet hyperboloïde auxiliaire 
sera dans le plan P ; l'intersection des deux hyperbo-
loïdes H et H1 se projettera donc horizontalement sui-
vant un cercle c, et les points de rencontre de ce cercle 
et de d seront les projections horizontales des points 
communs à la droite ( à , d') et à l'hyperboloïde pro-
posé H. 

La méthode de Duleau ( Correspondance sur VEcole 
Ann.de Matkémat.% 3 e série, t . I . (Mars »882.) 7 
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Polytechniquey t. I, p. 438), aussi bien que la méthode 
du paraboloïde à trois directrices de front (que j'ai don-
née le premier, je crois, dans mes cours, il y a plus de 
douze ans), sont fondées l'une et l'autre sur l'emploi 
d'un point déterminé, ce qui est un défaut, ce point pou-
vant se trouver soit trop rapproché, soit hors des limites 
de l'épure. La méthode précédente, d'ailleurs si simple 
en théorie, offre au contraire l'avantage, inhérent à 
toute bonne solution graphique, de laisser à l'opérateur 
une certaine latitude. Le point o) n'étant, en effet, as-
treint qu'à se trouver sur une droite déterminée /]fn 

peut toujours être choisi de façon que le cercle de gorge 
de l'hyperboloïde auxiliaire coupe bien le cercle de gorge 
de l'hyperboloïde primitif. Les points communs à ces 
deux cercles appartiendront au cercle c, dont on déter-
minera ensuite deux nouveaux points, en coupant les 
deux liyperboloïdes par un plan horizontal convenable-
ment choisi. (Il vaut mieux procéder de la sorte que de 
déterminer directement le centre du cercle c, en se fon-
dant sur ce que le rapport de ses distances aux centres 
des cercles de gorge est égal à K2.) 

Si l'on tenait, malgré tout, à particulariser, on pour-
rait prendre w sur la parallèle menée par la trace hori-
zontale de (d, d.') à la droite que déterminent le pied de 
l'axe de l'hyperboloïde H et la trace horizontale de l'une 
des génératrices dont la projection est parallèle à d. La 
quantité K , qui est égale au rapport des projections des 
portions de génératrices comprises entre le plan horizon-
tal et le plan des cercles de gorge, serait alors égale au 
rapport des rayons R et R< de ces cercles, et la circonfé-
rence c deviendrait la circonférence R^S — R2S ( = o, 
dont un diamètre a pour extrémités les centres de simi-
litude des deux cercles de gorge. 
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THÉORÈME DE R I I E X \ G O N E INSCRIT DANS UNE CONIQUE, 

P A R M . HENRI D U F A U , 

Élève du lycée de Bordeaux. 

Nous allons déduire de la propriété fondamentale de 
la polaire le théorème de Pascal, et cela par un raison-
nement géométrique élémentaire. 

Considérons l'hexagone abcdnxpK {fig- i) inscrit 

Fig . i . 

n 

dans la conique A ; M, N, P sont les points de rencontre 
des côtés opposés. 

Joignons deux à deux les sommets opposés de l'hexa-
gone ; nous formons ainsi un triangle ¡JLVCJ. Prenons suc 
cessivement : 

Le pôle m de vm par rapport à la conique, 
Le pôle /2 de tapi » 
Le pôle p de tuv » 
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Il est facile de voir que les points M, N, P seront res-
pectivement sur les côtés du triangle mnp : par exemple, 
Psera sur mn polaire de 73; car, n{ b et ad se coupant en 
nr, ab et nK d se couperont sur la polaire de m. 

Cela posé, considérons les deux triangles mnp et 
m^ nh p{ : 

mn coupe mx nx en P, 

np » rix px » M, 
pm » px mx » N. 

Or, d'après un théorème connu, pour que M, N, P 
soient en ligne droite, il faut et il suffit que leurs som-
mets correspondants soient situés sur trois droites con-
courantes kmm knnK, kppK. 

Or je dis que cette condition est remplie. 
En effet, n est le pôle de rzns : donc nnK est tangente 

à la conique en nx} p est le pôle de ph v : donc ppK est 
tangente à la conique en pK *, ces deux tangentes se 
coupent en k. En outre, pK ns et ad se coupent en S. 

Zr, m{ et m se trouvent alors sur la polaire de S, d'a-
près la propriété de la polaire déjà signalée : donc ces 
trois points sont en ligne droite. c. Q. F. D. 

La démonstration corrélativfe conduirait au théorème 
corrélatif, celui de Brianchon , elle ne diffère de la pré-
cédente que par l'échange de l'élément point en l'élé-
ment droite, et réciproquement. Tout revient alors à dé-
montrer que deux triangles ont leurs sommets alignés 
sur un même point, ou, ce qui revient au même, que 
les points de rencontre des côtés opposés sont sur une 
même droite, que l'on constate être la polaire d'un cer-
tain point par rapport à la conique. 

Nous allons montrer maintenant que, réciproquement, 
du théorème de Pascal on peut déduire la propriété 
fondamentale delà polaire. 
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Considérons une courbe S a laquelle le théorème de 

Pascal soit applicable • je dis que le lieu des conjugués 
harmoniques P de O par rapport aux points A et B, 
quand la sécante tourne autour du point quelconque O, 
est une ligne droite. 

En effet, par O faisons passer deux sécantes fixes ODC, 

Fig. 

OEF et la sécante mobile OAB. Appliquons le théo-
rème de l'hexagone; les trois points M, O, N seront en 
ligne droite. 

Dans le quadrilatère complet ALBKMN, les quatre 
points O, A, P, B seront conjugués harmoniques ; de 
même pour ODGC et OEHF, sections de deux faisceaux 
harmoniques L.OAPB et K.OAPB. Donc le lieu des 
conjugués harmoniques P sera la droite fixe HG. 

Il résulte de là que le théorème de l'hexagone est une 
conséquence immédiate de la propriété de la polaire, et 
réciproquement ; on peut d'ailleurs, d'après ce qui pré-
cède, construire la courbe par points, connaissant cinq 
points, rien qu'en se servant de la polaire. 

Soient donnés les cinq points A, B, C, I), E qui défi-
nissent une conique. Joignons BA et CD, qui se coupent 
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eu O ; PG sera la polaire de O par rapport à la eonique 
cherchée ; il nous est alors facile de construire un 

Fig. 3. 

sixième point F de cette conique. Cela fait, si nous con-
sidérons la polaire OG de P, nous pourrons avoir deux 
nouveaux points d'intersection, et ainsi de suite en 
doublant, pourvu que l'on ne prenne pas deux fois la 
même polaire. 

SUR DEUX PROPRIÉTÉS RELAT IVES AUX FOYERS ET AUX 
CERCLES FOCAUX DANS LES CONIQUES; 

PAR M. X. ANTOMARI, 

Professeur au lycée de Carcassonne. 

Première propriété. — On sait que l'on peut définir 
un foyer d'une courbe du second degré le centre d'un 
cercle de rayon nul doublement tangent à la courbe ; de 
sorte que, si l'on désigne par a et ¡3 les coordonnées d'un 
foyer, et par mx 4- nj -h h = o l'équation de la direc-
trice correspondante, l'équation de la courbe sera 

(x — a ) 2 h- (y — (mx -h ny -f- h)2. 
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Le premier membre de cette équation peut être consi-
déré comme le carré de la distance normale du point 
(oc, y ) au cercle de rayon nul (a, jî), et Ton peut con-
sidérer une conique comme le lieu des points dont le 
rapport des distances à un cercle de rayon nul et à une 
droite fixe est constant. 

Cette définition peut être généralisée, et l'on peut 
dire qu'une conique est le lieu géométrique des points 
dont le rapport des distances à un cercle fixe et à une 
droite fixe est constant, les distances étant comptées nor-
malement. 

Cherchons, en elfet, ce lieu géométrique. 
Pour cela, rapportons la courbe à deux diamètres rec-

tangulaires du cercle, l'un de ces diamètres étant per-
pendiculaire à la droite fixe. Si x — a = o est l'équation 
de la droite fixe, K la valeur du rapport constant et Rie 
rayon du cercle, l'équation du lieu sera, en prenant 
pour distance au cercle la distance minimum, 

V ^ + 7 - K = K 

JO — a ' 

ou, en la rendant rationnelle, 

(2) x*+y*=z[K(œ — aL) •+• R]s, 

équation d'une courbe du second degré ayant pour foyer 
l'origine, et pour directrice une parallèle à la droite 
fixe. 

Si l'on retranche R2 des deux membres de l'équa-
tion (2), elle devient 

(3) x2-hy2— R2=K(x — x)[K(x — a) + 2R]. 

Sous cette forme, l'équation montre que la courbe passe 
par les points communs au cercle 
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et aux deux droites 

X — x=:0, K(X— 5C)-+-2R~0. 

Il est clair, d'après cela, que la droite représentée par 
l'équation 

K ( t r - a ) + 2 R n o 

doit jouer un rôle analogue à celui de la droite 

K(.r — a) — o. 

Et, en effet, si l'on prend pour distance au cercle la dis-
tance maximum, et pour droite fixe la droite 

K(x — a) + 2R = o, 

le rapport restant le même, l'équation du lieu est 

\/x2-±~y'2 4 - R K 

ou bien 
sjx2-+- = K(^ '~a) + R, 

ou enfin 

équation identique à l'équation (2). Il est d'ailleurs 
évident que cette équation peut représenter l'une quel-
conque des courbes du second degré. 

Ainsi : 

T H É O R È M E . — Une conique peut être considérée comme 
le lieu géométrique des points dont le rapport des dis-
tances à un cercle fixe et à une droite fixe est constant, 
les distances étant comptées sous un angle droit. Le cen-
tre du cercle est un foyer de la conique, et la droite 

fixe perpendiculaire à l'axe focal passe par les points 
communs à la courbe et au cercle. 
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Remarque. — 11 y a deux cordes communes à la 

conique et au cercle, perpendiculaires à Taxe focal. 
Chacune d'elles donnera un mode de génération de la 
conique. Seulement, si l'on prend la corde la plus rap-
prochée du foyer, il faudra prendre, pour distances au 
cercle, les distances minima -, pour l'autre, les distances 
maxima. , 

D'après cela, on pourrait définir un foyer : le centre 
d'un cercle de rayon absolument quelconque, mais tel 
que le rapport des distances normales d'un point quel-
conque de la courbe à ce cercle et à une droite fixe con-
venablement choisie soit constant. 

JNous venons de voir qu'à un cercle donné correspon-
dent deux droites 

K x — Ka — o, 

Kx H- 2 R — K a — o. 

L'équation de la directrice étant 

K#-}-R—-Ka — o, 

011 voit qu'elle est également éloignée des deux droites 
précédentes. 

Il résulte de là qu'il existe dans le plan d'une conique 
une infinité de systèmes formés d'un cercle et de deux 
droites, et tels que le rapport des distances normales 
maxima ou minima d'un point quelconque de la courbe 
à ce cercle et à l'une ou l'autre de ces droites soit con-
stant. Tous ces cercles ont pour centre commun un foyer -, 
les droites correspondantes sont les sécantes communes 
perpendiculaires à l'axe focal. 

Deuxième propriété. — Cette deuxième propriété est 
relative aux cercles focaux. On sait que l'on appelle 
ainsi les cercles doublement tangents à une courbe du 
second degré. 
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Rapportons la courbe à deux diamètres rectangulaires 
d'un cercle focal, l'un de ces diamètres étant perpendi-
culaire à la corde de contact. Soit 

l'équation de cette corde. L'équation de la courbe pourra 
être mise sous la forme 

R désignant le rayon du cercle focal. Par un point quel-
conque de la courbe, menons la tangente MP au cercle 
focal, et la perpendiculaire MQ à la corde de contact. 

. / , \ • i MP L équation (4) exprime que le rapport ^jq est constant. 

Imaginons un cercle de rayon R' concentrique au 
cercle focal considéré. Son équation sera 

(5) x2-h 7 S — R ; î = o.. 

Si l'on retranche membre à membre les équations ( 4 ) 
et (5), on obtient 

équation qui représente un système de deux droites, les 

x — a = o 

(4) + y l _ R 2 __ K 2 _ a y . 

K*(x — a)2 — R ' 2 — R*, R ' > R , 

sécantes communes à la conique (4) et au cercle (5) 
perpendiculaires à l'axe des x . 
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Considérons l'une de ces sécantes, celle qui a pour 
équation 

— a) — y /R ^—R2 — o . 

La distance du point M à cette sécante est 

D'autre part, si l'on désigne par F l'un des points de 
rencontre de MP avec le cercle de rayon R', on a 

M P ; = : M P — PP\ 

Or 
— R 2 ; 

donc 
MP' = M P — y/R'2— R 2 . 

D'ailleurs 
MP = — a), 

et, par suite, 

MP' = z K ( x — a) — V / R ' 2 _R2 . 

On en déduit 

MP ' _ K ( x — a) — y/R'2 — R 2
 R 

Remarquons, d'ailleurs, que l'angle P F C est constant, 
puisque la circonférence R' est concentrique à la circon-
férence R ; il en est de même de l'angle supplémentaire 
M F C . 

Ainsi : 

T H É O R È M E . — Toute courbe du second degré peut 
être considérée comme le lieu géométrique des points 
dont le rapport des distances à un cercle fixe et à une 
droite fixe est constant, les distances au cercle fixe 
étant comptées sous un angle constant. 
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Remarque. — On serait évidemment arrivé au même 
résultat si Ton avait pris la deuxième sécante commune 
perpendiculaire à l'axe focal, avec la distance MF'. 
Donc : 

Etant donné un cercle focal d'une conique, il existe 
dans le plan de cette courbe une infinité de systèmes 
composés d'un cercle et de deux droites, et tels que le 
rapport des distances maxima ou minima sous un angle 
constant, d'un point quelconque de la courbe à ce cercle 
et à r une ou l'autre de ces droites, soit constant. Tous 
ces cercles sont concentriques avec le cercle focal consi-
déré, et les droites correspondantes sont les sécantes 
communes à ces cercles et à la conique, perpendiculaires 
à l'axe focal. 

Cette propriété est analogue à celle que nous avons 
donnée plus haut relativement aux cercles ayant pour 
centre un foyer-, elle complète l'analogie des foyers et 
des cercles focaux. 

On voit, en outre, en rapprochant les deux propriétés, 
que l'on peut donner, pour les coniques, le mode général 
de génération suivant : 

Une conique peut être considérée, d'une infinité de 
manières, comme le lieu géométrique des points dont 
le rapport des distances à un cercle fixe et à une droite 
fixe est constant, les distances au cercle fixe étant comp-
tées sous un angle constant. 

Si l'angle constant est droit, tous ces cercles ont pour 
centre commun un foyer. 

Si l'angle est nul ou égal à i8o°, les cercles sont des 
cercles focaux doublement tangents. 

Pour toute autre valeur de l'angle, les cercles sont 
concentriques avec un cercle foc al. 

Remarque. — La première propriété peut être établie 
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géométriquement d'une manière simple. Soient, en effet, 
F et DD' le foyer et la directrice d'une courbe du second 
degré ; soient, en outre, M et M' deux points de cette 
courbe. On a, en désignant par K l'excentricité, 

MF __ M ' F _ 

M P ~~~ M ' P ' ' 

On en déduit 

M F — M F __ M ' F 4 - MF __ 

M 'P ' - MP ~ M ' P + M P ~ 

D 

M p M / C L\ \ P' 

A D' 

Du point F comme centre, avec MF comme rayon, dé-
crivons une circonférence, et menons IÀ et l'A' paral-
lèles à la directrice, et telles que I F = r F = MP. On 
voit immédiatement, sur la figure, que l'on a 

M ' F — M F = M '/«, M ' F — M P = M ' I , 

M ' F + MF = M 'm ' , M ' P ' - h M P =• MT. 

On a, par suite, 
M 'm __ M'm! _ 

M l ~ W ' 

relations qui expriment la première propriété dont il est 
question dans ce travail. 
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SUR UN THÉORÈME DE P A P P I S 
(voir 2* série, t. XX, p. 337); 

Extra i t d 'une lettre de M. L A Q U I È R E . 

.... Je reviens à la question dont la démonstration 
naturelle est essentiellement géométrique. Je serais in-
finiment surpris que mon raisonnement, qui saute aux 
yeux à simple énoncé, ne fût pas celui de Pappus lui-
même, et que ce géomètre n'eût pas vu, sinon énoncé, la 
généralisation. 

Si des masses égales m partent en même temps des 
sommets successifs i , 2, 3, ..., n d'un polygone fermé, 
pour en parcourir dans le même sens les côtés avec des 
vitesses proportionnelles aux longueurs de ces derniers, 
le centre de gravité des n masses mobiles restera fixe. 

Soit M la position de la »nasse m à un moment donné 
sur le côté AB qu'elle partage en longueurs proportion-
nelles à £ et 6 — en désignant par 9 et t les durées des 
courses AM et AB. La masse m aura même centre de 

gravité que deux masses m - y - et m ^ placées la pre-

mière en A et la seconde en B. Si l'on opère de même sur 

les n masses mobiles, on voit qu'à chaque instant le 

centre de gravité du système est le même que celui de 2 n 

masses distribuées uniformément aux sommets du poly-

gone, dont chacun supporterait les masses m prove-
Q £ 

liant du mobile de gauche, et m — — > provenant du mo-

bile de droite, si le mouvement est de gauche à droite, 

c'est-à-dire supporterait la masse constante m. Il est 

donc invariable. c Q. F. D. 
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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSÉE POUR L'ADMISSION 
A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 8 8 1 ; 

PA R M . J . - B . P O M E Y , 

Élève de l 'École Polytechnique. 

Une parabole étant donnée, on lui mène une nor-
male en l'un des points P situés, avec le foyer F , sur 
une même perpendiculaire à Vaxe. 

Trouver le lieu des sommets des sectioJis faites par 
des plans contenant cette normale dans le cylindre dont 

la parabole donnée est la section droite. 

Les points du lieu se trouvent situés sur les généra-
trices partant de l'arc OP', P' étant le symétrique de P. 
En effet, soit M un point où se projette un point quel-

V y 

\\ 
\ /p \ 

.ÂAJ o P F \ B 
P \ 

i X. 

conque du lieu; l'axe de la parabole-section se projette 
suivant le diamètre M/*; la tangente au sommet se pro-
jette suivant la tangente Mi à la base du cylindre. L'an-
gle SM/* est la projection d'un angle droit; donc il doit 
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être obtus; donc M est sur l'arc OP'. Le point du lieu se 
trouve à l'intersection de la normale en M au plan, avec 
la sphère décrite sur rs comme diamètre. Cette sphère 
passe par le point t sur M r. La hauteur du point du lieu 
étant z au-dessus de la base, son carré z* a pour valeur 
M i . M r , comme on le voit dans le petit cercle découpé 
dans la sphère susdite par le plan vertical iM/\ 

Cela posé, la tangente en M(a/, y') a pour équation 

en posant 

car m et y 1 sont négatifs. La normale PB a pour équation 

Cherchons l'abscisse du point d'intersection. On a 

y rzz 771 X P 
2 771 

3 p 
x -H y = — 

47 2 

O U 

X = 
p 3 m — I 

2 771 I H- 771 
et 

(—x) 

car x est négatif. Donc 

Mt=zx' p 3p—y' 

P ? + P 

y 3p—y 
2
 y + p 

On a 

= i — x' p — .y'— — — x' — y. 

Donc, les équations du lieu sont, en supprimant les ac-
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cents, 

y- — 2 p.r, 

(y + P ) **= ( V + P ) - f ( 3p - j ) J ~ a? - y) . 

La projection de la courbe sur le plan yOz a pour 
équation 

, 2 = _ L _ r \JL { Y + P ) _ 3JLZZ] (l£ _ £ _ A 
r+/? " I i p j 1 2 J \ 2 2/> " / 

(y+•( - w - J^), 

(r — p)* i.v + 3 ^ , 

c'est une courbe du cinquième ordre à deux points isolés. 
Pour que z soit réel, on voit bien qu'il faut que j- et 

y H- p soient de signe contraire, c'est-à-dire que y soit 
négatif et inférieur à p. On voit que z devient infini 
pour y = — c'est-à-dire que la courbe gauche est 
asymptote à la génératrice P'-, elle passe par le sommet 
(origine). Elle a le point P comme point isolé, ce qui 

est évident, et le point y = — 3p, x = ^^ où 

la normale PB rencontre la parabole : c'est lorsque le 
plan de section devient vertical qu'on obtient ces points. 
On s'assure que la génératrice O au sommet est une tan^ 
gente. 

Note. — Autres solutions par MM. l 'abbé Geneix-Martin et Moret-

Blanc. 

Ann. de Mathémat», 3e série, t. I (Mars i88a). 8 
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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE POUR L'ADMISSION 
A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE EN 1881, 

P A R M . M O R E T - B L A N C . 

On considère In courbe du troisième ordre 

27 y2=z ^¡x3. 

i° On demande la condition à laquelle doivent sa-
fis faire les paramètres m et n pour que la droite 

v — m x -h 11 

soit tangente à cette courbe. 
20 On demande le lieu des points d'où l'on peut 

mener à la courbe proposée deux tangentes parallèles 
à deux diamètres conjugués de la conique représentée 
par Véquation 

x2 H- y2 -f- 2 axy — B. 

3° Par un point A pris sur la courbe, on mène des 
sécantes coupant cette courbe en deux points variables 
M, M'. On demande le lieu du milieu des segments M, M'. 

Discuter la forme de ce lieu et indiquer les arcs qui 
répondent à des sécantes pour lesquelles les points M, M; 

sont réels. 

I. Si l'on élimine la variable z entre les deux équa-
tions, rendues homogènes, 

= 27 y*z, 

y — m x — n z, 

l'équation résultant de cette élimination 

4 n ¿r:j H- 27 m x y2 — 27 y3 — o 
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représente trois droites menées de l'origine aux points 

d'intersection de la cubique et de la droite. La condition 

pour que cette droite soit tangente est que deux des va-

leurs de y déduites de l'équation précédente soient égales. 

Ceci aura lieu : 
i° Pour n = o, quel que soit m, parce que, l'origine 

étant un point de rebroussement, toute droite qui y 
passe y rencontre la courbe et deux points coïncidents, 
sans être une véritable tangente. 

2° Si l'on a 

/om\ z ( 27 V m3 

( f c ) + \ 8«.) -7T + , = 0 ' 
d'où 

n •=. — m3, 

qui est la vraie condition. 
L'équation générale des tangentes à la courbe est donc 

y — m x — m 1 . 

II. iri et ni1 étant les coefficients angulaires de deux 
diamètres conjugués de la conique 

' x 2 H- y 2 - h 2 a x y — B , 
011 a la relation 

m'm" h- a (m' -h m" ) -f- 1 = o. 

Les coefficients angulaires m, m\ m" des trois tan-
gentes menées d'un point (oc, y ) du lieu demandé à la 
courbe donnée, qui est de la troisième classe, étant les 
racines de l'équation ^ 

( 1 ) m z — m x - h r — o , 

on a 
m m ' m " = — y, m 4- m 1 4 - m " ^ o, 
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d'où 

, „ m , 
m m — > m H- m — — m. 

y 

Substituant ces valeurs dans la relation 

m'ni" h- a ( m' -h m" ) -4- i — o, 
il vient 

( 2 ) am2 — m h- y — o. 

On aura l'équation du lieu demandé en éliminant ni 
entre les équations (1) et (2). On a successivement 

m2— am — (x — 1) = o, 

(«2 — 1 ) m -H a(x - i ) + / = o, 

a y y — a 
m— ——.r1 > 

a2— 1 

(ax H- y — a)2 H- (a2 — T) (x -b a y — 1) = o, 

équation d'une parabole dont la droite ax -f-y — a = o 
est un diamètre et la droite x -+- ay — 1 = o la tangente 
à l'extrémité de ce diamètre. 

III. Soient Xi, yK les coordonnées du point A. 
L'équation d'une sécante issue de ce point est 

y — yx — m\x — x^. . 

Eliminant entre cette équation et celle de la cubique 
donnée, on a, pour déterminer les abscisses des points 
d'intersection, l'équation 

L\xz — 27 ( m x -H yx — m xx )2 = o, 

qui, développée et divisée par x — xdonne 

4#2-b (4#t— 2j i)i2)x -h [±x\ — 54/ftjKi-h 27m2xt — o. 

L'abscisse du point milieu du segment MM7 est 

27 m2— l\Xx 
X - G , 
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et Ton obtient l'équation du lieu des points milieux en 
éliminant m entre cette équation et celle de la sécante, 
ce qui donne 

27(v — yiY— ^{ix xx){x— Xi)-, 

ou, en transportant l'origine au point A, 

2~y2 ~ {[X* (2 X 4- 3 Xi ). 

La courbe est une cubique de la quatrième classe pas-
sant par le point A et par le point de rebroussement de 
la proposée; elle est symétrique par rapport au nouvel 
axe des x qu'elle coupe aux points x = — et x = o, 
en formant une boucle entre ces deux points, et s'étend 
indéfiniment vers les x positifs en tendant à devenir pa-
rallèle à l'axe des y . Elle afïecte la forme d'un a. 

La séparation des arcs qui correspondent aux sécantes 
pour lesquelles les points M, M' sont réels ou imagi-
naires se fait évidemment aux points où M et M'se con-
fondent, c'est-à-dire au point de rebroussement O de la 
courbe proposée et au point de contact T de la tangente 
issue du point A. 

L'arc OBAT correspond aux points M et M' imagi-
naires. B est le sommet de la boucle. 

Si le point A est le point de rebroussement, la courbe 

27 y2 = Sxz 

est homotliétique à la proposée et, comme elle, la déve-
loppée d'une parabole. 

Note. — Solut ions analogues de MM. Givelet, de Re ims ; Henri 

Cart ier , élève du lycée d'Angoulêine. 
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SOLUTION D'UNE QUESTION PROPOSÉE POUR L'ADMISSION 
A L 'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 8 8 0 ; 

P A R M . HENRI C A R T I E R , 

Elève du lycée d 'Angou lême. 

On donne une ellipse et un cercle ayant pour centre 
un foyer F de l'ellipse. On demande : 

i° De trouver le lieu I du point tel que, si l'on mène 
de ce point des tangentes à Vellipse et au cercle, les 
coefficients angulaires m et m des tangentes à l'ellipse 
et les coefficients angulaires k et V des tangentes au 
cercle vérifient la relation 

2 (mm' + kk') ~ (m -+- tri)(k -h kr) ; 

De trouver l'éqnation du lieu P du point de con-
tact des tangentes menées par un point donné h tous 
les lieux I correspondant aux diverses valeurs du 
carré du rayon du cercle ; 

3° De construire le lieu P quand le point donné est 
sur le grand axe de Vellipse ; 

4° De construire le lieu P lorsque le point donné est 
sur la directrice correspondant au foyer Y de V ellipse. 

i° Prenons le foyer F pour origine, et supposons que 
ce soit le foyer de droite. L'équation de l'ellipse est 

/i7N (x-hcy- y5 
( L ) + 

celle du cercle est 

(G) .r2-b y2— r*=z o. 

Soit (*r,/v) un point L Les coefficients angulaires des 
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tangentes menées de ce point à l'ellipse sont donnés 
par 

y — m(x c) ~ ±: \/a2m2 4- b2 

ou 

m2[(x -h c)2— a2] — 2my(x H- c) h- y2— ¿>2 — o; 

ceux des tangentes menées au cercle sont donnés par 

y — kx — dz sjr2 (i k~) 
ou 

( ¿r2 — r2 )k2 — 2 kxy -h y2 — r2 = o. 

Ces coefficients vérifiant la relation de l'énoncé, on a 

y2 — ¿>2 % y2 — r2 2¿t;/2 (x -h c) 
(x + c)2—a2 + x2—r2 ~ [ (^4-c) 2 —a 2 ](^ 2 —r 2 ) 

ou 

( 1 ) (x2-{- y2 ) ( ¿>2 4- /'2) 4- 2 cr2 X —2 b2 r2 = o. 

Ce lieu I est un cercle ayant son centre sur le grand 
axe de l'ellipse. 

20 Soit (a, t3) un point M. Sa polaire par rapport 
à (I) est 

xx(b2 h- r2) 4- cr2 x 4- cr2 a 4 - [3/(6 24-r 2 ) — ib*r*=o. 

Eliminons r2 entre cette équation et I, on a le second 
lieu 

(F) (x2 4- y2) (ex 4 - ca — 2 b2) — 2 (ex — b2) (OLX 4 - ? j ) = 0 . 

Ce lieu est du troisième degré, et passe aux points cir-
culaires à l'infini. 

La tangente à l'origine est OLX 4- fiy = o. Elle cor-
respond au cas o ù r = o ; le cercle I se réduit à un 
point F , et la polaire de M par rapport à ce cercle de 
rayon nul est la perpendiculaire OLX 4- [iy = o menée 
en F à FM. 
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Le lieu passe en M où la tangente est parallèle à 

OLX -H =r o. Ceci est évident, si l'on remarque que le 
cercle I passe par M pour une valeur particulière de r. 

Si nous considérons le cercle ayant FM pour dia-
mètre, nous voyons que le lieu est doublement tangent 
à ce cercle, la corde des contacts étant FM. Comme le 
lieu et le cercle se coupent généralement en six points, 
les deux autres points sont en même temps réels ou 
imaginaires. 

Le lieu a pour asymptote réelle la droite 

CX 2 b'2 -j- COL — Oy 

qui est perpendiculaire à O x . L'équation (P) montre 
que le lieu coupe cette asymptote et la tangente à l'ori-
gine eux -h fiy = o au même point. 

Les points de la courbe situés sur O x , autres que l'o-
rigine, ont leurs abscisses égales à 

2 b 2 — etc ± ( 2 b 2 — etc) 

2 6' 

L'un est la projection de M sur cet axe, l'autre a pour 

abscisse 
c 

De même les deux points situés sur O y sont réels, et 
l'un est la projection de M sur cet axe. 

Le lieu a donc, dans le cas général, la forme de la 
figure. 

3° Si P est sur le grand axe de l'ellipse ¡3 = o, l'é-
quation ( P ) devient 

( x 2 - h Y 2 ) ( e x 4 - COL — 2 b 2 ) — 2CCX(cx b 2 ) — o . 

Le lieu est symétrique par rapport à l'origine. Il jouit 
des mêmes propriétés que dans les cas précédents. 
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Nous pouvons remarquer que, dans ce cas, l'asymptote 
et la tangente à l'origine devenant parallèles, le point T 
est rejeté à l'infini. 

La partie fermée de la courbe ne coupe pas le cercle 

y 

< / Y 
/ ï 

\ 
F \ x 

\ / 
/ 

/ 
l 
\ 

4 

x2-hy2—20LX — 0, ayant FM pour rayon, ailleurs 
qu'en M ou F. Ecrivons P sous la forme 

(P) (œ*-hy2— 2<xx)(cx — b2) -t- (x2+ J2)(ca — b2) — o. 

Les points communs au cercle et à (P) sont sur les 
droites 

x2 -h y2 = o. 

y 

V 
F y M ) oc 

/ 

/ 

f 

Ils sont imaginaires, car, s'ils étaient réels, ces droites 
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seraient réelles, puisqu'elles auraient un deuxième point 
réel à l'origine. 

Le lieu a la forme de la figure. * 
Son troisième point de rencontre avec l'axe O x a 

, . 2 b* 
pour abscisse • 

3° Si le point M est sur la directrice correspondant au 
fover F, on a 

l'équation (P) devient 

(ex — ¿>2)| + J2— "H =o. 

Il se décompose en la directrice 

ex — b2
 — o, 

relative au foyer F, et en 

/ h'2 
X2 + y2 — 2 i — .r -+- i\Y ) = o : 

c'est le cercle ayant pour FM son rayon. 

Note. — Solut ions analogues par MM . l 'abbé Geneix-Martin, de 

l'école Saint-Sigisbert, à Nancy ; G r imaud , ma î t re répétiteur au lycée 

de Tarbes; L . K ien , élève de Notre-Dame du Sacré-Cœur, à Plai-

sance; I I . Lez. 

CONCOURS D'ADMISSION A L 'ÉCOLE CENTRALE EN 1 8 8 0 

( P R E M I È R E S E S S I O N ) } 

P A R M . *H. L E Z . 

Soient O J , Oy deux axes rectangulaires, et sur Ox 
un point A, sur Oy un point B. On mène par le point. & 
une droite quelconque AR de coefficient angulaire m. 
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i° Former Véquation de Vhyperbole H, qui est tan-
gente à l'axe O x au point O, qui passe par le point B 
et pour laquelle la droite AR est une asymptote. 

2° On fait varier m et on demande le lieu décrit par 
le point de rencontre de la tangente e«Bà Vhyperbole 
H et de l'asymptote AR. 

3° On considère le cercle circonscrit au triangle AOB; 
ce cercle coupe l'hyperbole H aux points O et B et en 
deux autres points P et Q. Former l'équation de cette 
droite PQ ; puis, faisant varier m, trouver successive-
ment les lieux des points de rencontre de cette droite PQ 
avec les parallèles menées par le point O, soit à Vasym-
ptote AR, soit à la seconde asymptote de l'hyperbole H. 

Si la droite 

( i ) AR ou r — m x 4- ma ~ o 

est une asymptote, l'autre asymptote est de la forme 

y + p + o = o, 

et l'on pourra représenter l'hyperbole H par 

( 2 ) (y — mx 4- ma)(y h- yx 4 - o) — X:2 —o. 

Pour que cette courbe passe par l'origine O et soit 
tangente à l'axe 0.r, il faut que le terme constant et le 
terme en x disparaissent, ce qui donne 

Alors l'équation (2) devient 

( 3 ) y2 — y m x2 4 - ( y — m ) xy -h a ( m 4 - y ) y = o. 

i° Cette hyperbole passera aussi par le point 

B(x — o, y — b), 
si Ton a 

a y — — -t- am), 
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ce qui ramène l'équation (3) à 

(4) ay1-^ m(b -h am)x%— (b -*riairi)xy — aby~o = H. 

2° Le coefficient angulaire des tangentes à cette hy-

perbole étant 

2 m ( b am )x —Y (b -h 2 am ) 

^ ab + (¿ + 2 am ) x — lay ' 

au point B il sera 
b 4- 2 am 

J JL — . 

a 

La tangente au même point aura pour équation 

(5) a (y—b) =z (b 4- 2am)x. 

Eliminant m entre les équations (1) et (5), 011 ob-

tiendra pour le lieu demandé l'équation 

bxl 4 - a xy 4 - a1 y — a2 b — o, 

décomposable en deux facteurs linéaires, 

(x 4 - a){ay - t - bx — ab) = o , 

dont le second est la droite AB (1 ). 

3° Soit - 4- - = 1 l'équation de PQ, celle de OB 
P C1 

étant x = o \ la courbe 

H — \x(qx py — pq) — o 

deviendra le cercle 

x2 4 - ( v 2 — ax — by = o 

( l ) M. Moret-Blanc en conclut ce théorème : 

Si, par un point O d'une hyperbole, on mène une tangente OA 
et une normale OB qui rencontre l'hyperbole en un point B, la 
tangente en B à l'hyperbole et la perpendiculaire à la tangente OA. 
au point où elle rencontre une des asymptotes, se rencontrent sur 
Vautre asymptote. 
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circonscrit au triangle AOB, si 

On a ainsi pour la droite PQ 

(6) (b H- 2am) y 4- [a — m (b 4- am)]x — a2. 

L'équation de l'hyperbole H pouvant s'écrire sous la 
forme 

[y — m (a: — a)] 

X [ a y — ( h -4 am ) ( x -+- a)] 4- a2 m ( 4- «/w ) = o, 

on voit que les droites menées par l'origine O parallèle-
ment aux deux asymptotes seront 

Eliminant successivement m entre ces équations et 
celle de la droite (6), on trouve que les lieux demandés 
se confondent et ne sont autre chose que le cercle 

Note. — La même quest ion a été résolue par M. Moret-Blanc, qui 

a également résolu la question proposée à la deuxième session et 

dont une solution a paru (2e série, t. X X , p. par M. Chambeau, 

élève de Notre-Dame du Sacré-Cœur, à Plaisance, et par M. J . Bou-

dènes, à Av ignon . 

( ' ) M. Moret-Blanc en conclut ce théorème : 

Si, par un point O d'une hyperbole, on mène une tangente OA 

qui rencontre une asymptote en A et une normale OB qui ren-
contre l'hyperbole en B, la circonférence circonscrite au triangle 
AOB coupe l'hyperbole en deux autres points P et Q tels que la 
droite PQ rencontre les parallèles menées par le point aux asym-
ptotes en deux points appartenant à la circonférence décrite sur 
OA comme diamètre. 

y ~ m x et y ~ 
b 4- am 

a 

x2 4- y- — ax = o, 

décrit sur OA comme diamètre (K ). 
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MM. Moret-BIanc et Pisani ont résolu les questions 1352 et 1355, 

dont une solut ion a été publ iée (2e série, t . X X , p. 34o, 342 et 344). 

M. Pisani a aussi résolu les questions 1373 et 1374. M. l 'abbé 

Geneix-Martin a résolu la question 1376» au sujet de laquelle M. Cata-

lan a fai t une rectification (20 série, t. X X , p. 528). Cette question a 

aussi été résolue par MM . J.-J.-A. Math ieu , l ieateuant-colonel d'artil-

ler ie; H . Lez ; N. Gof far t ; F . P i san i ; François Borlett i , ingénieur 

à M i l a n ; J u an Gav ino , au Ministère de la Marine, à Mad r i d ; Adr ien 

Pa laz et Henri Vu i l leumier , élèves à l 'École polytechnique de Zu r i ch ; 

A . Hotlenhoff , E . Stache, J . de Munck , élèves de l 'Athénée de 

Bruxel les; V. F leury, L. Meyer, H . Vielle, A . Leblond, élèves du 

lycée du Havre ; J . Boudènes, du lycée d 'Avignon. 

ÉCOLE NAVALE (CONCOURS DE 1 8 8 1 ) . 

(T éornétrie. 

I. Démontrer que deux pyramides de même hauteur 
et de bases équivalentes sont équivalentes. 

II. Dans un triangle ABC, on donne b et a. Une trans-
versale rencontre AB au point D, AC au point E, BC au 
point F. On donne AE = FB = m. Démontrer que, 
si Ton appelle S la surface de ADE, S la surface de ABC, 
on a 

a r . • f 

S ~ a p T* ' 
i 4- — 7 

ni b 

Statique. 

I. Un triangle ABC a Tun de ses sommets, A, qui est 
iixe. Déterminer la force à appliquer au point B pour 
que le côté BC soit horizontal. 

I I . On donne un triangle quelconque ; on demande 
quel est le cercle qu'il faut enlever autour du centre du 
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cercle circonscrit pour que le centre de gravité de la 
partie restante soit au point de concours des hauteurs. 

Arithmétique. 

5 i 
Extraire la racine carrée de 43 H à - près. Raison-

ii 
nement. 

Algèbre. 

On coupe un cône par un plan parallèle à la base et 
l'on considère le cylindre droit ayant même base que le 
cône, et sa base supérieure sur le plan sécant. Etudier 
la variation de la somme de la surface latérale du cylin-
dre et de la surface latérale du cône supérieur. 

Trigonométrie. 

Résoudre un triangle connaissant les trois côtés. 

Géométrie descriptive. 

On donne un plan formant un angle de 3p° avec le 
plan horizontal et dont la trace horizontale fait un angle 
de 53° avec la ligne de terre. Trouver les projections 
d'une pyramide régulière dont la base est un hexagone 
régulier ayant son centre et le milieu d'un des côtés sur 
la trace du plan. Cet hexagone est situé dans le plan} 
la hauteur delà pyramide est om, i5, le côté de l'hexagone 
a om,o3, et le sommet de la pyramide est dans le second 
dièdre. On cherchera la projection de la section par le 
plan bissecteur du premier dièdre. 
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ÉCOLE FORESTIÈRE (CONCOURS DE 1 8 8 1 ) . 

! Mathématiques. 

i° Trouver la condition pour que deux équations du 

second degré 

ax2 bx -f- c — o, af x2bf x-^r c! — o 

aient au inoins une racine commune. 
2° Résoudre l'équation 

¿r b b2 b b2 

1 H - j = H h — • a x xl a a1 

3° Trouver le lieu des centres qui coupent orthogona-

leinent deux cercles donnés. 

Trigonométrie et calcul logarithmique. 

i° Calculer le côté AB d'un quadrilatère plan ABCD, 

connaissant le côté opposé 

C D 4 I 3 - 5 M , 4 3 , 

et les angles 

A D G I I O ° . 3 5 . 3 5 " 3 5 

B D C 4 9 - 4 9 4 9 ) 4 9 

A C D 3 6 . 3 6 . 3 6 , 3 6 

BCD 86.52.52,52 

20 Après avoir trouvé 4° pour la hauteur angulaire 
d'une tour, un observateur s'avance de ikm vers la tour; 
il trouve alors 5° pour la hauteur angulaire. Quelle est 
la longueur du chemin qui lui reste à parcourir pour 
arriver au pied de la tour? 
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ÊCOLIT POLYTECHNIQUE (CONCOURS M 4 8 8 1 ) (« 

Composition de Mathématiques. 

Ou donne une asymptote d'une hyperbole et un point 
P de la courbe. Sachant que l'un des foyers décrit la 
perpendiculaire menée du point P sur l'asymptote consi-
dérée, on demande le lieu du point M d'intersection de 
la seconde asymptote avec la directrice correspondant au 
foyer donné. 

Composition de Géométrie descriptive. 

Un tétraèdre régulier S ABC a trois sommets A, B, C, 
situés à oin,o8 au-dessus du plan horizontal de projec-
tion-, le premier A se trouve d'ailleurs à om,o3 et les 
deux autres B, C à om, i5 en avant du plan vertical. 

On considère l'hyperboloïde H qu'engendrerait en 
tournant autour deABla droite qui passe par les milieux 
des côtés SA, BC et celui qui résulterait de la révolution 
de la même droite autour de AC : déterminer les contours 
apparents de H par rapport aux plans de projection, 
ainsi que l'intersection des deux surfaces. On supposera 
que H est opaque et que l'autre hyperboloïde a été 
enlevé, après avoir marqué sa trace sur H. 

La ligne de terre joindra les milieux des grands côtés 
du cadre de l'épure : on placera les projections de A en 
ligne droite avec les milieux des deux autres côtés. 

(*) Questions données à quelques élèves qu i n 'ont pu concourir 

que plus tard. 

Jnn. de Mathëmat., 3e série, t. I. (Mars 1882.) <J 
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COKCOLIKS D'ADMISSION A L 'ÉCOLE CENTRALE M 1 8 8 1 

(PREMIÈRE SESSION). 

( r éo m et rie an a ly tiq ue. 
Soit 

(i) «2rs -f b* .r* = a1 b* 

l'équation d'une ellipse rapportée à son centre O et à 

ses axes; soient a et ¡3 les coordonnées d'un point P situé 

dans le plan de cette ellipse. 

i° Démontrer que les pieds des normales menées à 

cette ellipse par le point P sont situés sur l'hyperbole 

représentée par l'équation 

( 2 ) c2 x y -h b2 — a2 a r o, 

dans laquelle c- = a- — b1. 
2° On considère toutes les coniques qui passent par 

les points communs aux courbes ( i) et ( 2) -, dans chacune 

d'elles, on mène le diamètre conjugué à la direction OP, 

et on projette le point O sur ce diamètre : trouver le 

lieu de cette projection. 

3° Par les points communs aux courbes (1) et (2), on 

peut faire passer deux paraboles : trouver le lieu du 

sommet de chacune d'elles, quand le point P se meut 

sur une droite de coefficient angulaire donné menée 

parle point O. 

On examinera en particulier le cas où m = — et le 

cas ou m — — 
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Trigonométrie. 

On donne dans un triangle 

a — 456ym, 89, 

b — 3456m ,78, 

C n S i ' a i ' ^ , ; . 

Calculer A, B, c et S. 

Physique et Chimie. 

1. Un cylindre de verre C C communique, par sa partie 
inférieure, avec un tube en fer f f f , ouvert à son extré-
mité supérieure. Les rayons du tube en fer et du cylindre 
sont dans le rapport de 1 à 5. 

On introduit dans le eyliudre une certaine quantité 
de mercure qui s'élève au même niveau dans le tube de 
fer } les deux surfaces libres du mercure se trouvent alors 
sur le même plan horizontal AB. 

O11 fait ensuite communiquer la partie supérieure du 
cylindre avec une masse d'eau contenue dans un vase 
métallique R; cette communication est établie au moyen 
d'un tube de plomb assez large pour que l'air qui se 
trouve au-dessus du mercure puisse se dégager. O11 
comprime de l'air dans le récipient R, jusqu'à ce que 
la pression exercée à la surface de l'eau, dont le niveau 
peut être considéré comme constant, soit de 8 atmo-
sphères. 

La hauteur de la colonne d'eau, //, comptée à partir 
de AB, était de 1 "\68 ; quelle est, après l'expérience, la 
différence de niveau des surfaces du mercure dans 
l'appareil ? 

On prendra, pour densité du mercure, le nombre 
13,5. 
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II. Préparation et propriétés chimiques de l'ammo-

niaque. 
Détermination de la densité théorique du gaz ammo-

niac, connaissant les densités de F hydrogène et de 
l'azote. 

Densité de l'hydrogène 0,0692 

» de l'azote °?97 2 

Epure. 

On propose de construire les projections des lignes 
d'intersection d'un hémisphère et des faces d'un cube 
avec un hyperboloïde de révolution à une nappe. 

Le cube (abde, a!b'd'e), dont le côté a ora,2oo de 
longueur, dont la face inférieure et la face postérieure 
sont respectivement situées dans les deux plans de 
projection, contient entièrement l'hémisphère (/>,//)•, 
cet hémisphère a pour base le cercle (A, h') inscrit dans 
la face antérieure du cube. 

L'hyperboloïde a son axe (z,zf) vertical, à om,i35 du 
plan vertical de projection et à égale distance des faces 
de profil du cube*, la cote du centre (o, of) de cette surface 
est de otn, i3s ; les rayons de son collier (c, d) et de sa 
trace horizontale (9,6') ont respectivement om,o35 et 
om,ioo de longueur. 

Dans la mise à l'encre, on supposera que le cube 
existe seul, qu'il est solide, et qu'on a enlevé la partie 
de ce corps comprise dans l'hémisphère et dans l'hyper-
boloïde. On indiquera, à l'encre rouge, les constructions 
nécessaires pour obtenir un point quelconque de chacune 
des lignes d'intersection et les tangentes en ces points. 
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COMPOSITIONS DONNÉES AUX EXAMENS DE LICENCE DANS 
LES DIFFÉRENTES FACULTÉS DE FRANCE, EN 1 8 8 0 

[SUITE (*)]. 

S E S S I O N D E J U I L L E T . 

Lyon. 

Composition d'Analyse. — Déterminer en coordon-
nées curvilignes (u, v) le rayon de courbure d'une 
section normale à une surface. 

Faire voir que ce rayon passe par un maximum et 

un minimum, quand on fait varier le rapport 

Composition de Mécanique. — Mouvement d'un 
point matériel soustrait à l'action de toute force exté-
rieure et assujetti seulement à se mouvoir sur un ellip-
soïde donné. 

Epreuve pratique. — Le 17 juillet 1880, à midi 
moyen de Paris, la planète Mars a pour coordonnées 
héliocentriques : 

L o n g i t u d e h é l i o c e n t r i q u e I67°5 '26" ,3 

L a t i t u d e I°37'37", 8 

L o g a r i t h m e d u r ayon v'ecteur o,22o4'2i3 

Au même instantla longitude du Soleil est 115° 12' 9^,2. 
On a longitude du rayon vecteur de la Terremo,0069929. 
Déterminer la longitude et la latitude géocentriques 
de la planète à l'instant considéré. 

Montpellier. 

Composition d!Analyse. — Intégration de Téqua-

(') Nouvelles Annales, 3- s c r i c , t . 1 . p . 8 7 . 



tion différentielle linéaire d'ordre n à coefficients con-
stants : i° lorsqu'elle est privée de second membre; 
2° lorsqu'elle possède un second membre fonction de x. 

Composition de Mécanique. — Mouvement d'un 
point matériel pesant assujetti à se trouver constam-
ment dans un plan qui tourne uniformément autour 
d'un axe vertical situé dans ce plan. Le mobile 
éprouve en outre la résistance d'un milieu supposée pro-
portionnelle à la vitesse. 

Epreuve pratique. — Les hauteurs apparentes de 
deux étoiles sont respectivement égales à 4 8 ° ° ' e t 

70° 34'9". Leur distance apparente est 58°8'48" : 
i° Calculer les éléments nécessaires pour déterminer 

la distance vraie de ces étoiles ; 
20 Former avec ces éléments le tableau des calculs 

à effectuer pour arriver à son expression numérique. 

Nancy. 

Composition d'Analyse. — i° Intégrer l'équation 
aux différentielles partielles 

x do , do do do 
- -Mi—r2) ~ -h(a-yz) y - -h{b — vu) —o. 
y ôy c dz dz c du 

20 Trouver la valeur de l'intégrale définie I e~x' dx 
o 

et en conclure les valeurs des intégrales 

f e~x*x-ndx, Ç e~x~ c o s 2 a / d x > f c o s ( x * ) d x . 

Composition de Mécanique. — i° En un point O de 
la surface de la Terre, situé à la latitude on considère 
un plan poli P, supposé vertical et perpendiculaire au 
plan méridien. Un mobile pesant assujetti à demeurer 
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dans le plan P est lancé du point O avec une vitesse 

initiale donnée. 
Etudier le mouvement du mobile dans le plan P, 

en tenant compte de la rotation de la Terre. Calculer 
la réaction du plan. 

2° Un corps solide dont deux points sont fixes est en 
équilibre sous l'action de forces données. Rechercher 
les pressions supportées par les deux points fixes. 

Épreuve pratique. — Résolution d'un triangle sphé-
rique. 

Poitiers. 

Composition dyAnalyse. — Trouver les courbes 
telles que, si par le point N où une normale quelconque 
MN rencontre l'axe O x 011 mène une parallèle à la tan-
gente en M, cette droite -passe par un point A donné 
sur l'axe O r . 

Trouver les trajectoires orthogonales de ces courbes. 

Composition de Mécanique. — Un point matériel, 
non pesant, est lancé avec une vitesse e0, parallèlement 
à une droite fixe vers laquelle il est attiré avec une 
force proportionnelle à la distance et dont la valeur est ¡JL 
à l'unité de distance; il éprouve en outre, de la part du 
milieu dans lequel il se meut, une résistance propor-
tionnelle à sa vitesse et dont la valeur est 2 k pour une 
vitesse égale à l'unité. 

Étudier les divers cas que peut présenter le mouve-

ment de ce point suivant les grandeurs relatives de y/p. 

et de k. 

Épreuve pratique. — Quels seront, le 18 juillet 
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1880, l'azimut et la distance zénithale d'Arcturus, l'heure 

sidérale étant i8h. 

L a t i t u d e de Po i t i e r s 

Ascens ion d r o i t e d ' A r c t u r u s 

Déc l i n a i s on bo r é a l e 

46° 34'55" 

i 4 h i o m i 3 s , 

i9°48'2i",7 
97 

Toulouse. 

Composition d'Analyse. — i° On considère la sur-

face représentée en coordonnées rectangulaires par 

l'équation 

a étant une constante. Trouver ses lignes asympto-

tiques. 

2° Intégrer l'équation différentielle linéaire 

d'y ,n-v 

——- —\— a* v — cos a x, 

ax* (Li-
on a est une constante. 

Composition de Mécanique. — Soit un fil l> inex-

tensible et sans poids, aux extrémités duquel sont atta-

chées deux petites masses pesantes ni, m/; l'une d'elles m' 

glisse sur un plan horizontal fixe PQ, tellement placé 

que le fil aK&b s'enroule sur un cylindre droit par un 

quart de cercle AB, ce cylindre tournant autour d'un 

axe horizontal passant par le centre O de la circon-

férence AB. On demande la loi du mouvement de cha-

cune des masses m' et du cylindre, ainsi que les 

tensions des brins de fil <7-A, BZ>. 

On tiendra compte du frottement de glissement de 

la masse m sur le plan PQ et de la résistance de l'air, 

résistance que l'on supposera proportionnelle au carré 

de la vitesse angulaire de rolation du cylindre. 

x- — a y 
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Epreuve pratique. — Résoudre un triangle sphé-
rique géodésique, connaissant deux côtés b, c et l'angle 
compris A. 

Rennes. 

Composition d7Analyse. — i° Trouver une courbe 
telle que l'angle MOT sous lequel on voit d'un point 
donné O la portion MT de tangente à cette courbe 
comprise entre le point de contact M et une droite fixe 
DD' soit constant. 

2° G étant le point de rencontre du rayon vecteur 
OM avec la droite CC' parallèle àDD' et menée à égale 
distance du point O et de cette droite, trouver le lieu 
géométrique du point P conjugué harmonique du point 
G par rapport aux deux points O et M, et conclure de 
là une manière simple de déduire les points de la courbe 
en question d'une courbure connue, ainsi que la con-
struction de la tangente. 

Examiner spécialement le cas où l'angle MOT est 
égal à 90°. 

Composition de Mécanique. — Définir le mouve-
ment tautochrone. Un point sollicité par une force qui 
ne dépend que de la position ayant un mouvement rec-
tiligne tautochrone, donner l'expression de cette force. 

Expression de la composante tangentielle dans le 
mouvement tautochrone curviligne. Détermination de 
la courbe tautochrone dans le cas d'un point pesant, et 
étude de ce mouvement. 

Épreuve pratique. — Epure : intersection d'un pa-
raboloïde de révolution et d'un plan. 

Clermont. 

Composition d'Analyse. — Donner une méthode 
pour avoir les courbes dans lesquelles le rayon de cour-



( '38 ) 

bure p est une fonction donnée de l'angle a que la tan-
gente à la courbe fait avec une direction fixe 

p = / ( * ) . 

Application aux cas o ù / ( a ) = a cosa, / ( a ) = ^ ^ • 

Composition de Mécanique. — Théorie du mouve-
ment d'un corps solide autour d'un axe fixe. Cas où le 
corps se réduit à trois points de masses m, m!, mtf, 
situés sur une même perpendiculaire à cet axe. 

Épreuve pratique. — En un lieu de la Terre, on 
observe l'azimut a d'une étoile à son lever et sa hauteur 
méridienne h. On demande la latitude du lieu et la 
déclinaison de l'étoile. 

Dijon. 

Composition d'Analyse. — Exposer une méthode 
permettant de déduire l'intégrale générale d'une équa-
tion différentielle linéaire d'ordre quelconque de celle 
de la même équation privée de son second membre. 
Appliquer cette méthode à l'intégration de l'équation 

d H t ^ d u ^ - v ^ x - v i 

dxl dx ^U x* 

Composition de Mécanique. — Soient trois axes 
coordonnés rectangulaires Ox, O y , O z , l'axe des z 
étant vertical et dirigé vers le haut ; on considère un 
paraboloïde de révolution ayant pour équation 

¿r2-+- r2 

Un point matériel pesant mobile sur la surface est 
repoussé par l'axe O^ proportionnellement à la distance. 
Etudier le mouvement du point, sachant que les coor-
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données initiales du mobile sont 

a 
— ai > 0 — - o — *"" ' 

2 

et les projections de la vitesse initiale 

(<'*)o=o, ( y r ) 0 = b , (rs)0==o, b > o. 

Former l'équation différentielle de la projection de la 
trajectoire sur le plan des xy, et discuter cette courbe 
dans les cas où elle a des branches infinies. 

Epreuve pratique. — L'excentricité d'une planète 
étant supposée égale à calculer l'anomalie vraie et 
l'anomalie moyenne correspondant à une anomalie ex-
centrique égale à 

3o°i9'24",54. 

SESSION DE NOVEMBRE. 

Marseille. 

Composition dyAnalyse. — i° Recherche des lignes 
asymptotiques et des lignes de courbure de Ja surface 

£ mxy. 

2° Angles sous lesquels les premières lignes sont cou-

pées parles secondes. 
3° Courbes suivant lesquelles ces deux sortes de lignes 

se projettent sur le plan des xv. 

Composition de Mécanique. — Un point M non 
pesant est mobile dans un canal circulaire poli; ce 
point est sollicité par une force perpendiculaire à un 
diamètre fixe AB de ce cercle et proportionnelle à la 
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distance du point M à ce diamètre. Trouver le mouve-
ment du point M. 

Epreuve pratique. — Résolution d'un triangle sphé-
rique, connaissant les trois côtés. 

Besançon. 

Composition d'Analyse. — On demande de calculer 
la surface détachée sur une des nappes d'un cône de ré-
volution par un plan sécant donné. 

Composition de Mécanique. — Mouvement d'un 
pendule dans un milieu résistant, en supposant la résis-
tance proportionnelle à la vitesse. Cas des petites oscil-
lations. 

Epreuve pratique. — Epure de Géométrie descrip-
tive. ( A suivre. ) 

QUESTIONS. 

1384. D'un point pris sur une hyperbole équilatère 
011 mène des parallèles aux asymptotes de cette courbe. 
Démontrer que les côtés d'un triangle quelconque inscrit 
dans l'hyperbole déterminent sur ces droites des seg-
ments proportionnels. (MANWHEIM.) 

1385. On donne sur un plan une ellipse de centre o 
et un point fixe. De ce point, on mène une transversale 
qui rencontre l'ellipse au point p. Le diamètre conjugué 
de op coupe la transversale au point m. 

Pour quelles directions de la transversale le segment 
pm est-il maximum ou minimum :) (M\WWHEIM.) 
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1386. Soient A, B,C et D quatre points pris arbitraire-

ment sur un cercle ayant pour centre le point O. Consi-
dérons l'hyperbole équilatère passant par ces quatre 
points, et de son centre co abaissons une perpendiculaire 
toP sur un côté quelconque AB du quadrilatère ABCD } 
du centre O du cercle, abaissons une perpendiculaire OQ 
sur le côté opposé CD. En désignant par V l'angle que 
font les côtés AB et CD, démontrer la relation 

> P = OQ cos Y. 
( LAGUERRE. ) 

1387. Soient deux cercles fixes C et C' tangents aux 
droites D et D' ; on considère un cercle variable K qui 
touche C et C et on lui mène des tangentes parallèles 
à D et D' : trouver le lieu de leur point de rencontre. 

( LAGUERRE. ) 

1388. L'équation f ^ x ) — o a toutes ses racines réelles; 
soient a et ë deux racines consécutives de cette équation. 
La dérivée f'(x) s'annule pour une valeur co comprise 
entre a et Ê ; démontrer que CD est comprise entre 

a + — I ) o ( n — i ) a - f - ê 
et —5— ? 

n n 

n désignant le degré de l'équation. ( LAGUERRE. ) 

1389. L'équation de degré n^J(x) = o, a toutes ses 
racines réelles; l'équation f2 (x) -+- k-f'2 (x ) — o, où 
k désigne un nombre positif, a toutes ses racines imagi-
naires. Démontrer que, dans chacune de ces racines, le 
coefficient de i est inférieur à kn $ on suppose n>i. 

( L A G U E U R E . ) 

1390. Considérons l'équation f ( x ) = o qui a toutes 
ses racines réelles; k désignant un nombre réel arbi-
traire, supposons que l'équation f(x)-\-k = o ait m 
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racines imaginaires : démontrer que l'équation 

/ ' » ( * ) - / ( * ) / ' ( * ) - * / ' ( * ) = <> . 

a m racines réelles, toutes les autres étant imaginaires. 
( L A G U E R R E . ) 

1391. Soit k la courbe enveloppée par une droite de 
longueur constante dont les extrémités s'appuient sur 
deux droites iixcs. Démontrer que toute courbe paral-
lèle à k peut êtçe engendrée de la même façon. 

( L A G U E R U K . ) 

1392. Si l'équation 

a -t- bx h- ex'1 -+-... -t- kx" — o 

a toutes ses racines réelles, démontrer que, to étant une 
quantité réelle quelconque plus petite que l'unité, 
l'équation 

a -h ¡jmx -h- c^x'1 -h . . . -h ktDn*xn — o 

a également ses racines réelles. ( L A G U E R U E . ) 

1393. Soit le polynôme 

supposons qu'en ajoutant à ce polynôme un certain 
nombre de termes de degré supérieur à TZ, on puisse ob-
tenir un autre polynôme f{pc), tel que l'équation f{x) = o 
ait toutes ses racines réelles : démontrer que l'équation 

(Zq (li x cî x2 

1.2.3.../* i . 2.3. . . {n — i ) î . 2.3. . . ( n — 2 ) 
(In t> Xri 2 Cl /; _ 1 JL' 

= h ——1 h anxn — o 
1.2 1 

a toutes ses racines réelles. ( L A G U E R R E . ) 

1394. J\x) désignant un polynôme quelconque à 
coefficients réels, 011 peut toujours déterminer un nombre 



positif to, tel que le développement de suivant 
les puissances croissantes de x , présente précisément 
autant de variations que l'équation f(x) = o a de ra-
cines positives. ( L A G C E K R E . ) 

1395. Par un point quelconque M d'uue hyperbole, 
on mène des droites parallèles aux asymptotes ; par un 
autre point M7 pris arbitrairement sur l'hyperbole, on 
mène deux cercles, tangents aux asymptotes et ayant 
leurs centres sur l'axe trans verse de la courbe : démon-
trer que ces deux droites et ces deux cercles sont tan-
gents h un même cercle. ( L A G U E U R E . ) 

AVIS AUX CANDIDATS A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 

Le nouveau programme d'admission à l'École poly-
technique n'ayant pu être inséré au Journal Officiel 
que le 17 janvier 1882, d'après l'avis du Conseil de per-
fectionnement de l'Ecole, et avec l'autorisation du Mi-
nistre de la Guerre, des instructions seront données à 
l'Examinateur d'admission pour la Physique et la Chi-
mie, afin qu'il n'interroge pas les candidats sur les ma-
tières du programme de Physique comprises sous les 
titres suivants : 

Electricité statique, magnétisme, électricité dyna-
mique, électrodynamique, induction électrodynamique. 

Cette note ne concerne que les examens d'admission 
qui auront lieu en 1882. 

Le Directeur des Études, 
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1/ ASTRONOMIE. 

M. Cami l le FLAMMARION vient d'avoir l 'heureuse idée de 

créer, à la l ibrair ie GAUTHIER-VILLARS, une Revue mensuelle 

d 'Astronomie et de Physique, destinée à tenir tous les amis de 

la Science au courant des découvertes et des progrés réalisés 

dans la connaissance de l 'Univers. M. F lammar ion est aidé dans 

cette œuvre par les pr incipaux astronomes du monde. 

Le premier Numéro vient de paraître (chez tous les libraires). 

I l sera envoyé en spécimen à toute personne qui en fera la de-

mande à l 'éditeur, quai des August ins, 55, Paris. 

Sommaire. 

A nos Lecteurs : Noire Programme. — VObservatoire de •Paris 
( :» figures, représentant l'Observatoire en 1672 et en 1882). — Les 

Comètes (1 l igure: marche de la dernière grande Comète dans 

l'espace).—Paysages lunaires (1 figure).1—Académie des Sciences 
(Communicat ions relatives à l'Astronomie et à la Physique géné-

rale: L'abaissement de la mer à Ant ibes) .—N o u v e l l e s de la Science. 

.— Variétés : Le prochain passage de Vénus. Chute d'un urano-

Hthe. Découverte de nouvelles planètes. Comètes visibles à l'œil 

nu . — L e Ciel en mars 1882: Observations intéressantes à faire 

(5 figures). 

LE j ourna l L'ASTRONOMIE paraîtra le IER de chaque mois, par 

fascicule de 40 pages (abonnement : 12 iY. par an) , et donnera 

ainsi régul ièrement le tableau vivant des conquêtes de la 

Science. 

ERR A TA 

( v o i r s é r i e , t. \ X ) . 

Page 388, ligne 5 en remontant, au lieu de sous des angles dont le 

produit est constant, lisez sous des angles dont les sinus ont un pro-

dui t constant. 

Page 435, lignes 7 et 8, au lieu de aux génératrices, lisez aux 

focales. 

Page 022, équation (5), au lieu de a2, ¡34, y-, lisez (7}— £Jy cos A ) 

( fi2— yacosB ) , (y 7—af) cosC). 

Cette erreur a été signalée par M. Lez. 



STABIL ITÉ DE L 'ÉQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL ATTIRÉ OU 
REPOUSSÉ PAR UN NOMBRE QUELCONQUE DE POINTS MATÉ-
RIELS FIXES PROPORTIONNELLEMENT AUX MASSES E T A 

.UNE PUISSANCE DE LA DISTANCE ; 

Dans ce qui va suivre, nous traiterons seulement le 
cas de l'attraction. Celui delà répulsion se traiterait de 
la même manière; il suffirait de changer les signes des 
masses des points fixes. 

Désignons par mK, m2, m3, . . . les masses des points 

attirants A<, A2, A3, . . . ; par xK , zK, x2, • • • 

les coordonnées de ces points -, par z celles du point 

attiré M ; par u{, . . . les distances respectives du 

point M aux points A,, A2,. . . , et supposons que l'attrac-

tion du point A 4 soit représentée par ? celle de A3 

Si X, Y, Z désignent les composantes de l'attraction 
totale suivant trois axes rectangulaires quelconques, 
011 a 

PAU M. A. LEGOÜX, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble. 

Ann. de M alhéma t., 3e sé r i e , t . I. (Avr i l 1882.) O 
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dans Ja position d'équilibre, on aura 

i ///1(.r1-.r) __ V ( ,ri 

Z ' < 

Z «r2 ~ 

On peut prendre pour origine des coordonnées la 
position d'équilibre du point M, et si I on désigne 
par d2, . . . ce que deviennent alors les . . . , 
on aura 

¿ j ' T 1
 ~ " 

' V ''i 

y d-r ' 

Ceci posé, appelons o la fonction des forces définie 
par l'équation 

d 'Y wt[(.ri — .T)d.R 4- ( rt — Y) dy -+- (z} — z)dz\ 

Y m \ du i 
— — 

d'où 

(. s ) a u ". 

Dans la position d'équilibre, on sait que <p = constante. 
Stabilité ou instabilité de l'équilibre du point maté-

riel. — On écartera très peu le point M de sa position 
d'équilibre, c'est-à-dire de l'origine des coordonnées. 
On considérera les coordonnées du point comme des 
quantités très petites et l'on négligera dans le dévelop-
pement les secondes puissances de ces quantités. 



( M; ) 
Les équations du mouvement seront, dans le cas 

général, 
dt x _ do 

dx* 

d\y do 
dt- dy' 
d-z do 
dt'1 ^ dz' 

ni—rr = 

Développons le second membre d'après la série de 

Taylor, et remarquons que, pour x = y = z = o, 

do do , 
> ~r sont nuls : on aura a y dz 

d-x 
m — m 

dt- ~ 

d'y 
m 

dJÏ = 

(P z ___ 
m 

"~dt2 ~ ~ 

/V/-o\ / d'-o \ / r/-? \ 
\dx-J o \dxdy) \dxdzJ0^f 

( d ï t c ) * + ( ( ^ R I ) O ^ 

( d2o \ ( d2o \ fd2o\ 

D'ailleurs, on trouve pour les dérivées secondes de o 

0 Y f /^i (n -h )mx (xx — x)2 

" S i « î 

7/irL — ( n -H 

dx2 

d2o 
df ~ ¿uY 
d2o 
dz2 

dxdy 

d2o 
= (/i + 2) I dydz 

1 — 
11 

(n-1 (y, — y)2 

-A— 4- — z)2 

m{ ('xx — .r)(y, — y) 

m\( r, • — y)(zA — z) 

— z)(xr — x) 
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On remarque (l'abord que 

d2o d-o d2o , 

En particulier, si n = i et si aucun des uK n'est égal 
à o, on a 

d2* d2* d-o 
dxL dy1 dz1 

c'est le théorème de Laplace dans le cas de l'attraction 
newtonienne. 

Pour simplifier l'écriture, nous représenterons par ¿z, 
c, J\ g, h les valeurs des dérivées secondes de <p 

lorsque x = o, y = o, z = o, 

D'après cela, les équations du mouvement peuvent s'é-
crire 

d~- ce 

m -jj- = ax 4- h y -+ g*, 

( 3) / m = hx -h by 

On intègre sans peine ces équations linéaires simul-
tanées en posant.x =; Âe r f , y — Ber i, z = Cer£ 5 on a 
trois équations linéaires et homogènes en A, B, C; ces 

. . , C B 
trois équations déterminent les trois quantités /*. 
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L'équation qui donne v est la suivante 

nu'1—a —h rr 

h mr%—b — / — oy 

g — f ni r'2 — c 

ou, en développant, 

!

(mr'2Y— (a -h b H- c)(mr2)2 

+ (ab-hbc-h ca — f* — g2 — h2)mr'2 

— abc -+- af1 -l- bg2 -h cii2 — 2 f g h — o. 
On sait que cette équation, qui a une forme identique 

avec celle qui se présente en Géométrie analytique dans la 
recherche des plans principaux des surfaces du second 
ordre, a toutes ses racines réelles. Or, pour que l'équi-
libre soit stable, il faut que z s'expriment par des 
sinus et des cosinus, c'est-à-dire que l'équation précé-
dente ne fournisse que des valeurs imaginaires pour r\ 
il faut donc que l'équation du troisième degré en mr* ait 
toutes ses racines négatives et inégales. D'après le théo-
rème de Descartes, il faut et il suffit que cette équation 
n'ait que des permanences. 

Donc les conditions nécessaires et suffisantes pour la 
stabilité de l'équilibre sont exprimées par les inégalités 
suivantes : 

(5) • a-h b 4- c < o , 

(6) ab -h ac -h bc — — g2 — /i2> o, 

( 7 ) — abc — 2 fgh 4- af2 -f- bg2 -h ch2 > o. 

En substituant à a, b, c leurs valeurs, 011 trouve que 
la première peut s'écrire 

ce qui entraîne 
La transformation des deux dernières inégalités exige 

(5 bis) 



( ) 
(les calculs un peu longs, mais qui se présentent sous 
une forme parfaitement symétrique, et, d'ailleurs, les 
résultats sont fort simples. 

On voit sans peine que l'on a, en posant D — ^ 1 

J ¿a (dt d±)»-r* 

!r — ab~ — S »1, m, (.r, v, — ;VtY, 

àmÀ tll 

En ajoutant membre à membre, on voit que l'inégalité ( 6 ) 
devient 

V 1 mxm* ... ^ 
2 u ç ^ [ C r i - •Vï51 + ( ^ - ^ Y 

-t- — .¿vi'i )-] — (i/i -+-1) D - > o. 

On voit que cette inégalité sera satisfaite si in -f- i o 
ou n 5 — i ' 

Cette inégalité (6) peut, d'ailleurs, s'écrire sous ia 
forme beaucoup plus simple 

(did2) désignant l'angle des deux directions OA< etOA2 

qui joignent l'origine aux points A t et A2. 
La transformation de la troisième inégalité est un peu 

plus longue; mais, si l'on ordonne le premier membre 
relativement aux puissances décroissantes de 72-h 2, on 
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trouve qu'elle se réduit à 

¡ .r, .r, .r. 

1 7 B ¿ S ) 
( /* H- 2 )3 y ïtlx 1)1*111 3 V'i lo .Va 

(rf^rf,)'"-* ¡ ^ 

1 2 SÎ ( d\ d-2 ) , v r v, , v, ^ 

Sous cette forme, on vjoit clairement que l'inégalité 
sera satisfaite si l'on prend des valeurs de n telles que 

On sait, d'ailleurs, que l'équilibre est stable pour 
n = — 2 ou pour n-4- i = — i, car les forces attractives 
sont proportionnelles aux distances et tout se passe dans 
ce cas comme si l'on substituait aux points A2, . . . 
le centre de gravité du système et comme si la masse de 
tous les points y était concentrée. 

On peut, en transformant encore l'inégalité précé-
dente, montrer qu'elle sera satisfaite toutes les fois 
que « + i sera plus petit que zéro ou égal à zéro. 

¿'ï 3̂ 

Remarquons, d'abord, que >1 Vj Vi represente 

six fois le volume du tétraèdre qui a pour sommets l'ori-
gine et les trois points A<, A2, A3; soit V ce volume} 
remarquons, en outre, que d< d2 sin (did2) représente 
une quantité plus grande que 6V-, si l'on désigne par a 
l'angle formé par l'arête d3 ou OA3 avec le plan OA| A2 

formé par les arêtes d{ et ¿/2, on aura 

dadld2 sin (d{ ds) : 
6 V 
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d'après cela, l'inégalité (7) pourra s'écrire 

r62v2 
> 0 , 

[ sin-a 

ou enfin 

m2 m.2 sin - (V/, ¿/,) 

H 3- 36 V'2 
[cos2 a — (/i 4-1 ) sin *] 

(//i d-yd̂  y1̂ -' s 111-a 

Or, sous cette dernière forme, on voit bien clairement 
que l'inégalité sera satisfaite pour des valeurs de n telles 
que 

On conclut de là que les trois inégalités (5), (6), (7) 
seront toujours satisfaites toutes les fois que n < — 1 , 
quels que soient les déplacements du point attiré autour 
de sa position d'équilibre, c'est-à-dire que l'équilibre 
sera stable d'une manière absolue. Si les trois inégalités 
11e sont pas satisfaites simultanément, l'équation du troi-
sième degré en /'2 aura au moins une racine positive; 
xy1 z s'exprimeront par des exponentielles et l'équilibre 
sera instable; c'est ce qui arriverait, par exemple, pour 
/z = 1, c'est-à-dire dans le cas de l'attraction newto-
nienne. 

On aurait pu traiter cette question d'une autre ma-
nière. On sait, en effet, que l'équilibre est stable si la 
fonction o passe par un maximum, et que l'équilibre est 
instable si f passe par un minimum. Or, il est facile de 
voir que l'on a, en négligeant les termes du troisième 

n -h 



degré en x , y^ z, 

u 'ï ~~ d'I I 1 2 d\ 
* 

« ( « + 2 ) (./^,-h VY\ -I- ZZi « 
+ — r — > J . 

d'où 

<? •+• a + c : 2 + - -h 2 ¿ r ^ J ? -h 2 // . r v . 

La question se trouve donc ramenée à celle-ci : trou-
ver les conditions pour que le polynôme homogène du 
second degré ax2-h by2-\- . . . soit constamment néga-
tif. On est ainsi conduit aux trois inégalités (5), (6) 
et (7) déjà trouvées. 

SUR LES SYSTÈMES ARTICULÉS DE M U . PEAUCELLIER, 
HAUT ET K E M P E ; 

PAR M. V. L IGU INE , 

Professeur à l 'Université d'Odessa. 

1. Au point de vue de la Cinématique appliquée, pour 
avoir une connaissance complète d'un mécanisme donné, 
on doit, après avoir considéré la nature des trajectoires 
décrites par ses différents points, étudier encore les 
relations qui ont lieu entre les vitesses de ces points. 

Depuis la belle découverte de M. Peaucellier, le nom-
bre des mécanismes s'est accru de plusieurs appareils 
servant à transformer un mouvement circulaire en un 
mouvement reetiligne ou vice versa. Lorsqu'il s'agira 
d'une application pratique de ces appareils, il sera impor-
tant, pour pouvoir les comparer et en choisir le plus 
convenable, de connaître la loi du mouvement transformé 



( '54 ) 

et les rapports des vitesses des différentes parties du 
mécanisme. Récemment, M. d'Ocagne a déterminé 
géométriquement les rapports des vitesses dans l'appareil 
de M. Peaucellier ( 1 ) . Je me propose, dans cette Note, 
d'établir la relation entre les chemins parcourus dans le 
mouvement donné et le mouvement transformé, ainsi 
que les rapports des vitesses, pour les trois appareils de 
MM. Peaucellier, Hart et Kempe, qui paraissent être, 
parmi tous les systèmes articulés analogues, les plus 
importants au point de vue des applications. 

Ces trois appareils sont représentés sur les fig. i , 2 
et 3 (2). Les tiges y sont indiquées par des traits conti-
nus; les deux points fixes sont toujours désignés par A 
et O, le point décrivant la ligne droite par P et le point 
qui se meut sur une circonférence passant par l'un des 
points fixes, A, par Vi. 

2. Considérons d'abord le système de M. Peaucellier. 
La droite décrite par le point P (fig. 1) est perpendicu-

Fig. 1. 

M ! 

/ 
/ / I /J>\M 

/ J'—7 ' ^ 

¿i^iÀiX—-
A 0 m ¡tc k' 

laire à la ligne des centres; soit TZ le pied de cette per-
pendiculaire. Posons Aiz = <2, Pt: = angle P j O t : = a. 
Dans le triangle rectangle PTCA, l'angle P< AO est égal à 

( ' ) Voir ce Journa l , 2" série, t. X X , p. 

( s ) Pour la description de ces appareils, voir mon Mémoire Sur 

les systèmes de tiges articulées (Nouvelles Annales, :ie série, t. X IV . 

p. 5-jfl). 



car OP, 

( '•>•> ) 

= OA, et l'on trouve 

a 

(i) .v — a tanir-• 

C'est la relation qui lie l'espace rectiligne parcouru 
par le point P à l'angle décrit dans le même temps par 
la tige 0P<. 

Pour obtenir le rapport des vitesses dans ces deux 
mouvements, il suffit de différentiel* l'équation (i) rela-
tivement au temps t\ on obtient 

ds a eh 
dt a dt 

2 cos- --

Or, ~ est la vitesse ^ du mouvement rectiligne du 

d% 
point P et — est la vitesse angulaire to de rotation de la 

tige OP, autour de O-, donc 

c a 
co a 

2 cos1 -

La rotation de 0PA étant uniforme, la vitesse du point 
P variera en raison inverse du carré du cosinus de l'angle 

la formule (2) montre que cette vitesse ne s'annule 

jamais* 
Tirons P m parallèlement à P|0. Le triangle isoscèle 

A w P donne 
AP 

A m 
OL 

2 cos-
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ou bien, puisque A~=a = APcos*, 

A m — 
2 C O S — 

2 

Donc, eu égard à l'équation (2), 

- nz A m, 
tt> 

construction trouvée par M. d'Ocagne. De plus, en 
désignant respectivement par Q et Q' les vitesses angu-
laires de rotation des tiges AM et A7 M autour du point A 
et en prolongeant les droites MP, PM' jusqu'à leurs 
intersections A et k' avec la ligne des centres AO, on a, 
comme l'a démontré M. d'Ocagne, 

il ' 1ï 
Donc 

( 3 ) v = w. A /> 1 — a. A k = i V'. A k '. 

Telle est l'expression géométrique des relations entre 
les vitesses y, w, Q, des divers mouvements à consi-
dérer dans le système de M. Peaucellier. 

3. Dans l'appareil de M. Hart (fig. 2) la droite PTZ 
décrite par le point P est aussi perpendiculaire à la ligne 
des centres AO. En posant 

A71 = rt, P7r=z:i, angle PtO//i — a, 

le triangle rectangle A T T P donne, comme précédemment, 
eu égard à ce que OPT = O A , 

(4) s - « tangî; 

le rapport de la vitesse v> de P à la vitesse angulaire to 
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de OPÎ est donc aussi 

On voit que la loi du mouvement rectilîgne dans 

Fig. a. 
i i 

m 
A 

l'appareil Hart et le rapport de vitesses établi par ce 
système sont précisément les mêmes que dans l'appareil 
Peaucellier. 

Outre les vitesses v et co, dans le mécanisme Hart, on 
n'a à considérer que la vitesse angulaire iî de la tige MM' 
autour du point A. Cherchons à construire graphique-
ment les rapports entre ces trois vitesses to et Q. 

Le point M se déplace sur la circonférence de rayon AM 
et le point décrit la droite PTC J par conséquent, le centre 
instantané de rotation relatif au dépl acement de 1 a tige MJN ' 
se trouve au point d'intersection i de AM prolongée avec 
la perpendiculaire PI à PTT, et l'on a, en désignant par v* 
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la vitesse (lu point M, 

y __ Vi 

Or, v = i l .AM; donc 

v __ Vi. AM  
S ~ Mi ' 

Prolongeons PM et AO jusqu'à leur rencontre en k. 
Les droites AZr, Pi étant parallèles, la similitude des 
triangles MPi, M k A donne 

Vi \k ,, P/.AM 
m7 " Â \ Ï ' ( , o ù T i r : : A L : 

don e 

(f,1 l- = \A, 

Pour construire le rapport des vitesses v et w, obser-
vons que les points P, et M' décrivent respectivement les 
circonférences de rayons OPj etAM'} le centre instantané • 
relatif au déplacement de la tige M'N se trouve donc au 
point h et Von a. en désignant la vitesse du point P* par 
v" et celle du point M' par 

^ - M / l 

V'~ YJi' 

Mais Q.AM', w.OP, ; donc 

12. A M/ __ M ' H 12 _ M ' H . O P , 

C O . O P I ~~ L \ H ° U W P J / I . A M ' " 

Multiplions cette équation et l'équation (6) membre à 
membre-, il vient 

R _ M V ? . O P 1 . A X 

(O P , //. A M ' 
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Tirons Ar parallèlement a M'P< -, on a 

M ' A __ l\h 

A M ' ~ 

et 
c _ o i y vA 
co " P , /• 

Menons la droiteP mparallèle à P<0 et prolongeons A/' 
jusqu'à sa rencontre avec Pm en w. 

Les triangles PAZ, AP^sont égaux, comme ayant un 
côté AP commun et les angles PAA", kPA respectivement 
égaux aux angles APw, PA u ; donc Ak = Pu et 

r __ OP,.Pu 

co \\ r 

Les triangles semblables PAu, P< Ar donnent 

V u _ A P ï v ~ â î v 
et les triangles semblables PAm, P<AO 

A P _ Pjn 
M \ ~ OP/ 

d'où, eu égard à ce que Pm = Ain, 

P u A m 

I V ~ Ô P " i ; 

donc 

En réunissant les équations (6) et ( 7),on trouve pour 
l'appareil Hart 

( 8 ) c — o j . A m = a . A Â . 

i . Passons, enfin, au système de M. Kempe, représenté 
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par la fi g. 3. La droite décrite par le point P est toujours 

FIG. 3. 
Ai 

/X 
K ! \ 

x N 

' - m 

perpendiculaire à la ligne des centres AO, mais elle 
passe maintenant par le point fixe A. Posons 

AN7 = Pt IV = P,0 = AO = I, 

AN = PN = PjN = h, AP = S, 

angle AOPi = a, angle ANPt = ¡3. 

Le triangle isoscèle ANP donne 

¡3_a « ? • «\ 
s — 2 1* sin — 2 sm- cos cos- sin- ) • 2 \ 2 2 2 2/ 

D'autre part, on trouve, en considérant les triangles 
rectangles ACN, ACO, 

d'où 

AC — L sin — m / sin-) 
2 2 

. 3 / . a 3 / P . oa 
sin - — s i n - , cos - — 1 / i —r-sin2--

2 Li 2 2 V l\ 2 

ß ß En portant ces valeurs de sinket cos^ dans l'expression 

de ò-, on obtient, après quelques réductions, la relation 
cherchée entre ^ et a pour l'appareil Kempe, 
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Pour avoir le rapport de la vitesse du point P à la 

vitesse angulaire w de la tige OP4, mettons l'équation (9 ) 
sous la forme 

, . . . a / l2 . a 
/ sin a — s ~ iL sin- i / 1 — -y? sin2 - 5 

2 y l\ 2 

et élevons les deux membres au carré; il vient 

OC OL 
l1 sin2 a — 2 ls. sin a 4- s2 — [\l2 sin2 4 /2 sin4 - • 

2 2 

Diiférentions cette équation par rapport au temps l \ 
nous aurons 

ds x -7-(/sin a — s) 
dr 

l2 sin a cos a — ls cos a — l2 sin a 4- 2 l2 sin a sin2 -
ift V 2 

, . . ds da 
ou bien, puisque == = to, 

ot 
/cosa(/sina—,ç) 4- sina(2/2 sin2 - —1 /? ) 

(> 2 

OJ /sin a — 5 ' 

ou enfin, eu égard à l'équation (9), 

l2 • 27?sin- 1 
/ \ r / / a " 2 (10) - — /cosa -h ^ cos-

O) 1 / • 
V , - 7 [ 8 , n â 

Occupons-nous maintenant de l'expression géomé-
trique des rapports entre les vitesses v, 10 et la vitesse 
angulaire Q de la tige AN autour du point A ; ces trois 
vitesses sont les seules qu'il y ait lieu de considér er dans 
l'appareil Kempe, la vitesse angulaire de la tige AJV 
autour du point A étant évidemment égale à celle deOPî 
autour de O. 

Le point P décrivant la droite AP et le point N la 
Ann de Matkémat., 3 e sér ie , t . 1. (Avr i l 1882.) I I 
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circonférence de rayon AN, Je centre instantané relatif 
au déplacement de la tige PN se trouve au point d'in-
tersection/de la perpendiculaire P ¿à AP avec la ligne AN 
prolongée. Donc, en désignant la vitesse du point N par 

_ Pi 

7 ~ NT 

ou, comme vf = Q. AN, 

c _ Pi.AN 
a ~ Ni 

Mais, si Ton prolonge PN jusqu'il la rencontre de k avec 
AO, on obtient deux triangles isoscèles égaux PNi, 
AN A-, dans lesquels AN = Ni, Pi = AA; il vient donc 

Il nous reste à construire le rapport ^ • A cet effet, 

considérons le déplacement de la tige NP< -, ses deux 
extrémités se meuvent sur les deux circonférences de 
rayons AN et OP{ ; le centre instantané du déplacement 
considéré se trouve donc au point h et l'on a, en désignant 
par v" la vitesse du point P<, 

— ^ 
? ~ P i h ' 

Or / = Q . A N , v^^co.OPt} l'égalité précédente de-
vient 

12. AN _ N h 12 N h. OPt 

w.OPj Pt/i 0 U to Pj A. AN 

Multiplions cette équation et l'équation ( n ) membre 
à membre; on trouve 

_ NA.OPt.A A' 
co ~~ Pj/i.AN 
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Tirons Ar parallèlement à NP, ; cette droite coupera 
le prolongement de OP* en un point r et l'on aura 

N h ___ AN 
P j / l " PiT* 

Donc 
e __ OP t.AA 
co ~ Pi r 

Sur le prolongement de N'A, portons AA< = AN'; la 
droite P,N prolongée rencontrera N'Ai en u ; joignons uk 
et menons la droite A, m parallèle à uk\ on a 

AA! A m 
Au A k ' 

ou, comme AA, = OP4, A u = Pf /*, 

OP, km „ OP, .A* 
P77 = A k ' d o ù - p r r - = A m ' 

et il vient 
v 

(12) — — km. 
(O 

On a donc, d'après les équations (11) et (12), pour 
l'appareil Kempe, les relations 

(13) v — u.km = Q.Ak. 

NOTE SUR LES PARAROLOIDES DU SECOND ORDRE 
OSCULATEURS AUX SURFACES; 

PAR M. A. P ICART . 

1. L'équation d'une surface peut toujours se mettre 
sous la forme 

Z-z=p(X-x) + q(Y-y) 

+ ]r(X — a>)* •+- 2 s ( X - x ) ( Y - y) + t(Y-

+ T T O [ " ( X _ x ) 3 + 3 " ( X )2 ( Y 

+• 3m/(X — a?) (Y— r)î + ,v(Y— j)»] -f-
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X, Y, Z désignant les coordonnées variables, x, y, z les 
coordonnées d'un point particulier de la surface, p, q, 
/', s, f, m, v, M/, w, ... les valeurs des coefficients diffé-
rentiels de divers ordres^relatives à ce point. 

2. Si l'on borne le développement (i) aux termes du 
premieridegré, on a l'équation du plan tangent au point 
(x, y, z)\ si on le limite aux termes du second degré, on 
a l'équation d'un paraboloïde oseulateur du second 
ordre; aux termes du troisième degré, on a un parabo-
loïde oseulateur du troisième ordre, et ainsi de suite. 

• 

3. L'intersection de deux plans tangents infiniment 
voisins et la ligne qui joint leurs points de contact (x,y,z) 
et (x -f- dx,y -+- dy, z -f- dz) sont les directions de deux 
diamètres conjugués d'une courbe du second degré située 
dans le plan tangent au point (.r, j , z) et ayant pour 
projection sur le plan des x y 

(2) r (X — x)2 + 25 (X — x) (Y — y) 4- t(Y —y)2 ~ const. ; 

c'est Y indicatrice de Dupin. 
En efïet, on obtient l'équation de la projection sur le 

plan des xy de l'intersection des plans tangents aux 
deux points infiniment voisins 

(x,y,z), (x H- dx, y -f-dy, z H- dz) 

de la surface, en diflerentiant l'équation du plan tangent 
relativement à x,y, z, savoir 

dp(X — x) + dq(Y — j ' ) = o, 

et les deux directions 
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satisfont à la condition des directions conjuguées 

^ dp dy ^ / dy dp\ ^ ^ 

dq dx \dx dqJ 1 

qui n'est autre que l'identité 

dp rdx -H sdv dq s dx 4- t dy ' 

dans l'équation ( i ). 

Cette équation, lorsque la constante est supposée in-
finiment petite, représente la projection sur le plan des 
xy de l'intersection de la surface par le plan tangent, 
transporté infiniment peu parallèlement à lui-même. 

4. Si l'on considère de même les paraboloides oscil-
lateurs du second ordre en deux points infiniment voi-
sins (x,y, z), (x- i - dx,y -h dy, z 4- dz), on reconnaît 
facilement qu'ils se coupent suivant deux courbes planes 
ayant pour projection sur le plan des xy 

(3) dr(X — x)2 4- (X — x) (Y— y ) 4-¿/¿(Y—T')2 — 

et les tangentes à ces deux courbes en leur ;point d'in-
tersection (x,y, z) constituent le diamètre conjugué de 
la ligne des contacts par rapport à une courbe du troi-
sième degré située dans le plan tangent en ( x , y , z), et 
ayant pour projection sur le plan des xy 

} \ -1- 3ui (X — x) (Y — y)2 4- sv (Y —y ) * — const. 

Cette équation, lorsque la constante est infiniment 
petite, représente la projection sur le plan des xy de 
l'intersection de la surface par le paraboloide osculateur 
transporté infiniment peu dans le sens de l'axe des 

De plus, ces tangentes d'intersection sont toujours, 
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quel que soit le déplacement du point de contact, deux 
diamètres conjugués d'une courbe du second degré si-
tuée dans le plan tangent et ayant pour projection sur le 
plan des xy 

(uw — v2) (X — x)2 4- ( uw — viu) (X — x) (Y — y) 

-H (vw — UL2) (Y — y)2 — const. 

5. On pourrait étendre ces considérations aux parabo-
loides osculateurs d'ordre plus élevé et l'on arriverait à 
des conclusions analogues. 

6. Mais ce que nous voulons étudier surtout, c'est 
l'enveloppe des paraboloides osculateurs du second 
ordre qui ont leurs points de contact sur une ligne 
donnée. 

On obtient l'équation de cette enveloppe en élimi-
nant x entre les équations 

j Z-z=p{X-x)+qÇl-y) 

( dr(X — x)2-}- 2ds (X — x) (Y — y) + dtÇÎ — j)2 = o, 

dans lesquelles z une fonction de x et y donnée par 
l'équation de la surface, etj^une fonction de x dépendant 
de la ligne que l'on considère. Quant à la caractéristique 
de cette enveloppe, elle est représentée par ces deux 
mêmes équations où l'on regarde x comme un para-
mètre constant. Elle se compose généralement de deux 
courbes planes distinctes, dont l'équation (3) représente 
la projection sur le plan des xy. 

7. Supposons que, le long de la courbe qui dirige le 
mouvement de l'enveloppée, il existe entre les différen-
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tidies dr, dsy dt la relation 

(7) ds2 — drdt\ 

alors les deux branches de la caractéristique se confon-
dent en une seule, et l'enveloppée a avec l'enveloppe, le 
long de cette courbe unique, un contact du second 
ordre. 

En chaque point de la surface il y a deux directions 
pour lesquelles la relation (7) est satisfaite, car cette 
relation peut se mettre sous la forme 

ou 

(8) (tw — m2) (uw — t'w) + u m — = o. 

On voit que ce sont les directions asymptotiques de la 
courbe (5), comme on devait s'y attendre. Il existe donc 
sur la surface un double système de lignes (réelles ou 
imaginaires) le long desquelles l'enveloppe des parabo-
loides osculateurs a un contact du second ordre avec ses 
enveloppées. L'enveloppe est alors définie par les deux 
équations 

Z — —P (X — x) + q(Y — Y) 

+ [r(X-xy + 2s(X-x)(Y-y) + t(Y-y) 

auxquelles il faut ajouter la condition (8). 

8. Remarquons maintenant, et c'est là l'objet prin-
cipal de cette Note, que les coefficients différentiels du 
second ordre R, S, T relatifs à l'enveloppe, étant les 
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mêmes, le long de chaque caractéristique, que les coeffi-
cients r, s, t relatifs à l'enveloppée correspondante, res-
tent constants le long d'une même caractéristique, et que, 
par suite, les rapports des variations dR, dS, dT que 
subissent ces coefficients pour un déplacement infiniment 
petit effectué sur l'enveloppe, à partir d'un point, sont 
indépendants de la direction de ce déplacement. Or on a 

d R = LV/X 4-VdY, 
dS =z YdX 4- LU dY, 

dT — LU dX 4 -Wdy; 

donc, sur toute l'étendue de l'enveloppe, les rapports 

U ^ LU 
V ' LU' W 

doivent être égaux, c'est-à-dire que l'équation finie de 
l'enveloppe vérifie les équations aux dérivées partielles 
du troisième ordre 

U _ __ LU 
V LU ~ W 

ou 
V"2 — U LU2, LU2 = VW f UW — YLU, 

dont la dernière est une conséquence des deux premières. 
Nous avons donc ainsi une intégrale commune aux 

deux équations 

(10) Y 2 = U L U , IU2 = VW. 

Si l'oli regarde z comme une fonction arbitraire F de 

x et y, et y comme une fonction/ de x ayant pour dé-

rivée j/ , et qu'on donne à P, Q, 5, M, V, IU, iv leur 

signification bien connue, cette intégrale commune pro-

vient de l'élimination de x entre les équations 

/ v) 

( i l ) ! 4- — [r(X—d?)2-H25(X —J?)(Y — r ) - h i ( Y —,y)s], 
* 1 . 2 

f ( „ + C / ) (X — x) 4- ( r 4- m vr) (Y — v) ~ o, 
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avec la condition 

(vw — ta2)y'2 -+- (uw — viu) y' 4- uiu — v2 = o, 

ou, en tirant de la seconde de ces équations la valeur 
de y pour la porter dans la troisième, de l'élimination 
de x entre les deux équations 

^ z~p(X x) -\r q {Y — y) 

| (uiu — v2) (X — x)2-{- (uw — rw/) (X — x) (Y — y) 

-f- ( vw — m2 ) (Y — y)2 — o. 

9. De là le mode de génération suivant des surfaces 
définies par les équations ( IO) : 

Si Von prend une surface quelconque 

£ — F (x, y) 

et quon détermine sur cette surface le double système 
de lignes 

y=f(x) 

défini par Véquation différentielle 

cls2 = dr dt, 

les enveloppes des paraboloides osculateurs du second 
ordre menés le long de ces différentes lignes sont autant 
de surfaces satisfaisant aux deux équations 

V2 = ULU, IU 2 = V W . 

10. Il est du reste facile d'obtenir l'intégrale générale 
de l'une de ces équations, par exemple V2 = UÍU. 

On voit sans peine que l'intégrale première est 

(i2) r-=zo(s), 
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ç désignant une fonction arbitraire, et que cette der-
nière équation a pour intégrale 

(13) p — ^(a) -h^cp(a) 4-aj, 

ty étant la caractéristique d'une nouvelle fonction arbi-
traire, et a une fonction de x et y définie par l'équation 

(14) ^O) -+-#<»'(«) -H J = o. 

Il reste donc à intégrer le système des équations ( i3 ) 

et ( . 4 ) . 

L'équation (i3) donne 

- — -4- .x1 ? a V') dx - h 0 ( / ) 

ou, en intégrant par parties, 

(15) 5 = + + fxodx-+0(y), 

0 désignant une troisième fonction arbitraire. 

Il faut remarquer que l'intégrale est prise par rapport 
à x , y étant traité comme une constante. 

Substituons à x la variable a. L'équation (i4) nous 
fournit la valeur de x en fonction de a, savoir 

d'où l'on tire 

dx : 
(y-f-^çp" — cpy 

Portant ces valeurs de x et dx dans (i5) sous le 
signe on obtient 

c — - + - a y) 

H- n ^ ^ ^ ' ^ - ^ h d ^ - H r ) • f * o'* 4 
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ou 
/ z — œtf -+- xy) 

Cette équation, jointe à la relation (i4)i constitue 
l'intégrale générale de l'équation du troisième ordre 

V* = ULU 

ou de l'équation du second ordre équivalente 

On formerait de même l'intégrale de l'équation 

I U 2 — VW ou t = v(s). 

Remarquons que, lorsque Q(^) est une fonction du 
second degré en y , la surface représentée par les équa-
tions ( i4) et (16) peut être regardée comme engendrée 
par le déplacement d'une courbe du second ordre. 

SOMMATION D'UNE SÉRIE REMARQUABLE ; 

PAR M . MAURICE D ' O C A G N E , 
Élève de l 'Ecole Polytechnique. 

Dans un Mémoire inséré aux Annales de Gergonne ( * ), 
de Stainville considère une série remarquable dont il 
étudie les propriétés et fait diverses applications. 

Gergonne (2), puis Ampère (3) sont revenus sur 

( ' ) Tome IX , page 229. 

( s ) Tome IX , pages 261 et 270. 

( r ) Tome XV. page 069. 
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cette série, simplifiant les démonstrations du premier 
auteur, poussant plus loin les conséquences de son théo-
rème; mais aucun de ces géomètres ne s'est occupé de 
la sommation de cette série; cette recherche fait l'objet 
de la présente Note. 

La série de Stainville est 

z z2 
i 4- a - 4- a(a-\- k) — . . . 

I 1.2 

+ fl(fl - h k) . . . [a + (n — i ) A ] 1.2 . . . /i 

prise pour les v aleurs de z y ? et que je représenterai 
n 

par S (a, k). 
La propriété fondamentale de cette série, démontrée 

dans les Mémoires cités, consiste en ce que 

Cela posé, dérivons S (a, À ) par rapport à z, 

ilS(a.k) , ,sz 
dz I 

L V J I.2...(/l—I) 

= a J^i 4- (a -h k) ^ 4-. • . 

+ (a-hk)...[a+(n-i)k] V^ - + ...] 
L J 1 . 2 . . . ( A i I ) J 

= flS(a-h/i, À ), 

ou, d'après la propriété fondamentale, 

dS(°'k) =aS(a,k)S(k,A). 
ci*» 

Mais 
S (k, = i + h + knzn 4-.... 

Or 
i . 

-s < j ou kz < i. 
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Donc, 

S(M-)= ' i — ks' 
par suite, • 

dS(a, k) _ a 

— d T ~ -T^Tz^0'^' 
ou 

dS(a, A) dz 

S ( a , A ) (i-kz) 

Intégrons alors, en remarquant que, pour z = o, 
S A) = o ; nous avons 

logS(«, = — | log(i —Ag) , 

et, en remontant des logarithmes aux nombres, 

a 

S(a, k)-=(i — kz)~J' 

SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DE LA FORME 

(xP— aP) = o; 

PAR LE P. BERLOTY. 

THÉORÈME. — Soit 

¥(x) — A0xm 4- Xlxm~i 4- . . . -+-Am , 

A0, A , , . . . étant des constantes et m un entier. La 
condition nécessaire et suffisante pour que l'équation 

admette les p racines de l'équation 

oc? — aP — o 

est que ces p racines appartiennent à chacune des èqua-
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tions obtenues en annulant les p polynômes formés par 
la somme des termes pris dans F(x) , de p en p, succes-
sivement à partir du ier, du 2e, ,du pieme, c est-à-dire 
aux équations 

vt(x) = A0xm H- Apxmrp-h . . . H- Anpxm~nP-h ... = o , 

«p* = A,_t j?'»-^1 -h . . . + . . . = o, 

— -h . . . = o . 

En effet, si F ( x ) = o admet les racines de l'équation 
x p — a P = o, c'est-à-dire si l'on a identiquement 

F (x) — (xP — ap)ty(x)y 

les p transformées en 

X X X X , , ... y y 
« i a i z p 

( a n a2, . . . , a/, . . ., a^ désignant les racines de l'équa-
tion x P — i = o) devront admettre ce même facteur 
dans leur premier membre, car le binôme xP — aP ne 
change pas par cette transformation. 

Réciproquement, soient 

(2) A ( x ) z = 0 , f2(x) — Oy . . . , fp(x)~0 

les p transformées; si les polynômes/i,/^? • • • > fp ad-
mettent xP — aP comme facteur, il en sera de même de 
F(.r) ; car x P — aP ne change pas quand on y remplace 
x par cCiXy et ce changement fait dans fi(x) reproduit 
F ( x ) , quel que soit l'indice i de i à p. 

Cela posé, tenant compte des relations 

a ^ — i , a ? * * = a ? L
 1 ? l 

et chassant les dénominateurs, on obtient, pour la trans-
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formée^} (x) = o, 

fi (x) — A0xm H- a^ Aj xm~l -+- zf A2xm~2 H- . . . 
-f- a?"1 Ap_j H- Apœm~P 

-h + . . . = o, 

ou bien, en remarquant que la première colonne n'est 
autre que cpj(.r), la deuxième que ^2(^)5 etc., 

( 3 ) / / = - H A / ? 2 " H A / ?3 " H -

On a donc aussi, en faisant la somme des équations sem-
blables, multipliées respectivement par la puissance 
p—j de la quantité a correspondante (/ étant un en-
tier pris entre o et p — 1), 

( S a r V / = ? i S « r y + ?»2af- y + 1+ . . . 
( 4 ) ) 

( -+- . . . = 0 , 

i prenant sous les divers signes S toutes les valeurs en-
tières de 1 à p. 

D'ailleurs, d'après les propriétés connues des racines 
de l'unité, 011 a, suivant que l'exposant ¡JL est ou non 
un multiple de p, 

S a J — p , ou S a J = r o . 

Si donc on remarque quc fi (x) contient les seules 
puissances o, 1, 2, . . . (p — 1) de a/, on voit sans 
peine que, dans l'équation (4)5 tous les termes s'éva-
nQuissent, sauf le seul terme cpy+i S af, d'où l'on conclut 
que, si toutes les équations (2) sont satisfaites par les 
racines de l'équation x p — aP = o, il en sera de même 
de l'équation 

Or j est quelconque entre o et p — 1 ; donc les p équa-
tions (1) 

?i= :°> ?2 = °> = 0 
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admettent au premier membre xP — aP comme facteur. 
A leur tour, si les équations (i) sont satisfaites par les 
racines de l'équation xP — a P = o, les équations (2) le 
seront aussi; car chacune de ces dernières, d'après la 
formule (3), n'est autre qu'une composition linéaire et 
homogène des polynômes o f , <p2} <?/>• 

Ainsi se trouve établi le théorème proposé. On peut 
l'énoncer dans les termes suivants : 

La condition nécessaire et suffisante pour que F (or) 

soit de la forme (xP — aP) <]> (x) est que les polynômes 

<p2} • • soient de la même forme. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE 

(DEUXIÈME SESSION, 1 8 7 9 ) . 

S O L U T I O N D E M . J . A U Z E L L E . 

Élève du Lycée de Moulins. 

On donne un carré PQP'Q' , dont la demi-diagonale 
O P = OQ = n. 

i° On demande d'écrire Véquation générale des co-
niques tangentes aux quatre côtés de ce carré, en dis-
tinguant les cas ou ce sont des ellipses, des hyperboles 
ayant leurs sommets sur OPa:, des hyperboles ayant 
leurs sommets sur OPj^, ou enfin des paraboles. % 

20 On considère l'une quelconque des ellipses inscrites 
dans le carré; sur son demi-axe OA, comme hypoté-
nuse, on construit un triangle rectangle OA 5, dont le 
côté As a une longueur fixe donnée As = K; sur la di-
rection de Vaxe OA, on prend une longueur OS = Os 
et on construit une hyperbole équilatère ayant son 
centre en O et Vun de ses sommets en S; cette hyper-



hole coupe Vellipse considérée au point M. On demande 
d'écrire l'équation lieu des points M. 

3° On discutera la nature et la position du lieu, sui-
vant la grandeur de la ligne donnée K et suivant que 
OA est le demi-grand axe ou le demi-petit axe de l'el-
lipse considérée. 

i° Les diagonales d'un parallélogramme circonscrit à 
une conique sont des diamètres conjugués; il en résulte 
que les droites PP' et QQ' sont des axes. Soit alors 
l'équation cherchée 

A.r2 -h G y2 + F = o. 

En exprimant que P'Q est tangente à ces coniques et 
prenant A = i, on obtient la relation 

n2 — (C-M)(/i*- f-F)~oi 

par suite l'équation demandée est 

On peut avoir des ellipses, des hyperboles ou même 
des courbes du genre parabole. Si i es hyperboles ont 
leurs sommets surOPx, leur intersection avec OQjy doit 
donner deux valeurs imaginaires de y, ou deux valeurs 
imaginaires de x, si ces sommets sont sur O Q j \ En 
exprimant qu'il en est ainsi, on trouve les résultats 
suivants : 

C > o ellipses, 
_ _ _ ( C < — i sommets sur OP¿c, 

C < o h y p e r b o l e s \ 
( G > — i » OQy, 

G — o droites doubles. 

2° et 3° L'équation (i) s'écrit 

x2 y2 

â H = 1-

C + i G + I 

Ann.de Mathémat3e série, t . I . (Avril 1882.) 
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Si nous considérons d'abord le triangle rectangle con-

struit sur OA comme hypoténuse, l'hyperbole équilatère 
Ci /i~ 

dont la longueur de l'axe est ~ K 2 a évidemment 
Li - h I 

C n2 
pour équation x2— y2 = — — K 2 . L'élimination 

de C entre cette équation et l'équation de l'ellipse don-
nera le lieu. 

R2 y2 
On obtient facilement C = 7-̂ — et la substitution 

y 
donne 

K2(x2 —y2 h- K2) = n2(K2 — y2). 

La nature du lieu dépend du signe de K 2 ( K 2 — n2). 
Ce produit est toujours négatif, car, si l'on supposait 

/z, le triangle rectangle OA.9 serait impossible. 
Le lieu est donc toujours une ellipse. 
Considérons mainLenantle triangle rectangle construit 

sur le petit axe de l'ellipse comme hypoténuse. 
L'hyperbole équilatère devient 

n2 

y C -Hi 

En éliminant toujours C, 011 a C -h 1 et par suite C 
tiré de cette équation; en substituant dans l'équation 
de l'ellipse, il vient 

(x2 — y2 -+- K2) [ 2 (tt2 — r2 ) 4- K2 — n2] -h n2y2 = o, 

qui est l'équation du lieu. 
Posons, pour le construire, x2 — y 2 -f- K 2 = t : 

¿(K2 H - TZ2 — ït) 2 _ t(K.2 H - 2n2 — 2 — K 2 f i 2 

Le dénominateur étant une constante, il n'y a qu'à 
chercher entre quelles limites doit varier t pour que les 
numérateurs soient en même temps positifs. 
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Le coefficient du terme en t2 étant négatif dans les 

deux numérateurs, t doit être compris entre les racines, 

qui sont par ordre de grandeur o, ? 7?2. t ¿0it 

K2 K2 + /ia 

donc etre compris entre — et 
r 2 2 

La courbe étant symétrique par rapport aux deux axes, 
il suffit de la construire dans le premier quadrant. Pour 
avoir le sens des variations éprouvées par x et j , il suffit 
de considérer la dérivée du numérateur dey2 et celle du 
numérateur de x2 ; alors la discussion, qui n'offre plus 
de difficulté,'peut être résumée dans le tableau ci-des-
sous. 

t. x'. X. y'. y. 
k 2 

2 
0 

K. y/2 

2 

croît -f- croît croît 
K- + n* r~ 

V 0 
K 2 h- /i2 

max. — 
K- + n* 

2n y/2 
croît -b croît — décroît 

K 2 H- 2 /¿2 

4 
0 

2 wa — K 2  

max. —-
111 y/2 

— décroît 

croît — décroît — décroît 
K 2 -h n~ 

0 1 V 2 
0 

On peut remarquer que t ne pouvant être infini, et 
par suite, ni x ni yr, il n'y a pas de branches infinies. 

La courbe étant symétrique par rapport aux deux axes, 
les tangentes aux points pour lesquels on a x = o ou 
y = o sont perpendiculaires soit à Oy soit à Ox*, comme 
les maximums correspondent aussi à des tangentes pa-
rallèles aux axes, on voit que l'on a en tout douze tan-
gentes. 
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En tenant compte des grandeurs relatives des valeurs 

y 

/¡\ / ; \| 
t f 

V ; - - t i 1 
j 1 \ J i 

( : ! 1 

1 
1 

—r-

0 

\ 

V ! ! M 1 H t 
M 

- - H 
ih \ 

de .r et de y qui correspondent aux points du lieu, on a 
une courbe dont la forme est celle indiquée ci-dessus. 

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 
PROPOSÉE AU CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1 8 8 0 ; 

Par M. J . B O U D È N E S , au lycée d 'Av ignon . 

On donne un ellipsoïde, et I on considère un cône 
ayant pour base la section principale de l'ellipsoïde 
perpendiculaire à l'axe mineur ; ce cône coupe V el-
lipsoïde suivant une seconde courbe située dans un 
plan Q. 

i° Le sommet du cône se déplaçant dans un plan 
donné P, trouver le lieu décrit par le pôle du plan Q 
par rapport à l'ellipsoïde. 

2° Ce lieu est une surface du second degré S : on de-
mande de déterminer les positions du plan P pour les-
quelles le cône asymptote de cette surface S a trois 
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génératrices parallèles aux axes de sy métrie de l'el-
lipsoïde. 

3° Le plan P se déplaçant de façon que la surface S 
satisfasse aux conditions précédentes, trouver le lieu 
des foyers des sections faites dans ces surfaces S par un 
plan fixe R perpendiculaire à V axe mineur de Vel-
lipsoïde. 

4° Trouver la surface engendrée par la courbe, lieu 
de ces foyersy quand le plan R 5e déplace parallèle-
ment à lui-même. 

i° Le plan polaire d'un point (a, [3, y), par rapport à 
l'ellipsoïde 

x2 y2 z2 

—i + — i = o, 
a2 b2 c2 

a pour équation 

ax S y y z 
ô "+" Tj + -4- — I = 0 . a2 b2 c2 

Toute surface du second degré passant par l'intersec-
tion de ce pian, du plan des xy et de l'ellipsoïde, est com-
prise dans l'équation 

-, x X2 y2 z2 

/(*, y, = + 

. fci.x S y vz \ 

et cette équation représentera un cône, si l'on a 
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Les coordonnées z) du sommet du cône satisfont 
de plus à l'équation du plan P 

Ix -h my -f- nz -=z. p, 

qui, jointe aux quatre équations précédentes, nous donne, 
par élimination de \ x , y, z , le lieu du pôle (a, p, y) du 
plan Q. 

On trouve ainsi l'équation 

( /a -h m ¡3 -f- ny — p)2 /a2 ¡32 f 

a2 : b2 ' c2 x ' ~ 

qui représente une surface S du second degré circonscrite 
à l'ellipsoïde le long de sa courbe d'intersection avec le 
plan P. 

2° Le cône asymptote de cette surface, étant parallèle 
au cône 

+ -h /¿Y)2 /a2 ¡32 7 

il2 c1 \a2 b2 c2/ 

aura trois génératrices parallèles aux axes de l'ellipsoïde, 
lorsque ce dernier contiendra les trois axes de symétrie, 
ce qui exige que l'on ait 

± 7 = ± - = ± " ; 

a b c 

en sorte que les plans P, dans ces cas particuliers, au-
ront pour équations 

¿r y z 
± A ' = : O 

a b c 

Donc la surface S aura trois génératrices parallèles aux 
axes de l'ellipsoïde, quand le plan P sera parallèle à 
l'une des huit faces, parallèles deux à deux, de l'oc-
taèdre régulier qui a pour sommets les six sommets de 
l'ellipsoïde. 
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3° Considérons l'un des huit plans 

x y z 
h " ; H k — O . a b c 

La surface S correspondant à ce plan devient 

Un plan 
5 = P 

perpendiculaire à l'axe mineur de l'ellipsoïde coupe cette 
surface suivant une conique dont le foyer aura pour 
projection, sur le plan x y , le foyer de la conique pro-
jection. 

On sait que le foyer de la courbe projection est défitii 
par les équations 

ab b\ c \ ab •iH)]" 
et 

c2 ab \ c) \a b 

La première se décompose en 

x -h y — (^k — ^ {a b) — o, 

= o. 

L'élimination de k entre l'une de ces deux dernières 
équations et la précédente donne les cylindres 

•2 / 02 N 

a ' b . * ' \ ca 
(À) ±. + 2L = { a + b ) ( i - £ 

(B) £ - £ = ( « _ * ) ( • - £ a 

et les courbes d'intersection avec le planR, perpendicu-
laire à leurs génératrices, constituent le lieu cherché. 
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Ces équations sont indépendantes du signe de c. Par 
suite, chaque cylindre, en prenant pour P les quatre 
plans donnés par les diverses combinaisons de signes 
sur a et è, nous fournit quatre coniques. 

Le lieu se compose donc de huit coniques. 
4° Les surfaces engendrées par ces coniques, quand 

le plan R se déplace parallèlement à lui-même, seront 
représentées par les équations obtenues par l'élimina-
tion de p entre les équations (A) ou (B) et l'équa-
tion z = p. 

Ces équations résultantes sont 

y2 z2 _ 
a (a -+- b) b(a-\- b) c2 ' ' 

x2 y2 z2 

a (a — b) b(a — b) c2 

La première représente un ellipsoïde et la seconde un 
hyperboloïde à une nappe. 

Note. — La même question a été résolue par M . Moret-Blanc et 

par M. E , Henry , professeur au lycée d'Angers. 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1 8 7 9 . 

P H I L O S O P H I E 

PAR M. A . L E I N E K U G E L . 

PKEMIÈIIE QUESTION. — On donne un quadrilatère 
ABCD : inscrire dans ce quadrilatère un trapèze iso-
scèle MIN P Q , dont le sommet M est donné et dont les 
deux côtés parallèles M N , P Q sont parallèles à la dia-
gonale AC du quadrilatère. Pour quelles positions du 
point M ce trapèze se réduit-il à un triangle? 
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Par M menons la parallèle à AC qui rencontre BC 

en N. Sur le milieu de MN élevons une perpendiculaire 
qui coupe CD en S; prenons le symétrique C' de C par 
rapport à cette perpendiculaire ; C'S coupe AD en Q ; par 
ce point Q, menons QP parallèle à AC. Le quadrilatère 
MNPQ est le trapèze cherché. 

Si Tun des quatre sommets coïncide avec 13 ou D, on 
aura évidemment un triangle et dans ce cas seulement. 
On mènera par les points B et D des perpendiculaires 
à la diagonale AC et l'on continuera la construction 
comme tout à l'heure. On obtiendra ainsi quatre posi-
tions pour le point M, distinctes en général. 

T R O I S I È M E , 

PA R M. H . LEZ . 

PREMIÈRE QUESTION.— On donne une circonférence O 

et une droite RS tangente à cette circonjérence au 
point A ; on prend un diamètre quelconque BC, et des 
extrémités B, C de ce diamètre on abaisse les perpendi-
culaires BB', C C sur la tangente RS \ on mène les cordes 
AB, AC. 

Démontrer que le rapport de l'aire du triangle ABC 
à l'aire du trapèze BB'C'C est le même quelle que soit 
la direction du diamètre BC. 

R ii' .4 c 

Le triangle ABC se compose des triangles BOA, COA, 
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dont les surfaces sont 

AB'. ± 2 A C ' . 
2 2 

La surface totale est donc égale à 

A O 
( A B ' -}- A C ' ) , 

c'est-à-dire à la moitié du trapèze B B ' C ' C 
c. Q. F . D. 

D E U X I È M E QUESTION. — Soit I le point de concours des 

hauteurs d'un triangle A B C ; on construit un second 

triangle A ' B ' C dont les sommets A!, B ' et C sont respec-

tivement symétriques du point I par rapport aux 

droites B C , A C , A B : 
I ° Démontrer que les deux triangles A B C , A ' B ' C 

sont inscrits dans un même cercle ; 

2° Evaluer les angles du triangle A ' B ' C ' en suppo-
sant connus les angles du triangle A B C •, 

3 ° Désignant par M et par N les points ou la droite 

A B rencontre les droites B ' C et C ' A ' , par P et par Q les 

points ou la droite B C rencontre les doitesGA! et A!B', 

enfin par R et par S les points ou la droite C A ren-

contre les droites A' B' et. JVC', démontrer que les trois 

droites M Q , ¡NLI , P S passent par un même point. 
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Dans chaque question, on examinera séparément lès 

cas ou les trois angles du triangle ABC sont aigus et 
le cas ou l'un d'entre eux, A par exemple, est obtus. 

Dans les deux cas, les côtés du triangle A ' B ' C ' sont 

parallèles aux côtés du triangle 11KL formé par les pieds 

des hauteurs du triangle A B C , d'où 

<ÎA^B'rrzH, AJWà'^K, ÎVGA? = L 

Considérons d 'abord un triangle acutangle. Les q u a -

drilatères A K I L , B H I L , C K I H étant inscriptibles, nous 

avons 

11IK = ÎCK =zlBL = IHL, 

IKlï = l C H = 1 A L = ÎKL, 

IJLI1 = 1BH 1 A K = ÎLK. 

Par suite, les hauteurs du triangle A B C sont les bis-

sectrices intérieures du triangle A ' B ' C et les angles 

A' , B', G valent deux fois le complément des angles 

A , B , C . 

L 'ang le A C B , par exemple, étant le complément de 

K A I = K A B ' = H B A ; : = H B I , les angles A B ' B , A A ' B , 

A C B sont é g a u x ; donc, les sommets B', C , A ' s o n t sur 

un même segment. 

S i nous joignons le point de concours I aux points 

de rencontreM, Q , R , N , S , P , les quadrilatères I P A ' Q , 

I M C ' N étant des losanges, M I et I Q sont parallèles à 

C 'A ' : donc M Q est une l igne droite. 

P a r la même raison, R N et S P sont aussi des l ignes 

droites passant par le point I et parallèles à K L , K H . 

Lorsque le tr iangle est obtusangle , en A par exemple, 

les angles du triangle H K L n 'ont pas la même valeur 

que dans le premier cas. En effet, les quadrilatères A L I K , 
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A L C H , A H B K étant inseriptibles, nous avons 

HLA = ACH = A1K = ALK, 

AKH = ÂBH = AILT— AKL. 

Les angles L , K sont donc doubles des angles C et B 

et par suite l 'angle H est le double de 9 0 ° — (C -f- B). 

H 

Q u a n t aux triangles A B C et A ' B ' C ' , ils restent encore 

inseriptibles dans le même c e r c l e , car les triangles 

égaux C A B et I A B , A ' H B et IHB, B ' A K et I A K donnent 

AC;B = AIB m ACB, 

ILVB == illB = ACB, 

AB^K "'AJK ~ ACB. 

E n f i n , après avoir jo int , comme dans le premier cas, 

le point I aux points de rencontre des cotés du triangle 

A ' B ' C avec ceux du triangle A B C , nous trouvons encore 
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q u e , à cause des losanges I P A ' Q , I M C ' N , les droites I Q , 

1 M sont para l lè les «à 1 I L ; les trois points I , M , Q sont 

donc en l igne droite : d o n c , etc . 

CONCOURS GÉNÉIUL DE <881. 

Mathématiques spéciales. 

T r o u v e r le l i eu des points tels q u e les pieds des six 

n o r m a l e s q u ' o n peut m e n e r de l ' u n q u e l c o n q u e d 'entre 

e u x à u n el l ipsoïde d o n n é à trois axes i n é g a u x se sépare 

e n deux groupes de trois points dont les p lans respect i fs 

soient parallèles entre e u x . 

M o n t r e r q u e , si l 'on se donne un point P d u l ieu , la solu-

tion de ce problème : m e n e r d u point P les n o r m a l e s à 

l 'e l l ipsoïde, dépend de la résolut ion de d e u x équat ions d u 

troisième degré. Discuter ces équat ions . 

Mathématiques élémentaires. 

I . E t a n t donné u n tr iangle A B C inscr i t dans u n cerc le 

de r a y o n R , on mène les bissectrices intér ieures des angles 

A , B , C ; soient A<, B<, CH les points où el les r e n c o n t r e n t 

le cerc le . 

i ° D é s i g n a n t par S , S* les aires des tr iangles A B C , 

A j B j C * et par die d iamètre d u cercle inscr i t au t r i a n g l e 

A B C , on propose de d é m o n t r e r q u e l ' o n a 

S, R 
S ~ d 

II . O n considère u n e suite indéf in ie de tr iangles 

A B C , A ^ C * , . . A f l B r t C f l , . . . , tous inscr i ts dans le 

m ê m e cercle, et dont c l iacun se dédui t d u p r é c é d e n t , 

c o m m e , dans l ' é n o n c é c i -dessus , l e t r iangle A I B ^ C I se 



( 19° ) 

déduit du triangle A B C ; démontrer que, lorsque le 

nombre entier m augmente indéfiniment, le triangle 

A2mBomCow tend vers une position limite aj3y; dans 

les mêmes conditions, le triangle A2m+< B 2 w + rC27n + i 

tend aussi vers une position limite a'jâ'y'; les deux 

triangles l imites a p y , a' ¡3'-/sont équi latéraux et symétri-

quement placés par rapport au centre du cercle. 

III . Démontrer que, si l 'on prend pour unité le 

rayon II du cercle, le produit des nombres qui mesurent 

les diamètres des cercles inscrits aux triangles A B C , 

A J B J C J , . . A / 2 B ^ C w , tend vers une l imite lorsque n 

a u g men te i n d é fi n i m e n t. 

Philosophie. 

Etant donné un carré A B C D inscrit dans un cercle et 

un point I dans le plan de ce cercle, on mène les droites 

qui joignent ce point aux quatre sommets A , B, C , D du 

c a r r é ; soient A', B', C , 1)' les points où ces droites r e n -

contrent le cercle une seconde fois; démontrer que l 'on 

a, entre les cotés du quadrilatère A ' B ' C ' D ' , la relation 

A'B' x CD' = B'C x A'D'. 

Réciproquement , étant donnés quatre points A ' , B', C , 

D ' s u r un cercle, tels que l 'on ait cette même relation 

A'B' x CD' = B'C x A'D', 

on propose de trouver, dans le plan du cercle, un point 

I tel que, si Ton mène les droites qui le joignent aux 

points A' , B% C , D' , les points A , B, C , D, où ces droites 

rencontrent une seconde fois le cercle, soient les sommets 

d ' u n carré. 

Rhétorique. 

I. U n tronc de cône est tel que sa hauteur est m o y e n n e 

proportionnelle entre les diamètres de ses deux bases. 

O n propose : 
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i° De démontrer qu'on peut inscrire une sphère dans 

ce tronc de cône ; 
20 La hauteur H étant donnée, de déterminer les rayons 

des deux bases, de manière que la surface totale du tronc 
de cône soir équivalente à un cercle de rayon a. Discus-
sion. 

II. Mesure de temps. Jour solaire vrai. Jour solaire 
moyen. 

Seconde. 

I. Soit un carré ABCD; par deux sommets opposés A 
et C de ce carré, on mène, d'un même côté par rapport 
au plan du carré, les droites AK, CL perpendiculaires à 
ce plan. On prend sur AK un point A', dont la distance 
au centre du carré est égale au côté du carré, et, sur CL, 
un point C , dont la distance au point A' est égale au 
double du côté du carré. 

i° Démontrer que la droite À'C'est perpendiculaire au 
plan BDA'; 

2° Former, en appelant a le côté du carré, l'expression 
du volume de chacun des tétraèdres A7A B D, C'C B D, 
C'A'BD. 

II. Soit, sur une droite indéfinie, deux points fixes, 
A et B, dont la distance est iom. Deux mobiles par-
courent cette droite dans le sens AB et arrivent en même 
temps l'un en A, avec une vitesse de 3m par seconde, 
l'autre en B avec une vitesse de v mètres par seconde. 
Le mouvement du premier mobile est uniformément 
accéléré : sa vitesse s'accroît de im par seconde; le 
mouvement de second mobile est uniforme. On de-
mande : 

i° Dans combien de secondes, après le passage simul-
tané du premier mobile en A et du second en B, le 
premier mobile aura-t-il rejoint le second? 
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2° Quelle condition doit remplir la vitesse v du 

second mobile pour que la rencontre ait lieu à une 
distance du point B inférieure à iom? 

3° A quelle distance du point B a lieu cette rencontre 
quand v — 4m ? 

QUESTIONS. 

1396. Intégrer l'équation 

— (i — 2x) -f- + r(i — 3x + x2) = — x2(i — x)\ 
' clx 

( E . FAUQUEMBERGUE. ) 

1397. On donne une conique inscrite dans un triangle 
ABC; parles sommets du triangle on mène des droites AA', 
BB', C C se coupant en un point 0,et parleurs points de 
rencontre A', Br, C avec les côtés opposés des tangentes 
à la conique qui coupent les droites B'C, C'A', A'B' en 
des points a, c. Démontrer que ces trois points sont 
en ligne droite. (E. FAUQUEMBERGUE.) 

1398. Un cercle roule sur une ellipse. Trouver : i°le 
lieu des points de contact des tangentes à ce cercle paral-
lèles aux axes de l'ellipse-, 2° le lieu des points[de rencontre 
de ces tangentes; 3° la quadrature des courbes obtenues. 

( E . FAUQUEMBERGTJE. ) 

1399. En chaque point d'une conique, on mène un 
diamètre et la normale. Trouver le lieu de l'intersection 
de ce diamètre et de la tangente à l'autre extrémité de 
la corde normale. (E. FAUQUEMBERGUE.) 
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APPLICATION DES PROPRIÉTÉS DES POLYNOMES HOMOGÈNES 
A LA DISCUSSION DE L 'ÉQUATION EN S ; 

PAR M. CH. BRISSE. 

"X, pi, v désignant les trois angles formés par les axes 
des .r, des et des z, on sait que la fonction 

cr — x~ -h y~ -h -32 -f- 2yz cos A -f- 2 G X cos [A -f- 2 xy cos v 

est une somme de trois carrés positifs distincts, qui ne 
s'annule que pour j = j = o, z = o, quand on sup-
pose x , y et z réels. 

Considérons la fonction à coefficients réels 

cp Ax~ -h A'y- -H A "z* + 2 B yz + + 2 B "xy, 

et cherchons pour quelles valeurs du paramètre S l'ex-
pression 

o — Sa 

se décompose en un produit de deux facteurs linéaires. 
On sait qu'il est nécessaire et suffisant que S soit l'une 
des racines de l'équation du troisième degré 

A(S) 

dite équation en S. 

A - S B" —Scosv B' — S cos[A 

B" — S cosv A' — S B — S cos A 

B' — S COSJJI B — S cos A A" — S 

ÉTUDE DE L 'ÉQUATION EN S. 

i° L'équation en S a ses racines réelles. — Car, si elle 
avaitune racine imaginaire u -f- w, l'expression <p — S<r, 
égale à cp — u<r—¿W, serait à coefficients imaginaires, 

Ann. de Mathêma t.. 3e série, t. I. (Mai 1882.) l3 
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non identiquement nulle, et l'un, au moins, des deux 
facteurs auxquels elle est réductible, serait de la forme 
P - f - Q i , Q n'étant pas identiquement nul. On aurait 
donc l'identité 

o — f/.a— iv <j = (P + Qi)l\. 

Mais, en substituant dans le second membre, pour 
z, un des systèmes de solutions des équations P = o , 
Q = o autre que x = o, ^==0,^ = 0, on l'annulerait ; 
on annulerait donc aussi le premier et par suite va-, ce 
qui est absurde. 

20 Deux racines distinctes de l'équation en S don-
nent, pour f — S o-, deux décompositions de nature dis-
tincte.— S étant une racine réelle de l'équation en S, la 
fonction cp —S<r à coefficients réels peut être ramenée à 
une somme algébrique de moins de trois carrés, c'est-à-
dire à lune des formes P2 + Q 2 , P2 — Q 2 , — P2 — Q 2 , 
P 2 , — Q 2 , o, que nous appellerons des décompositions 
de nature distincte. Alors, S et S' étant deux racines 
distinctes de l'équation en S, je dis qu'on ne peut avoir, 
par exemple, 

^ „ S a r r z P Q 2 , ç> -S'cr = P'2-f-Q'2; 

car, en retranchant membre à membre, il en résulte-
rait l'identité 

(S' — S) a = P- H- Q2 — P/2 — Q'2. 

Or, en supposant S ' — S positif, et en substituant dans 
le second membre un des systèmes de solutions des équa-
tions P = o, Q = o autre que x = o, yr — o, z = o, on 
l'annulerait ou 011 le rendrait négatif, ce qui est ab-
surde. 

11 est évidemment inutile de répéter la démonstration 
pour les formes suivantes, mais il est important de remar-
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quer que, pour deux racines distinctes de l'équation en 
S, la forme P2 ne peut coexister avec la forme P2-f-Q2 

ou avec la forme P2 — Q2 , que la forme — Q2 ne peut 
coexister avec la forme P 2 — Q2 ou avec 1 a forme —P 2 —Q 2 , 
enfin que la forme o ne peut coexister avec aucune des 
précédentes. Pour me borner à un seul cas, je dis, par 
exemple, qu'on ne peut avoir 

cp — S cr — P2 — Q-, ? — S' <i = o, 

car il en résulterait 

( S' S ) G" Z= P2 — Q2? 

et la démonstration s'achèverait comme plus haut. 

Cas ou l équation en S a trois racines simples. 

Il résulte de là que, si les racines de l'équation en S 
sont toutes distinctes, les seules formes de décomposition 
possibles sont les trois premières P2-j- Q2 , P 2 — Q 2 , 
— P 2 — Q 2 , et que chacune des racines S, S', Sv en donne 
une, de sorte que l'on a 

o — S s = P 2 4-Q2, 
O — S ' f f = P ' 2 —Q'2, 

<? — S"azz: — P"2— Q"2. 

On en déduit les identités 

(S' — S)cr ~ P2 -h Q2 4- Q'2 — 

(S" — S/)<t= P"2 + Q"2 + P/2 - Q'2, 

et, en employant toujours le même mode de raisonne-
ment, c'est-à-dire en posant P;== o dans la première et 
Q' =• o dans la seconde, on en eoncl ut 

S < s ' < s " . 

Ainsi la plus petite racine donne deujc carrés positifs, 
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la plus grande deux carrés négatifs, et la racine 
moy enne seule décompose o — S o- en un produit de deux 

facteurs réels distincts. 

La fonction cp—Scrn'étant pas, dans ce cas, réductible 
à moins de deux carrés, aucune des racines de l'équa-
tion en S n'annule tous les mineurs du second ordre de 

A(S). 

Cas ou iéquation en S a une racine double. 

Les racines d'une équation étant des fonctions conti-
nues de ses coefficients, pour que l'équation en S puisse 
avoir une racine double, il faut, ses racines étant préala-
blement distinctes, ou que Sf devienne égal à S, ou que 
S' devienne égal à S", c'est-à-dire que la racine moyenne 
devienne égale à l'une ou à l'autre des racines extrêmes. 
Dans le premier cas, les décompositions primitivement 
distinctes pour S et pour Sf devront coïncider, c'est-à-dire 
que cp—Scr = P2 4- Q2 et cp — S'o-= P ' 2 — Q'2 se rédui-
ront à cp — §rG= P'2; dans le second cas, ce seront les 
décompositions 

cp — P'2 — Q'2 et © — S"G — — P"2 — Q"-, 

qui se réduiront à cp — S'a- = — Q'2. 

Ainsi, quand Véquation a une racine double, cette 
racine Sf réduit la fonction cp — S'a- à un seul carré; 
elle annule donc tous les mineurs du second ordre de 

Réciproquement, une racine S' qui annule tous les 
mineurs du second ordre de A (S) est au moins double, 
car elle réduit cp — S'a- à un seul carré ; ce que nous avons 
vu ne pouvoir arriver quand l'équation en S a ses racines 
distinctes. 
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Cas ou Véquation en S a une racine triple. 

L'équation en S ayant une racine double S', el la seconde 
racine S ou S/; étant distincte de S', on a 

ç — S'a — P" avec cp — S" a — — P"2 — ()"*, 

ou bien 

cp — Sa— P2-+-Q2 avec cp — S'a = — Q'2. 

Si les trois racines deviennent égales, ces décomposi-
tions primitivement distinctes devront coïncider et, par 
suite, se réduire identiquement à zéro. 

Ainsi; quand Véquation a une racine triple, cette 
racine réduit la fonction o — S y à zéro ; elle annule 
donc tous les mineurs du premier ordre de A (S). 

Réciproquement, une racine qui annule tous les mi-
neurs du premier ordre de A(S ) est triple, car elle réduit 
cp— Sa- à zéro; ce que nous avons vu ne pouvoir arriver 
quand l'équation en S a deux racines distinctes. 

Cas où Véquation enS a une ou plusieurs racines nulles. 

Si 1' équation en S a une racine nulle et seulement une, 
S, S' ou S", cp est de l'une des formes P2 -f- Q 2 , P'2 — Q'2, 
— P;/2 — Q"2 Réciproquement, si cp est de l'une de ces 
trois formes, l'équation en S a une racine nulle et seu-
lement une. 

Si l'équation en S a deux racines nulles, la troisième 
ne l'étant pas, cp est de l'une des formes F 2 , — Q/2. Ré-
ciproquement, si cp est de l'une de ces deux formes, 
l'équation en S a deux racines nulles. 

Si l'équation en S avait trois racines nulles, cp serait 
identiquement nul, et réciproquement. 
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INFLUENCE DE LA NATURE DES RACINES DE L'ÉQUATION EN S 

SUR LA FORME DE O. i 

Cas ou l'équation en S a ses racines simples. — i°Si 
S, S' et S" sont positifs, il résulte de ce qui précède que 
o n'est pas réductible à une somme de moins de trois car-
rés, et, comme 011 a l'identité 

O =Z= P- -+- Q2 -f- S <7, 

où le second membre ne renferme que des carrés positifs, 

le même raisonnement déjà employé prouve que o ne 

peut contenir aucun carré négatif; on a donc 

2° Si S, S' et S" sont négatifs, on conclut de môme, en 
employant l'identité 

que 
0 — — X - - — Y2 — Z2. 

3° Si S est négatif, S' et S" positifs, on conclut de 
l'identité 

cp = P 2 H - Q 2 4 - S c r 

quecp renferme au plus deux carrés positifs, et de l'iden-
tité 

qu'il renferme au plus un carré négatif; on a donc 

cprrr — X 2 H - Y 2 + Z2. 

4° Si S et S' sont négatifs, S" positif, on conclut de 
même, en employant les identités 

cp P'2 — Q'S h- S'îT, ? = - P" - Q"2 H- S"*, 
ci ue 

3 •:. V-H-
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5° Si l'une des racines est nulle, on a 

? — Y2 + Z2 ou C P — _ X 2 - H Z - ou <?= — X2 — Y2, 

suivant que c'est la plus petite, la moyenne ou la plus 
grande. 

Cas ou l'équation en S a une racine double. — i°Si 
la racine double et la racine simple sont positives, on en 
conclut, comme précédemment, 

(5 n X2 + Y2 + Z2. 

Si la racine double et la racine simple sont néga-
tives, 

c p m — X 2 — Y 2 + Z 2 . 

3° Si la racine simple est négative et la racine double 
positive, 

cpr^r-X2-}- YâH-Z*. 

4° Si la racine double est négative et la racine simple 
positive, 

cpzzz— X 2 — Y 2 - j -Z 2 . 

5° Si la racine simple est nulle, 

cp = Y2 -+• Z2 ou © = — X2 — Y2, 

suivant que la racine double est positive ou négative. 
6° Si la racine double est nulle, 

Cp = Z 2 . O U Cp zrz — X2, 

suivant que la racine simple est positive ou négative. 

Cas oit l'équation en S a une racine triple. — Dans 
ce cas cp = Sa-, c'est-à-dire que l'on a 

cp X2 Hb Y2 -h Z2. 

RÉSUMÉ. — En désignant par S, S', z" des quantités 
égales À + i , — î ou o, suivant que S, S', S" sont posi-
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tifs, négatifs ou nuls, on peut résumer ce qui précède 
en disant que 

cp — s X 2 - H s / Y 2 H - e ^ Z 2 , 

X , Y, Z étant trois fonctions linéaires distinctes. 

APPLICATION A LA CLASSIFICATION DES SURFACES 
DU SECOND ORDRE. 

Soit 
/ = <p + i C x + 2 c y + 2 C ^ + D = O 

l 'équation d 'une surface du second ordre. El le peut 

s'écrire 

f— eX2 + 3 , Y Î + S" Z2 -F- <iCx + 2G 'v + 2 0 ^ + 0 = o, 

"ou, en remplaçant X , Y , Z par leurs valeurs, 

/— z(ax-+- by +-CZ)2 -f- z'(a!x -f- b'y -f- c' zf 

+ z«(a"x -f- b"y-±-c"zy 

4- 2Cx 4 -2C'y 4- iC"z -h D = o. 

O n a identiquement 

/'— z(ax'-+- 6^4-c^4-EX)2 

-h e' (a!x4- ô ' j 4- 4- e' X')2 

4- 4- b"y 4- <?z 4- e"*")2 

— 2(e2aA 4- 4- — C)ar 

— 2 (e2 6A 4- e'2 br V 4- s"2 b" V — C')y 

— 2 ( e2 c A 4- B/2 c' A' 4- s"2 c" A" — C")z 

+ D - E À 2 — S'A'2 — S" A//2 = o. 

i° L'équation en S rc'a /?a.y de racine nulle. — Si Ton 
détermine X, X', X" par les équations 

a A 4- a'V 4- a"A" = 

c A 4- c' A' 4- c" A" = C", 

ce qui est possible, puisque, les fonctions X , Y , Z étant 
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dist inctes , le d é t e r m i n a n t des coeff ic ients n 'est pas n u l , 

l ' é q u a t i o n de l a surface d e v i e n t 

6 ( X -f- eX)2 -f- e' ( Y 4- e' X')2 4- e" (Z -f- ¿'1*)* 

— eX2 4- e' X'2 H- e" X"2 — D, 

et f o u r n i t les s ix types suivants*: 

X 2 4- Y 2 4- Z2 = I, ellipsoïde réel, 

X 2 4- Y 2 4- Z2 = — i , ellipsoïde imaginaire, 

X 2 4- Y 2 4- Z2 — o, ellipsoïde-point, 

X 2 4- Y 2 — Z2 — i , hyperboloïde à une nappe, 

X 2 4- Y 2 — Zr= — i , hyperboloïde à deux nappes, 

X 2 4 - Y 2 — Z2 = o, cône. 

20 L'équation en S a une racine nulle. — Par exemple, 
S", d ' o ù t" = o. Si T o n d é t e r m i n e A et V par d e u x des 

équations 

al 4- a'V — C , 

b X 4~ b' X' m C , 

c X 4 - c ' X' = C", 

ce q u i est poss ible , p u i s q u e , les fonct ions X et Y étant 

dist inctes , l ' u n des trois m i n e u r s bd—cb\ ac'—ca\ 

ab1—bd n 'est pas n u l , p a r les d e u x premières par 

e x e m p l e , l ' équat ion de la sur face d e v i e n t 

e ( X 4 - e X ) 2 4 - e ' ( Y 4 - e ' X ' ) 2 

= 2 0 2 c X 4- t ' V X ' — C")z 4- eX2 4- X/2 — D, 

et f o u r n i t les sept types suivants 

X 2 4- Y2 z : Z, paraboloïde ell iptique, 

X 2 4- Y 2 =z 1, cylindre ell iptique, 

X 2 4- Y 2 — 1, cyl indre imaginaire, 

X 2 4 - Y 2 — o, plans sécants imaginaires, 

X 2 — Y 2 — Z, paraboloïde hyperbol ique, 

X2 — Y2 = 1, cylindre hyperbolique, 

X 5 — Y 2 — o, plans sécants réels. 



( 2G2 ) 

3° L'équation en S a deux racines nulles. — Par 

exemple S' et S/;, d'où s! = i" = . o. Si l 'on détermine "k par 

l 'une des équations 

a X — G — o, 

b à — C ; o, 

C'A — G" = 0 , 

ce qui est possible, puisque, la fonction X n'étant pas 

identiquement nulle, l 'une des trois quantités ¿z, Z>, c 

est différente de zéro, par la première par exemple, 

l 'équation de la surface devient 

£ ( X -h £A Y —- 3 (bl~ C ) _ y -H 3 ( c A — C 7 ) z H- SÀ- — D2, 

et fournit les quatre types suivants : 

X2 —J: V, cylindre parabolique, 

\ 2 =n i , plans parallèles réels, 

\ 2 — i , plans parallèles imaginaires, 

V- = o, plans confondus. 

DÉTERMINATION DES SECTIONS CIRCULAIRES. 

i" L'équation eu S a ses racines distinctes et aucune 

de ces racines n'est nulle. — O n a, dans ce cas, 

O — P2 + - Q 2 4-SŒ, 

< ? = : P ' 2 - - Q ' 2 - + - S ' < X , 

d'où, eu considérant, par exemple, la deuxième forme, 

f — P'2 - ( V2 + S ' j + « Cx -1-2 C'y sCz-i- D. 

L'équation de la s u r f a c e y = o peut donc s'écrire 

c / / C C' C" D \ 
S (^H-agy .r -h 3 ^ r + ) 

i r ' - h <ï) ( p' </). 
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Sous cette forme, on voit immédiatement que tout 
plan parallèle à l'un ou à l'autre des plans P/ + Q / = o, 
P 7 — Q' = o coupe la surface suivant un cercle. On ver-
rait de même que tout plan parallèle à^l'un ou à l'autre 
des plans P -f- iQ = o, P — i Q = o" P"-h ¿Q" = o, 
P " — ¿ Q " = o coupe aussi la surface suivant un cercle. 
On a donc ainsi six séries de sections circulaires dont 
deux réelles, correspondant à la racine moyenne de 
l'équation en S et quatre imaginaires correspondant aux 
racines extrêmes. 

Si l'on se reporte à la classification, on voit que le cas 
examiné comprend les six premiers types. 

i° L'équation en S a ses racines distinctes et l'une 
de ces racines est nulle. — Si c'est la racine moyenne, 
l'équation de la surface peut s'écrire 

2 G j : + 2 C'y-1- 2 C" : + D = ( F + . Q ' ) ( P' — Q' ) • 

Sous cette forme, on voit que tout plan parallèle à l'un 
ou à l'autre des plans P7-!- o, P*— Q ' = o coupe la 
surface suivant une seule droite que l'on peut considé-
rer comme un cercle de rayon infini. Les racines S et Sif 

fourniraient quatre séries imaginaires de sections circu-
laires, comme précédemment. Si I on se reporte à la 
classification, on voit que le cas examiné correspond au 
paraboloïde hyperbolique, au cylindre hyperbolique et 
aux plans sécants réels. 

Si la racine nulle n'est pas la racine moyenne, elle 
fournit deux séries de plans imaginaires dont chacun 
coupe la surface suivant une seule droite imaginaire. La 
racine moyenne fourni t deux séries de sections circulaires 
réelles et la troisième racine deux séries imaginaires. Ce 
cas est celui du paraboloïde elliptique, du cyliudre ellip-
tique, du cylindre imaginaire et des plans sécants imagi-
naires. 
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Conditions pour quune surface du second ordre 
soit de révolution. 

Soit 
A — ax-\- by -h cz 4- dm o 

un plan perpendiculaire à l'axe de la surface de révolu-
tion et 

+ + 2 11 y 4- 2 pz 4-7 = 0 

une sphère quelconque passant par le cercle d'intersec-
tion de ce plan avec la surface; elle recoupe la surface 
f = o suivant un second cercle dont le plan 

B = ax 4- by 4- cz -h d' — o 

est parallèle au premier. L'équation générale des surfaces 
du second ordre passant par les intersections delà sphère 
et des plans A. = o, B = o est 

S (<j 4- 2 m x 4- 2 ny 4- 2/j>3 4- 7 ) 4- A B = o, 

en désignant par S un paramètre arbitraire. Or, parmi 
ces surfaces doit se trouver/=o-,on a donc identique-
ment, pour une certaine valeur de S, 

f ~ S ( a 4- 2 m x 4- 2 ny ipz q) A B . 

Identifiant seulement les termes du second degré, il en 
résulte 

cp — = + + 

c'est-à-dire que la fonction cp—Sa- est réductible à un 
seul carré. D'ailleurs, s'il en est ainsi, on en conclut 

/ = («#-+- ¿>j4-c^)24-(Sa4-2C^4-2C/j4- 2G^4-D), 

c'est-à-dire que la surface y = o est de révolution autour 
d'une perpendiculaire au plan 

a r -f- h y - r z ~ o 
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menée par le centre de la sphère 

S a 4- 2 G x H- 2 C'y H- 2 C" z 4- D — o. 

Mais nous avons vu, au début de cet article, que les 

conditions nécessaires et suffisantes pour que <p — S e se 

réduisît à u n seul carré étaient que l 'équation en S eût 

une racine au moins double. Nous avons v u également 

que cette racine annulait tous les mineurs du second 

ordre de A ( S ) , et réciproquement que toute valeur de S 

annulant les mineurs du second ordre de A ( S ) était racine 

double. Donc : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour quune 
surface du second ordre soit de révolution s obtiennent 
en exprimant que les mineurs du second ordre de A (S) 
ont une racine commune. 

i° Lja racine double nest pas nulle. — Deux des 
quantités désignées dans la classification \>av e, e\ eff sont 

alors de même signe', les six premiers types de la clas-

sification et les quatre suivants peuvent donc fournir des 

surfaces de révolution. A u contraire, le paraboloïde h y -

perbol ique, le cyl indre hyperbol ique et les plans sé-

cants réels n 'en fournissent jamais. 

2° La racine double est nulle. — L'équation de la 
surface peut alors s'écrire 

f—(ax-\-by-+-cz)2 

-h (o.<T4- iCx 4" 2 C ' y -h 2 C " z D) = o. 

O n peut donc la regarder comme étant de révolution au-

tour d 'une perpendiculaire au plan 

ax 4- by 4- cz — o 

menée par le centre de la sphère 

o. s 4- 2 G x 4- 2 C'y 4- 2 C"z 4- D ~ o 

qui est à l ' inf ini . 
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Ce eas comprend le cylindre parabolique, les plans 
parallèles réels, imaginaires et confondus. 

Il n'y a de sections circulaires que celles fournies 
par l'équation en S. 

Soit en effet 

A ax H- b y cz d — o 

un plan de section circulaire et 

a 4- 2 ni x 4 - 2 ny 4 - 2/? 4 - q = O 

une splière quelconque passant par ce cercle \ elle recoupe 
la surface f=o suivant une seconde courbe plane; 
soit 

B a' x 4 - b'y 4 - c' z 4 - d' = o 

l'équation du plan de cette courbe. L'équation générale 
des surfaces du second ordre passant par les intersections 
de la sphère et des plans A = o, B = o est 

S (a 4 - 2 mx 4 - 2 ny 4 - ipr 4 - <7) 4 - A B = o, 

en désignant par S un paramètre arbitraire. Or, parmi 
ces surfaces, doit se trouver f = o : on a donc identique-
ment, pour une certaine valeur de S, 

f — S ( a 4- 2 m x -h 2 ny 4- 2 /; 3 4- q ) 4- A B . 

Identifiant seulement les termes du second degré, il en 
résulte 

o — Sa — {ax 4- by 4- cz)(arx 4- b'y -+- crz)y 

c'est-à-dire que S est une des racines de l'équation en S, 
et que A = o, B = o appartiennent à l'une des séries 
trouvées de sections circulaires. 
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RÉDUCTION WE L'ÉQUATION GÉNÉRALE «ES SURFACES 

DU SECOND ORDRE EN COORDONNÉES OBLIQUES; 

PAR M. CH. BRISSE. 

\. On sait que les formules de transformation de coor-
données d'axes obliques à axes obliques sont 

| x - h y cosv -\-z cos — cos a -h v'cosa'-f-^'cosa", 

( i ) <x cos v - h y -h cos X — x' cos ¡3 -f- y' cos 3' -h z' cos ¡3*, 

[ x cos [jl - y cos X H- — x' cos y - h y ' cos y' H- z' cos y", 

a, ¡3, y désignant les angles que fait le nouvel axe des x , 
a', p', y' ceux que fait le nouvel axe des y et a", y" 
ceux que fait le nouvel axe des z avec les anciens axes 
des x , desj^ et des z. 

Mais il y a lieu de remarquer la forme simple que 
prennent ces formules lorsque, au lieu des angles a, ¡3, y, 
on introduit les coordonnées a, c d'un point pris sur 
l'axe des xf à l'unité de distance de l'origine, et de même 
pour a', p', y', a", ¡3", y". _ 

Le théorème des projections donne, en effet, 

/ cos a — a -h b cos v + c cos ¡x, 

(2) / cos ¡3 = a cosv 4- b 4- c cos A, 

( cos y — a cos [j. 4- b cos À -h c, 

et des expressions analogues pour cosa', cos ¡3', cos y', 
cosa", cos^/7, cos y". Substituant ces valeurs dans les 
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seconds membres des formules (i), elles deviennent 

-yc ; cosjx 
•a" 

-h (bx' 4- b'y' 4- b"z') cos v + (ex' 4- c'y' 4- c" z) cos ji, 

x cosv -h y -h z cos A 
= (ax' -+- a'y' 4- a'z') cosv 

4- bx' 4- ¿ y 4- b"z' 4- (ex' -+- c'y' 4- c'V) cosX, 

¿r cos [x 4- y cos X 4- £ 
(f l^' 4- a'y' 4- a"z') cos ¡x 
4- (bx1 4- b'y' 4- b"z') cosX 4- ex1 4- c'y' 4- c"z'. 

Mais le déterminant des coefficients des premiers 
membres est, comme on sait, différent de zéro : les valeurs 
de .r, y et z sont donc uniques, et, comme 011 aperçoit 
immédiatement les solutions 

(3) 

x - = . a x 4- a y 

y — bx' 4 - b'y 

: CX C r 

- a z•, 

• c" z\ 

le système (1) est résolu. 

2. Pour pouvoir appliquer les formules (3) d'une fa-
çon simple, il est nécessaire de connaître l'angle de deux 
droites en coordonnées obliques. 

On sait qu'en désignant par a, ¡3, y les angles que fait 
l'une des droites avec les axes, et par a', ¡3', y' les angles 
que fait l'autre, l'angle V des deux droites est donné par 
l'équation 

SV COS JJL 

1 cosX cosv 

COS {X 

cosa' 
cosX 

cos ¡3' 

I 
COS 

cosa 

cos ¡3 

cosy 

cos Y 

Remplaçant dans ce déterminant cosa, cos ¡3, cosy par 
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les valeurs ( a ) et cosa', cosjï', cos-/ par les valeurs ana-

logues, on aura 

i cosv cosji a-hb cosv-bc cosjx 
cosv I cosX a COSV-+-6-+-C cosX 
cosjx cosX I a COSJX-4-6 cosX-J-e 

«'-f-6'cosv+c'cos ji a' cosv-f-¿'-i-c'cosX a'cosjx+ô'cosX-i-c' cosV 

Or, si Ton multiplie la première colonne par — a , la 

deuxième par — la troisième par — c, et qu'on ajoute 

respectivement les produits obtenus aux termes corres-

pondants de la dernière colonne, les trois premiers 

termes de cette colonne deviennent nuls-, on a donc 

( cos V — aa' 4- bb' h-cc ' + ( bcf -h cb' ) cos X 
( 4 ) 

\ -h (caf -+- ac') cosjx 4- (ab' -h baf) cosv. 

La condition de perpendicularité de deux droites en ré-
sulte; elle est 

( aa' 4- bb' 4- cc' 4- ( bc' 4- cb' ) cos X 
( 5 ) < 

( 4- ( ca' -h ac' ) cos 4- (ab' 4- ba' ) cos v = o. 

3. Nous allons appliquer les formules qui précèdent à 

la recherche des cordes principales dans les surfaces 

du second ordre. O n sait qu'on appelle ainsi celles qui 

sont perpendiculaires à la direction du plan diamétral 

correspondant. 

Soient 

oc y z 
<b> a=í=c 

les équations d'une direction de cordes, a , c étant les 

coordonnées du point de cette droite qui est à l 'unité de 

distance de l 'origine. U n plan parallèle au plan diamétral 

correspondant a pour équation 

Í (A a 4 - Wb 4 - B 'c)x 4 - {Wa 4- A'6h- Bc)y 
( 7 ) j 4 - ( B ' t f 4 - B ¿ 4 - A V ) s = r o , 

Ann de Mathémat., 3 e série, t . 1. (Avril 1882.) I 
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eu adoptant pour les coefficients de l 'équation de la sur-

face la notation ordinaire. Pour que la droite (6) et le 

plan ( 7 ) soient perpendiculaires, il faut que les coeff i-

cients de l 'équation ( 7 ) soient, à un facteur près que 

nous désignerons par S, égaux aux cosinus des angles 

que la droite (6) fait avec les axes, c 'est-à-dire, eu égard 

aux équations ( 2 ) , que l'on ait 

/ A a -f- B!f b -h B ' c -- S (a -h 6 cosv 4- c cos;^, 

(8) ] B//«4-A/^-hBc=:S(rtcosvH-/;4-ccosXj, 

( Bra 4- B b -F- A"c — S ( a eos¡JL H- b c o s À + C ) , 

ce qui peut s'écrire 

S)a -4- (B7' — S cosv) b -h (B' — Scos¡x)c = 0, 

S cosv)a -h (A' — S) b 4- (B — S cosA)cr=o, 

S cos ;JL) a 4- (B — S cos A) b 4- ( A" — S) c — o. 

Il faut donc choisir S tel que ces trois équations aient 

en é , c d'autres solutions que zéro. O r la condition 

nécessaire et suffisante pour qu' i l en soit ainsi est que le 

déterminant des coefficients, c 'est-à-dire précisément 

la fonction A (S) de l 'article précédent, soit égal à 

zéro. 

i° Une racine simple de Véquation en S donne une 
direction de cordes principales et une seule.— Car, une 
racine simple n 'annulant pas tous les mineurs du second 

ordre de A ( S ) , on pourra, de deux des équations (9) 

correspondant à u n mineur non nul , tirer les rapports 

des inconnues, coefficients des termes de ce mineur, à la 

troisième. 

20 Une racine double de Véquation en S donne une 
infinité de directions de cordes principales parallèles ¿1 
un même plan. — Car une racine double annulant tous 

les mineurs du second ordre de A ( S ) , mais n'annulant 

pas tous ceux du premier, les trois équations (9) se ré-

Í (A — 

(9) < » ' -
( ( B ' -



(luisent à l'une (l'entre elles dont les coefficients ne sont 
pas tous nuls. 

3° Une racine triple de Véquation en S donne pour 
les cordes principales une direction arbitraire. — Car 
elle annule tous les mineurs du premier ordre de A (S), 
et rend identiques les équations (9). 

4° Deux racines distijictes de Véquation en S donnent 
des directions de cordes principales rectangulaires. — 
Car, si l'on désigne par S et S' ces deux racines, 011 a 
les équations 

( A — S ) a H- ( B"— S cosv ) b -h- ( B — S cos \x)c — o, 

( B"— S cos v ) a -+- ( A ' — S ) -f- ( B — S cos X ) c = 0 , 

(B' — Scos|x)rt 4- (B — ScosA)¿>~f- (A"— S)c — oy 

(A — S') a'-h (B"— S cos'v) //h- (B '—S'cos ¡x(c' — o, 

( B " — S'cos v) a' -h (A/ — S' ) b'-\- (B — S'cos A) c ' — o, 

(B' — S'cos[x)rt'-i- (B — S'cosX) // + ( A " — S')c ' = <>-

Or, en les multipliant respectivement par a', b',c', —a, 
— />, — c et les ajoutant, 011 a 

(S'— S) [aa'-h bb'-+- cc'-h ( bc'-h cb' ) cosi 

-f- (ca'-h ac') COSJJ. h- ( ah'-h ba') cos v ] = o, 

c'est-à-dire, puisque S ' — S n'est pas nul, 

aa'-f- bb'-\- cc'-t- (be'-h cb') cosX 
-+- (ca'-h-ac') cos ¡A -\-(ab'-f- ba') cosv — o, 

ce qui est la condition de perpendieularité (5). 

RÉSUMÉ. — IL résulte de là qu'il y a trois directions 
de cordes principales formant un trièdre tri rectangle 
quand l'équation en S a ses racines distinctes, qu'il y a 
un plan de directions principales quand elle a une racine 
double, et une direction principale perpendiculaire à ce 
plan correspondant à la racine simple, que toute direc-
tion est principale quand l'équation en S a une racine 
triple. 
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Relations eritre les directions des cordes principales 
et celles des plans de sections circulaires. 

4. S étant une des racines de l 'équation en S , nous 

avons v u qu 'un système de plans de sections circulaires 

correspondant à cette racine était 

cp — Sa = o. 

L ' intersection de ces deux plans s 'obtient en écrivant 

les équations du centre 

S a ' ^ o , 

<p - — S al zrz o, 

qu i , en y remplaçant x , y, z par a , Z>, c, coïncident 

avec les équations ( 9 ) . Par conséquent : 

i ° Si l'équation en S a trois racines simples, les plans 
des sections circulaires sont respectivement parallèles 
aux cordes principales correspondant aux mêmes 
racines ; 

Si Véquation en S a une racine double, les plans 
des sections circulaires correspondant à cette racine 
sont parallèles entre eux et perpendiculaires à l'axe 
de la surface, qui est de révolution; ceux qui corres-
pondent à la racine simple sont parallèles a cet axe; 

3o Si Véquation enSa une racine triple, les plans des 
sections circulaires ont une direction arbitraire ; d'ail-
leurs la surface est une sphère. 

Réduction de l'équation générale du second degré. 

5 . T r o i s directions de cordes forment u n système con-

j u g u é lorsque le plan diamétral relati f à chacune d 'el les 

est parallèle aux deux autres. 
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S o i e n t 

( v x V 5 x y £ x y z 
lIO) a 1) c' âf'~b"~d'' 

trois direct ions de c o r d e s ; des plans paral lèles aux plans 

d iamétraux correspondants auront p o u r équations 

xo' a -+- yv'i, + zo[. = o, 

yv'b-^r- Zo'c> — O, 

X Y //' + Z M O, 

et les condi t ions de paral lé l i sme de c h a c u n de ces plans 

a u x d e u x autres cordes se réduiront à trois : # 

/ A a V - h + B (c'b"-h b'c") 
l -h B'(c'«"-h a'c") 4- W(a'b"-\- b'a") 
] A a" a -hrVb'b 4 - > " c " c 4- B (cb -h b"c) 

i - t - B\c"a 4- a"c) 4- B"(a"b -f- //a) 

Aaa' 4- A ' M ' 4- A V c ' 4- B (cb' 4- 6c') 
4- B\ca' 4- rcc') 4- B"(ab' 4-

6. Proposons-nous de rapporter la quadrique 

A 4- A 'y2 4- A V 4- 2 B yz 
+ 2 B'zx -4- a B ' ^ y 4- à Cx -f- 2 C'y 4- 2 CYz + D = o 

à trois axes de coordonnées f o r m a n t u n système c o n j u g u é 

q u e l c o n q u e . Si les équations (10) sont celles des n o u -

v e a u x axes , les formules de transformation ( 3 ) nous 

d o n n e r o n t p o u r la n o u v e l l e équat ion de la surface 

I (A a2 

! 4 - aB'cf l 4- a B " a b ) x ' 2 

+ (A a'2 4- A'b'2 4- A"c'2 

4- 2 B b'c' 4- 2 B'cV 4- 2 B"a'b')y'2 

4- (A a"24- A '6" 2 4- A"c"2 ' ' 

+ 2 B 6 V + 2 B W + iB"a"b")z'2 

4 - 2 ( C a 4- Cb 4- C"c)x'-+ 2 ( C f l ' + C ' 6 ' 4 - C V V r ' 

-H 2 ( C f l " + G ' 4 - C V j s ' 4- D 
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car les coefficients des termes eiiyz, en zx et en xy sont 

précisément les doubles des premiers membres des équa-

tions (i i ) . 

7 . Nous pouvons supposer, en particulier, que les 

équations (10) sont celles de trois cordes principales 

formant un trièdre trirectangle, et par suite un système 

conjugué. Soient S , S', S'- les racines, distinctes ou non, 

de l 'équation en S correspondant à chacune de ces 

cordes, nous aurons 

A a 4- Wb h- B'c — S ( a 4- h cos v 4- c cos jx ), 

B"a 4- A'b -h B c — S ( a cos v b -4- c cos X ), 

B 'a + + A "c — S ( a cos 4- b cos X -h c ), 

et deux autres systèmes analogues. Mul tipliant ces équa-

tions respectivement p a r « , 6, c, et ajoutant, on a 

A a2 -+- V6 2 4- A V 4- 2 B bc 4- 2 B'ca 4- 2 B"ab 
— S (a2 4- b- H- c2 4- 2 be cos X 4- 2 ca cos 4- 2 ab cos v). 

Mais le point (<?, c) est à l 'unité de distance de l 'ori-

gine, donc 

a2 -4- b2 4- c2 4- 2 be cos X 4- 2 ca cos 4 - 2 ab cosv 1. 

Par suite, l 'équation (12) peut s'écrire 

-r 2 (C a 4- C'Ô 4- C"c) x'-f- 2 ( C « ' 4 - C ' 6 ' 4 - C "c')/ 

4- 2 (C«"4- G 'b" 4- C V ' y 4- D — o. 

Si l 'on transporte l 'origine au point (m, /z, p), cette 

équation devient 

/ S . r 2 + S V - + S ^ 2 

I 4- 2 (G g 4~ C ' b 4- C"c 4- S m ) x 
\ 4- 2 (Ca'4- G7/4- G V 4- S 7 i ) y 

i 4- 2 (G «"4- C'fc"4- C V 4 - S"p)z 
J s m2 4- S'/i2 4- S"//2 -h 2 ( C « + C7> 4- C 'C) /W 
f 3 ( C f l ' 4 - C 7 / + C V ) / ¿ 

\ 4- 2(C„"4- G 7/4- G"c")p 4- D 
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i° L'équation en S n\i pas de racine nulle. — On 

peut alors prendre 

CaC'b 4- C"c 
S 

— ? 

Ca'-h C 7 / 4 - c v 

S' 

G a" G 7 / 4 - C"c" 
S" 

et l 'équation ( i 3 ) devient 

(i4) S ^ - f S ' j ! + S ' 5 ! = H , 

en désignant par H le terme indépendant. 

i° JL'équation en S a une racine nulle. — Supposons 
que ee soit S". O n peut encore prendre 

Ca ~h C'b 4-C/c C a ' + C ' f t ' + C V 
,/«= g , ,1 = g, , 

et F équation ( i 3 ) devient 

S x * 4 - S V 4 - 2 ( G a " 4 - C 7 / 4 - C V ) 5 

4- 2 ( 0 ^ 4 - 0 7 / 4 - C"c")p 
(Cfl + C'^ + C'c) 8 

S 

( c ^ 4 - C 7 / 4 - ç y ) 2 

S7 
D : 

Si Ca"-h- C 7 / - f - C , fc l f est différent de zéro, on peut dé-

terminer p par la condition que le terme indépendant 

disparaisse, ce qui donne 

( 15 ) S x 2 4- S'y2 4- 2 ( C a" 4- C ' b" -r- C "c" )z=z o. 

Si C a" 4 - C'Z/'-f- Cf/cr/ = o , on a, quel que soit p , 

( J 6 ) + 

en désignant par H' le terme indépendant. 

3° TJéquation en*S a deux racines nulles. — Suppo-
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sons que ce soient S' et S". O n peut encore prendre 

C a + Cb+Cc 
111 ; , 

S 

et l 'équation ( i 3 ) devient 

S x 2 -h 2 ( C 4- C 7 / 4- C V ) j + 2 ( C a ' + C ' 6 V C V ) s 
+ 2 ( C a ' + W + C # c ' )'« + 2 ( C a ' r 4 - W + C V ) p 

(Ga + CT + Cc)8 , 
^ 4- 1) = O. 

o 

Si l 'une des expressions 

Crt'4-C'6'H- C V , C«"4- C ' 6 f f + G V 
est différente de zéro, par exemple la première, on peut 

choisir arbitrairement p et déterminer n par la condi-

tion que le terme indépendant disparaisse, ce qui donne 

( S a ; ! + 2 ( C f l ' + W + C V ) v 
( I ' 7 ) | + 2 ( C f l V W + C V ) 5 = 0. 

Si C a ^ C ' i ' + C ' V et C ^ H - C i ^ C V sont nuls, 

on a, quels que soient n et p , 

(18) 

en désignant par H/ ; le terme indépendant. 

Les équations ( i 4 ) i ( 17) et (18) sont les 

équations réduites des dix-sept espèces de quadriques. 

Dans le cas de l 'équation ( 1 7 ) , l 'équation en S a une ra-

cine double nulle5 les équations (9) se réduisent donc à 

l 'une d'entre elles, et dès lors on peut adjoindre à cette 

équation l 'une ou l 'autre de celles-ci 

Ctt'4- G7/ 4 - C V — o, G a " + Cb" + C"c" = o, 

de manière à ne plus avoir dans l 'équation ( 1 7 ) qu 'un 

terme du premier degré en y ou en*5. 
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SUR L' INTERSECTION D U N E DROITE ET D'UNE SURFACE 
DE RÉVOLUTION DU SECOND DEGRÉ; 

PAR M . J. C A R O N . 

L a nouvel le méthode que M . E . Rouché vient de 

donner (même tome, p. 97) , pour trouver l ' intersection 

d 'une droite et d 'un hyperboloïde de révolution à une 

nappe, présente l 'avantage d'être applicable à toutes les 

surfaces de révolution du second degré. 

P o u r mettre en évidence ce résultat, rappelons les 

théorèmes suivants : 

THÉORÈME I . — L'intersection de deux surfaces du 
second degré se projette sur un plan diamétral princi-
pal commun suivant une courbe du second degré. 

THÉORÈME I I . — Un plan P coupant deux surfaces 
du second degré suivant deux courbes homothétiques, 
toutes les surfaces du second degré passant par Vinter-
section des deux premières surfaces sont coupées par 
le même plan P suivant des courbes homothétiques des 
premières sections. 

Il résulte de ces deux théorèmes que l ' intersection de 

deux surfaces de révolution du second degré, ayant 

même plan d'équateur, se projette sur ce plan d 'équa-

teur suivant une circonférence. 

E n effet, étant données deux surfaces de révolution du 

second degré ayant leurs centres dans u n même plan 

perpendiculaire aux deux axes de révolution, ce plan 

est un plan diamétral principal commun aux deux sur-

faces, et par suite l ' intersection se projette sur ce plan 

suivant une conique (Théorème 1). 
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Le cylindre projetant la courbe parallèlement aux 

axes est donc du second degré; si nous lui appliquons le 
théorème II, ce cylindre passant par l'intersection des 
deux surfaces sera coupé par le plan des équateurs sui-
vant une circonférence. 

On serait arrivé au même résultat à l'aide du théo-
rème suivant : 

T H É O R È M E I I I . — Toutes les surfaces du second 
degré passant par Vintersection de deux surfaces de 
révolution du second degré dont les axes sont paral-
lèles sont également de révolution avec des axes pa-
rallèles aux premiers. 

Pour trouver alors l'intersection d'une droite avec 
une surface de révolution du second degré quelconque, 
on choisit comme surface auxiliaire passant par la droite 
un hyperboloïde engendré par cette droite en tournant 
autour d'un axe parallèle à l'axe de la première surface. 

On choisira de plus l'axe auxiliaire, de manière que 
l'hyperboloïde et la surface donnée admettent même 
plan d'équateur, comme dans la méthode de M. Rouché. 

L'hyperboloïde coupera alors la surface donnée sui-
vant une courbe dont la projection sur le plan commun 
des équateurs sera une circonférence. 

Les points de rencontre de cette circonférence avec la 
projection de même nom de la droite donnée détermine-
ront les points demandés. 

On aura d'ailleurs quatre points de la circonférence 
d'intersection, en coupant la surface donnée et l'hyper-
boloïde auxiliaire successivement par deux plans per-
pendiculaires aux axes de révolution. 

Remarque. — 11 n'est pas nécessaire évidemment de 
construire l'hyperboloïde auxiliaire pour trouver quand 
même son intersection avec un plan perpendiculaire à 
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l 'axe, puisqu'on a immédiatement un point de ce paral-

lèle, eu prenant l ' intersection du plan sécant avec la 

droite donnée. 

SUR L'INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UNE SURFACE 
DE RÉVOLUTION DU SECOND ORDRE ; 

PAR M . ERNEST L E B O N . 

O n peut appliquer à toute surface de révolution du 

second ordre, sauf au paraboloïde ( i ) , la remarquable 

construction donnée par M. Eugène Rouché dansles Nou-

velles Annales de Mathématiques (même tome, p. 97) 
pour l 'hyperboloïde à une nappe. E n effet, 011 démontre 

aisément que quand deux surfaces de révolution du se-
cond ordre ont leurs axes de révolution parallèles et un 
plan pnncipal commun perpendiculaire à ces axes s 

leur intersection se projette sur ce plan selon une cir-
conférence. Par suite, en supposant que l 'axe de révo-

lution de la surface considérée est vertical, on peut 

toujours employer u n l iyperboloïde de révolution auxi-

liaire H 1 \ ou, si l 'on veut, un cone de révolution à axe 

vertical dont le sommet est le point d'intersection e , e' de 

la droite donnée ¿Z, d! et du plan principal horizontal 

de là surface et dont une génératrice est cette droite. 

( l ) On sait qu 'on emploie alors pour surface auxi l ia i re un plan 

passant par la droite et coupant l'axe de révolut ion , et qu 'on projette 

la section sur un plan perpendicula ire à l'axe. 
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SOLUTION D'UNE QUESTION D'ANALYSE PROPOSÉE 
AU CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1880; 

PAR M . E . H E N R Y , 

Professeur au Lycée d'Angers. 

Soient u une fonction donnée d'une variable a, et u! 
sa dérivée. Soit <p(|i) une fonction donnée d'une autre 
variable ¡3. On considère une surface S telle que les 
coordonnées rectangulaires z d'un quelconque de 
ses points s'expriment par les formules 

x — (u -h p) cosa — u' sina, 

y — ( u -(- ¡3) sina -+- u1 cosa, 

i° Démontrer que les projections sur le plan xOy 
des sections de la surface par les plans parallèles à x Oy 
ont même développée ; 

2° Démontrer que les normales à la surface S aux 
différents points d'une quelconque de ces sections 
forment une surface développable, et déterminer 
l'arête de rebrous s ement de cette surface j 

3° Trouver les lignes de courbure de la surface S, et 
les rayons de courbure principaux en un quelconque 
de ses points. 

i° Les coordonnées r4 du centre de courbure d'une 
courbe plane sont données parles formules 

y 1 (i/i) dy 1 ^dx) 

* X d2 y dx' d2 y ' 

dx'2 dx2 

dans lesquelles x el y représentent les coordonnées du 



point de la courbe. Nous allons calculer 4 - et dans 
dx dx2 

l 'hypothèse de ¡3 constante, y étant une fonction de a, 

qui elle-même est fonction de la variable indépendantes . 

Diiférentions, à cet effet, dans cette hypothèse, les deux 

premières des équations données. Nous aurons 

d* 
1 — — + P + sina — y 

dv . 0 d% ^ . = ( t t + ? + „ . ) C O S 3 t _ , 

u'f étant la dérivée de uf par rapport à a. On en tire 

dv r 
dx tanga 

Diiférentions cette dernière relation par rapport à x . 

Nous aurons 
cPy 1 dv. 
dx2 sin2a dx* 

ou bien 
d2 y 1 
dx2 ( w 4- fi 4- u" ) sin3 a 

Portant ces valeurs dans les expressions de £ et de rn 

nous aurons 

ç — ( 4- ¡3 ) cos a — M' sin a 

— |~H î-T-1 (M + pH- w")sin*a — — ; 
L tan g2 a J v r tanga' 

ou, en simplifiant, 

(1) ; — — (u' sin a 4- u!! cosa). 

O n a de même 

t, (u 4- ¡J) sin a 4- u' cosa 

- f 1 "H r - V l (" -+- ? + «Osin»«; L tang2aJ 
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ou, en simplif iant, 

( 2 ) T! — u ' (-os a — ll' si11 a-

Les formules ( i ) et (2) ne cont iennent pas (3. Donc la 

courbe qu'el les représentent quand a varie ne dépend 

pas de la hauteur du plan de cette courbe au-dessus de 

celui des xy. 

Calculons le rayon de courbure. O n a 

K = ±: 

1 + 

d2y 
dÎ2 

tan g'2 a 

2 

(u -+- fi - h u") si 113 a ; 

ou, en simplif iant, 

(3) R = + + ? + 

La différence constante entre les rayons de courbure en 

deux points correspondants de deux sections est préci-

sément égale à la variation de ¡3. O n prendra celui des 

deux signes ziz qui rend positive la valeur de R . Ce la 

dépendra du signe de u -t- fi - b u!'. 

20 E11 posant ^ = p, ^ = <y, 011 sait que l 'équation 

différentielle des l ignes de courbure est 

dx pdz dy H- qdz 
( 4 ) _ _ _ 

11 faut vérifier que cette équation est satisfaite par les 

coordonnées des divers points d 'une même section pa-

rallèle au plan xOj\ Calculons les quantités p et <7, et 

pour cela différentions les équations données tour à tour 
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par rapport à x et à y , prises comme variables indépen-

dantes, en considérant a et ¡3 comme fonctions de x et 

de y . Nous aurons 

/ o n • d* i — cos a — ( u 4- K + u ) sin a — , 
dx ' dx 

. dfr , q d% 
o ~ sin a —— + « + 3 + u ) cos a — > 

dx dx 

d z - o ' m ^ 

r/3 ' . r/a 
0 = cos a -V ( U: 4 - 3 4 - U ) Si il a -=- > 

dy ' 7 dy 

• / A d* 1 sin a -i-- -1- ( u + p + w ) cos a > 
dy x ' Î/K 

De ces équations, on tire 

(la sin a 
: cos a, 

dx ' dx u -h [i 4-

<̂ 3 . c/a cos a 
—— sin CÎ , — — - , 

rt/ a k u 4- ¡S 4- u ' 
dz 

dy 

Si maintenant on considère un point se déplaçant sur 

une section parallèle au plan xOyon devra supposer 

dz n u l , et calculer dp et dq dans l 'hypothèse de ¡3 con-

stant et de a seul variable. O n aura ainsi 

dp — — cp' ( 3 ) sin a da, d<[ — ( ¡3 ) cos a r/a. 

O n a d'ai l leurs, dans les mêmes hypothèses, 

dx = — ( u 4- ? 4- u" ) sin a 

dy — ( M 4- 3 4- u" ) cos a r/a. 
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Portant ces valeurs dans l 'équation ( 4 ) , on a 

— ( u -f- ¡3 -h u" ) cosa doi ( u -+- p -+- u") cosa dz 

— z>' (p) sin a doi ( ¡3 ) cosa dv. 

Cette équation est identique. Ses deux membres ont 

pour valeur commune U U • Donc les normales «à r <? (P) 
la surface S aux divers points de la section considérée 

forment bien une surface développable. 

Cherchons l 'arête de rebroussement de cette surface. 

Les équations d'une génératrice étant 

1 0 1 Y — y -j- r/( Z — s ) — o, 

cherchons celles de la génératrice infiniment voisine, 

dans l 'hypothèse de dz = o. Nous aurons 

( X — x — dx 4-/?(Z — z) -H dp(7u — z) = o, 

( y —y — dy -hg(Z — z)-hdç(Z — s)—o. 

En tenant compte des précédentes, ces deux dernières se 

réduisent à 
— dx + dp (Z — s ) = o, 

— dy h- d!gr(Z — z ) — o. 

„ , . . . 1 dx dy 
h t comme, pour le cas particulier actuel, on a = — , 

ces deux dernières se réduisent à une seule et donnent 

dx 
( 6 ) Z = • 

E n portant dans les équations ( 5 ) , on a 

dx dx 
( 7 ) X = Y=y-q-Fp 

E n remplaçant z par leurs valeurs tirées des équa-

tions de la surface S , et dx, dy,p, q, dp, dq par les va-
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leurs que nous venons de calculer , on trouve les é q u a -

tions qui définissent l 'arête de rebroussement avec les 

' variables a et [3 : 

X — — (ur sina 4- un cosa), 

Y ur cosx — urf sinx, 

// -H P 4- n " 
Z = o ( P ) H -

?'(P> 

O n voit que cette arête de rebrousseinent se projette sur 

le plan xOjr suivant la courbe définie pour les équa-

tions ( i ) et ( 2). 

Les cosinus directeurs de la tangente à l 'arête de re-

broussement sont 

— P 
\ 1 + />• + <r \ 1 -f- p- 4- v v 1 -+• p -+- <7 

C e dernier a pour valeur * quantité cou-

slante pour une même section parallèle à xOy. Donc 

la tangente à l 'arête de rebroussemeiit faisant un angle 

constant avec O z , cette courbe est une hélice tracée sur 

u n cyl indre à base quelconque dont les génératrices sont 

parallèles h Oz. 

3° O n pourrait , pour trouver les lignes de courbure 

de la surface S , appliquer la méthode générale; mais il 

est plus simple de remarquer que, d'après ce qui pré-

cède, l ' u n des systèmes est formé des sections parallèles 

à xOj. L 'autre système, formé de lignes 'orthogonale^ 

aux premières, se projette sur le p lan x O y suivant les 

trajectoires orthogonales des projections sur ce plan des 

courbes du premier système. Ces dernières, ayant même 

développée, ont pour trajectoires orthogonales les tan-

gentes à la courbe définie pour les équations (1) et ( 2 ) , 

zt un .de M ut hé mat .t 3 e série, t . I . (Mai 1882.) lr) 
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et les plans menés par ces tangentes perpendiculaire-
ment à xOy coupent la surface S suivant les lignes de 
courbure du second système. 

En traitant la question par le calcul, on devra calcu-
ler les quantités dx, dj, dz, q, dp, dq sans faire au-
cune hypothèse particulière, en regardant z, a, ¡3 comme 
fonctions des variables indépendantes x et y. On aura 
ainsi 

dx ~ cos a d$ — ( t/~4- p - j - u" ) sin a dm, 

dy — ûiï%d$ + P + cos a doL, 

p m © ; ( p ) C O S a , 

<7 = <?'(P)sina, 

dp — <?" ( P) cosa dp — ( p) sin a doc, 

dq — <p"(P) sin a -h <p' ( ¡3) cos a d x . 

En portant ces valeurs dans l'équation 

dx 4- p dz __ dy -+- q dz 
dp dq ' 

on trouve 

cosa (/p — (> 4- P 4- u") sin a r/a 4- | V ( p)]2 cosa 

©^(p)cosarfp —©'(p) sinar/a 

— + (u H- P -f- u") cosar/a 4- (P)]2 sinar/^ 

^ ( p ) s i n a ^ p 4 - c p / ( p ) c o s a c / a 

Toutes réductions faites, cette équation donne 

# \ (u + $ 

En supprimant le facteur entre accolades qui ne donne? 
aucune constante arbitraire, on a 

• dx =z o et c/p =r o. 
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La solution = o donne ¡3 = const. , c'est-à-dire 

z = eonst. O n retrouve les sections de la surface S par 

des plans parallèles à xOy. L a solution d<z = o donne 

t x = c o n s t . E n éliminant ¡3 entre les deux premières 

équations de la surface S, nous trouverons l 'équation 

jr cosa — x sin a — 

pour représenter les lignes de l 'autre système. Ces 

ligues sont bien dans un plan perpendiculaire au plan 

xOy. Il est facile de voir que la trace de ce plan sur xOy 

touche la courbe définie par les équations ( i) et (2) . De 

ces équations (1) et (2) , on tire, en effet, en les difïe-

rentiant, 

d% — — ( u' cosa H- u" cosa) i/a, 

dri — — (u' sin a -h u" sin a ) 

D'où ~ = t a n g a . L'équation de la tangente à cette 

courbe est donc 

y — r^ — (x — £) tanga, 
o u bien 

y cosa — x sin a — TQ cosa — £ sin a. 

O r , en remplaçant £ et YJ par leurs valeurs, on trouve que 

cette équation devient en efïet 

y c o s a — J? sinflt m 

Pour trouver maintenant les rayons de courbure prin-

cipaux en un point de la surface, calculons les quanti-

tés r= s = -r- t = , e n considéranttou-

dx dy dx dy 

jours a et j3 comme des fonctions de x et y prises comme 

variables indépendantes. O n a, en tenant compte des 
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formules précédemment trouvées, 

r = ? ' ( p ) cosa Sina ^ 

— <p"(p)cos2a4- —ATZ 
' u 4- p 4-

, - o"(P) cosa ^ - c p ' ( P ) Sina ^ 

= ? '<?) Sina cosa- ? ' ( P ) " " « C O S » 

— cp"(p)sin2a4-

(p)cos 

cp'( p) cos2a 

m 4- p 4-

Nous allons remplacer /j, /•, s, ¿ par leurs valeurs dans 
l'équation qui donne les rayons de courbure principaux 
en un point d'une surface 

(rt — s2)R2 — [(i +/)2)i + (i + q2)r — 2 pqs] 

X \Ji+p2-+-q2 R 4 - ( i + p* 4 - q2 Y = o . 

Nous aurons 

ï l ï p l ï l . w - p ( p ) + M i M l 
u 4- ¡3 4- « L M 4- p 4- « J 

x "v/i+ [? ' (?)? R + {i + [T'(P)] fjs = o. 

La quantité soumise au radical dans la valeur de R est 

- ^ » ¡ Ï Î I ^ L I - V « » ] 

C'est le carré de la quantité 

ù+JZs'•'K^TP)-



Donc on a 

( a i 9 ) 

[i-m+m S Í J ^ ] * [ Y ' F F L - Y ' W Î S Î ^ L 

Avec le signe 4 - , on a 

+ M" 

A v e c le signe — , on a 

La normale à la surface fait avec O s un angle dont le 

cosinus est — - ou * — Le cosinus de R< 
sj1 p2 4- q2 \Zi4-©;î(P) 

avec le plan xOr est donc — = £ = = = > et la projection 
s/^YW) 

de R , sur ce plan a pour valeur — — — -—* c'est-à-dire 

u 4 - ¡3 4 - u". C 'est la valeur du rayon de courbure de la 

section parallèle au plan xOj donné par la formule (3). 

Donc Ri est la valeur du rayon de courbure des sec-

tions normales principales tangentes aux lignes de cour-

bures parallèles au plan xOjy et R 2 est par suite le 

rayon de courbure des sections principales de l 'autre 

système. 
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SOLUTION DES QUESTIONS DE LICENCIE PROPOSÉES 
AU CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1 8 8 0 ; 

PAR M . M O R E T - B L A N C . 

1. Intégrer les équations différentielles simultanées 

dx , 
—- = ax -t- U v -h b z. 
dt 

Íí b" X A' Y + bz. 
dt 

^ —r b'x 4- by -h aïïzy 
dt 

ou a, a', a!'^ b\ b" sont des constantes réelles don-
nées, et z des fonctions inconnues de la variable t. 

ry i dx dy 
Ces équations étant homogenes en z , 

si Ton trouve trois systèmes de valeurs part icul ières 

x^j i, zt; x2ry'2, z*'? qui les vérifient, on y 

satisfera encore en posant 

x — Cj x¡ 4- C2X2 -f- C3XJt 

y = C1yi-hCsyt-+-Csj'3i 

z C2 G3 -33. 

C, , Co, C3 étant trois constantes arbitraires. Ces nou-
velles valeurs, renfermant trois constantes arbitraires, 
seront les intégrales générales des équations proposées. 

Pour trouver trois solutions particulières, posons 

x — r — [xe*1, ; — v e^. 

p, ¡x, v étant des constantes qu ' i l s 'agit de déterminer . 
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Ces valeurs, substituées dans les équations, donnent, 

en supprimant le facteur eP', 

b" -+- (a'— p ) j i 4- bv z=z o, 

//-h b¡j.-\- (a" — p)v = o . 

L'él imination de [x et v entre ces équations donne 

a — p b" V 

1/ p b 

y b a"—p 

Cette équation, identique à l 'équation en S de la Géo-

métrie analytique, a, comme on sait, ses trois racines 

réelles, que l 'on calculera trigonoméLriquemenl, quand 

on connaîtra les valeurs numériques des coefficients. 

Désignons-les par p i y p 2 , p 3 ^ deux quelconques des 

équations précédentes donneront les valeurs correspon-

dantes p.,, |x2, y-3} v2, v3 . 

Les intégrales générales des équations proposées se-

ront 
x = Ct e^1 -4- C2e*-J 4-

y — Ct f JL jee i '4- C a j A j C ^ H - CsfXaÉ??«', 

z = CjVjCf»' 4- C2v2e^f 4- C3v3e?3i. 

2. On considère un axe vertical O z, autour duquel 
tourne d'après une loi déterminée, mais inconnue, 
fuèe rectiligne OA, de section infiniment petite, qui 
rencontre Vaxe fixe en O et fait avec lui un angle 
constant dans l'intérieur du tube peut se mouvoir 
sans frottement un point M : 

i ° On demande quelles doivent être, d'une part, la 
loi de rotation du tube, d& Vautre, les circonstances 
initiales pour que la distance r du point M au point O 
soit, à chaque instant t, donnée par la formule 
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2° Conservant pour le mouvement de rotation du 

tube la loi précédemment trouvée, ne faisant d'ailleurs 
aucune hypothèse sur les circonstances initiales, on de-
mande d 'étudier le mouvement du point pesant dans le 
tube. 

i° L'accélération du mouvement du mobile dans le 
tube est la somme algébrique des composantes suivant 
la direction du tube, de la pesanteur et de l'accélération 
centrifuge : l'accélération centrifuge composée, étant 
perpendiculaire au tube, est détruite. On aura donc, en 
supposant le mobile M au-dessus du point O, 

d2r A . n du2 

o) étant l'angle que le plan ZOA fait avec sa position ini-
tiale. 

Si le mobile était au-dessous du point O, il suffirait 
de changer le signe de g , r étant positif de O vers M. 

D'après la loi énoncée, on a 

dr d2 r 
r~ k(t H- a)2, _ = w = 

I.'équation précédente devient 
¿Ai)2 

2 A — — .¿rcosf) -h A' sinG(£ oc)2 

d'où l'on tire 
/ 2 k 4- # cos 0 

Î/IO * \ k sinô 
dt ~~ t -ha 

Telle doit être la vitesse de rotation du tube; elle est 
en raison inverse du temps compté à partir d'une ori-
gine antérieure de a aux circonstances initiales. 

Pour t =r o, on doit avoir en outre 
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c'est-à-dire que la position et la vitesse initiale du mo-

bile dans le tube doivent être les mêmes que s'il était 

parti sans vitesse initiale du point O avec l 'accélération 

2 A-, à cette époque antérieure, le tube restant immobile. 

Il est facile d'avoir l 'équation de la courbe décrite sur 

un plan perpendiculaire à l 'axe par la projection du 

mobile : 
p rz: /• sin 6 = k &in6 ( t -h a)2, 

d'où 
V 7 

' 2 k -+- G COSO t -+- OL 

k sin6 a ' 

V 2 AH-A-costf 

En éliminant t entre ces deux équations, on a 

J / 9 • A 2W V cosO 

équation d'une spirale logarithmique dont l 'angle a pour 

tangente 
sin 6 

2° Conservant pour le mouvement de rotation du tube 

la loi trouvée 
r > 2 k -b Ar cos f) 

dio 
~dt 

/ 2 k H- g cos t 

___ V k sin 6 

et ne faisant aucune hypothèse sur les circonstances ini-

tiales, on a, pour déterminer le mouvement du mobile 

dans le tube, l 'équation différentielle 

d*r 2 k -+- g cos 6 
Mi- ¿(f + cc). ^ - ¿ r c o s O . 

On eu connaît une intégrale particulière 
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on aura l ' i n t é g r a l e généra le en l u i a j o u t a n t l ' in tégra le 

de l ' é q u a t i o n sans s e c o n d m e m b r e 

d2r 2À-h^cos6 

Wl k{t-+- a)2 

P o u r i n t é g r e r cette dernière é q u a t i o n , posons 

r =z efudt, 
elle devient 

r/// a 2 A - h cosO 
- r - - h u 2 — — , 2 , 
dt h^t-hOL)'1 

o u , e n posant t -f- a = t{, 
rr 

, 2 -h ~ cos 6 
¿/tt „ A 

M 
¿/¿i t7 

équat ion qui rentre dans ce l le de R i c c a t i . 

S i T o n pose 

elle dev ient * 
h 

dz dtx 

d ' o ù , en posant , p o u r abréger , y -4- t eos^ == w 2 , et iu-
4 A 

tégrant , 
i 

m H 
— 2 M L T L -H L G , 

m 
2 

£ ^ ( G Ç — ¿7m) 
2 5 ~ G t'll -h t\nl ' 

" D T L = C C + V " Ï V 

/// = L ( C ¿y1 - h t\m ) - h L t f + LB. 
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C et B étant des constantes arbitraires. 
Enfin, posant BC = A, 011 a 

(<»4) r — k(t -h a)2-FA (i -t- a) ! + B( i + i) 

A (t-h 

" M ) ' 

r = ^ = 2 k(t-h a) -h f-rn -f- ^ ) A (t 4- oc) 

ni — -J B(t 4- a) 

Si /'o et v0 sont les valeurs initiales de /* et de on a 

7'0 m: A a2 4- A a 2 -f- B a 

C0 = 2 k OL 4- ^ //l 4- A a 2 — ( • 

d'où l'on tire 

I ) „ . - ( - » , 

A 
77i — - ) ( ;-0 — À- a2 ) 4- a (cô — 2 k a) 

2 a * 

( m 4- ^ (7*0 — A*a2) — a(c0— 2 A"a) 
B = " " 

2 77t a v 27 

Discussion. — On a 

3 1 1 771 *> - , 771H >> 2, 771 >> I . 
2 2 2 

Le terme du degré le plus élevé dans la valeur de r ou 

de \> est donc celui qui a pour coefficient A ou r̂a + A, 

De plus, t croissant, les deux premiers termes dans les 
expressions de r et de ^ croissent, et le dernier décroît. 

Donc si A est positif, r et v croîtront indéfiniment à 
partir de leurs valeurs initiales r0 et le mobile mon-
tera indéfiniment avec une vitesse croissante. 
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Si A est négatif, r et v finiront par devenir négatifs-, 
par conséquent, si r0 et v0 sont positifs, le mobile mon-
tera jusqu'à ce que sa vitesse soit nulle; on déterminera 
le temps tK correspondant, en égalant à zéro la valeur 

dr 
de puis on reportera cette valeur dans l'expression 

de r, ce qui donnera le point le plus haut. A partir de 
ce moment, le mobile redescendra, passera au-dessous 
du point O, et s'en éloignera indéfiniment vers le bas 
avec une vitesse croissante. 

Pour établir la loi de rotation du tube, nous avons 
supposé que le mobile était au-dessus du point O. 

S'il était au-dessous, il faudrait dans l'expression de 

~ changer g* en — g, la direction positive étant vers le 

bas. On aurait à faire un calcul tout à fait semblable au 
précédent. 

CONCOURS D'AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
SPÉCIAL EN 1 8 8 0 . 

É P R E U V E S É C R I T E S , 

Algèbre et Géométrie. 

Les côtés a, c*d'un triangle sont en progression 
géométrique et satisfont en outre à la proportion 

c — a h 
a c -f- a ' 

calculer les angles de ce triangle. 
On résoudra par approximations successives l'équation 

numérique du problème, et l'on rendra compte des rela-
tions qu'on aura remarquées entre les angles conclus. 
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Créo/Jiéii ie descriptive. 

On donne deux plans verticaux se rencontrant sou$ un 
angle quelconque. Par un point de leur intersection, on 
fait passer une série de plans coupant les deux premiers 
suivant deux droites perpendiculaires l'une à l'autre. 
Construire la trace horizontale du cône enveloppe de ces 
plans et reconnaître la nature de ce cône. 

Mécanique. 

Calcul d'un volant dans le cas d'une manivelle à simple 
effet. On suppose constantes la puissance et la résistance, 
et l'on ne tiendra pas compte de l'obliquité de la bielle. 
La machine est de dix chevaux et le nombre de tours de 

l'arbre est de 3o par minute, coefficient de régularité ~ 

La. vitesse du volant à sa circonférence moyenne ne doit 
pas dépasser i -im par seconde. 

ÉFLLEUVES ORALES. 

Algèbre ou Trigonométrie. 

1. Questions de maximum et de minimum. 
2. Construction et usage des Tables trigonométriques 

en se bornant aux Tables à cinq décimales. 
3. Principales formules usuelles de Trigonométrie, ma-

nière de rendre une formule calculable par logarithmes. 
Applications numériques. Insister sur la disposition des 
calculs. 

4. Application de la Trigonométrie au lever des plans. 
(On ne reviendra pas sur la résolution des triangles qui 
a fait l'objet d'une leçon antérieure, et l'on indiquera le 
degré de précision des résultats. ) 

5. Première leçon de Trigonométrie. 
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6. Résolution des équations du premier degré à plu-
sieurs inconnues. Problèmes qui conduisent à des équa-
tions de ce genre. Applications numériques. 

7. Résolution des triangles quelconques. 
8. Première leçon d'Algèbre. 
9. Construction et usage des Tables de logarithmes. 
10. Résolution des équations du premier degré à une 

inconnue. Problèmes qui conduisent à des équations de 
ce genre. Applications numériques. 

11. Intérêts composés. Remboursement d'une dette 
par annuités. Problèmes. 

Créai né trie descriptive. 

1. Vis à filet triangulaire. Tracé. Ombres. Construc-
tion et applications industrielles de ces vis. 

2. Ombres de la niche. Indications pour le lavis. 
3. Premières notions de perspective. Perspective 

d'une figure située dans un plan horizontal. 
4. Des surfaces gauches en général. Classification de 

ces surfaces d'après leurs modes de génération. 
Manière de les construire dans les arts. Passer en re-

vue leurs principales applications. 
o. Des surfaces de révolution. Manière deles produire 

dans les arts. Principales surfaces de ce genre usitées 
dans les arts. 

6. Des surfaces développables en général. Classifica-
tion de ces surfaces. Manière de les produire dans les arts. 
Passer en revue leurs principales applications. 

7. Intersection des deux cylindres. Application aux 
arts. 

8. Perspective d'une porte avec perron. 
9. Vis à filet carré. Ti*acé, ombres, usages industriels, 

fabrication industrielle de ces vis. 
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10. Sections planes (les principales surfaces gauches. 
11. Porte en talus, rachetant une voûte cylindrique. 

Mécanique. 

1. Lois du frottement. Frein de Prony. 
2. Locomotives. 
3. Roues hydrauliques à axe vertical. 
4. Théorie des engrenages. Application à un cas par-

ticulier au choix du candidat. 
0. Du travail des forces. Force vive. 
Equivalent mécanique de la chaleur. 
6. Rotation des corps. Force centrifuge. 
7. Etude des mouvements uniformément accélérés. 

Chute des corps. Mouvement des projectiles. 
8. Roues hydrauliques à axe horizontal. 
9. Machines à vapeur à basse pression. 
10. Détente de la vapeur. Moyens de la produire. 
11. Mouvements relatifs. Principe de l'indépendance 

des mouvements simultanés. Applications diverses. 

ÉPREUVES PRATIQUES. 

1 . Lavis de la perspective du trou de loup (4 h )-

2. Détermination des coordonnées du Trocadéro (4h ) • 
3. Lever de machines à l'usine Cail (4h)« 
Mise au net au lycée Saint-Louis (3h). 

QUESTIONS. 

1400. On donne un triangle ABC et un pointquelcon-
que O. On prend les symétriques a, è, c de ce point par-
rapport aux milieux de BC, AC, AB. Démontrer: i° que 
les droites A«, Bfr, Ce concourent en un meme point P ; 
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2° que la droite OP tourne autour d'un point fixe E, 
lorsque le point O se meut d'une façon quelconque; 
3° que le point E divise OP dans un rapport constant. 

( n ' O c A G N E . ) 

1401. Soit qp le quotient de la division de n par p. 
On a 

< 7 Î 4 - ^ 4 - ? 3
2 4 - . . . 4 - y * 

= q\ -+- H- 4 * . . . 4- ( 2 / 1 — I)q n . 
( E . CÉSARO. ) 

1402. La somme des pièmes puissances des diviseurs 
de n est égale, en moyenne, à 

( E . C É S A R O . ) 

1403. ay Z>, c, . . . étant les diviseurs de 72, on a, en 
moyenne, 

p p p 1 1 1 
— H 7 — 1 i — 1 H h H 1 
a 4~ 4- P c 4 " p 2 6 p 

( E . C É S A R O . ) 

E RUAT A DES T A B L E S DE LOGARITHMES DE SC1IRÒN. 

Page 3c)8, première colonne Diffpremière l igne en remontan t , 

ou lieu de 33o, lisez 331. 
Page 413, troisième colonne Diff., première l igne en remontan t , 

au lieu de lisez 147. 

Ces fautes ont été signalées par M, P. Barbar in , professeur de 

Mathémat iques au lycée de Toulon . 
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DES LOGARITHMES 
ET DES EXPONENTIELLES ; 

PAR M . M A U R I C E D ' O C A G N E , 
Élève de l 'École Po lytechn ique . 

Considérons le développement d 'une fonction f { x ) 

suivant les puissances ascendantes d 'une fonction quel-

conque ®(x) de la variable 

— Ao + Axo(x) 
I 4- A 2 c p ( ^ ) 2 . . 4 - Ano(x)n-h. • 

et proposons-nous de trouver le développement de 

l o g f ( x ) suivant les puissances de ' f ( x ) 

en supposant ces deux développements convergents 

pour la fonction <p(x) choisie. 

O n voit d 'abord immédiatement que 

Cherchons maintenant la valeur d 'un coefficient quel-

conque an. A cet effet, dérivons l 'expression (i) par 

rapport à x 

4- nAn v(x)n-l*'(x) 4-
P a r suite, 

( } | f(x) ~ A04-A 1c?(^)4-.. .4-A / îcp(^)«4-.. . 

Dérivons maintenant l 'expression (2) pàr rapport h x 

ao rrz logA 0 . 

d\o%f(x) 
— «!<?'(#) H- 2a2 ®(x)®'(x) 4-. . . 

4- nano(x)n~i v'(x) 4-. . .. 
( 4 ) dx 

Ann. de Mathém., 3e série, t. I ( J u i n 1882). 6 
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Les premiers membres de (3) et (4) étant identiques, 

il en est de même des seconds 5 nous aurons donc, après 

avoir divisé-de part et d'autre par 

Aj 4- 2A2cp(#) 4-. . . + nkn*(œ)n-* -h.. . 
= [ax 4- 4-. . .4- nano(œ)n-1 4-. . .] 
x [A04- Ajcp(^) -+-.. .4-A/icp(^)"4-. . .]. 

L'identification des deux membres donne 

A, — aiA0, 

2À2 ~ 2a2À0 + aA, 

3A3 — 3a3A0 2a2At 4- ax A2, 

nkn — nanA0 4- (n — O ^ - j A , , 

4- o — 2)a«_2A2 4-. .. 4- «lA^t, 

Pour tirer de là la valeur de an, prenons les n pre-

mières équations et écrivons-les comme suit 

A 0 « ! 4- oa2 4 - o az 4 - . . . 4 - 0 an — A n 

oaz 4 - . . . 4 - o an — 2A2, 

-3A0a3 + . . . + oflft = 3 A 3 , 
A I « I 
A 2aj 

0«2 

• 2A0a2 

• 2 Ai a2 

A«^,«, 4 - 2 A „ _ 2 t f 2 4-3A, i_3a3 4 - . . • 4 - nA.0an — nA„. 

De là nous tirerons pour la valeur de an, en remar-

quant que le déterminant qui forme le dénominateur se 

réduit à sa diagonale^ 

A , 0 O . . . 0 A, 

A, 2A0 O 0 - 2A2 

A , 2 Ai 3 A0 0 3 A3 

A,i—2 2A„_3 3A„_4 . . . (/* — i)A0 ( n — 1) A„_, 

A„_, 2 A„_2 3 Aw_3 . . . (n — 1) A, 
1.2.3., . . / I A ; 
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Telle est la formule qui résout le problème. 
Comme application, nous allons en déduire le déve-

loppement classique de log(i -h x) . 
Dans ce cas, nous avons 

A0 — i, A t = i . 

Tous les autres coefficients A sont nuls. Nous avons 
alors 

a0 — logA0 —o, 

et, par application delà formule précédente, 
i o o 

I 2 o 

o 2 3 

o o 3 

o o o 

o o o 

O I 

O O 

O O 

O o 

n — i o 

n — i o 

i.ii.3. . .n 

(— i)n+l 1.2.3 . . . (n — i) 
1.2.3 .. .11 

( — iV^1 

C'est bien la formule connue. 
Il est parfois plus facile de développer le logarithme 

d'une fonction que cette fonction elle-même ; c'est ce qui 
a lieu en particulier pour le développement de l'intégrale 
eulérienne suivant les puissances croissantes de 
[x — î). On peut donc avoir à traiter le problème in-
verse de celui que nous venons de résoudre. On a 
d'abord 

A0 — ea°. 

Il faut maintenant des équations [a] tirer la valeur 
de An en fonction des a. A cet effet, nous prendrons les 
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n premières de ces équations et nous les écrirons 

— ax Ax h-

— 2 a^Ax — 

O A 2 

2A2 + 

ax A 2 + 

O A 3 + . . . + O A „ = ax A 0 

o A 3 + . . . + OAW — 2 a 2 A 0 

3 A3 + . . . + O A „ = 3a s A 0 , 

-{n—i)an^xAx — (n—2)a/z_2A2 — (n—3)a„__3A3 + ...-+- nAn — nariA0 

d'où nous tirons 

i O o o ax 

•ax 2 o O 1 « 2 

— 2 a2 — ax 3 o 3a3 

- ( / I - -2)A / T_2 —(n—3)a/l_3 — ( n — • . 7I 1 
~(n~ - I —(n—2)an- 2 — ( n — . . —ax na„ 

i. i. 3.. . 71 

C o m m e vérif ication de cette fortnule, nous allons en dé-

duire le développement de ex. Il suffit de faire 

ax = i, 

et tous les autres a nuls , ce qui donne 

i o o 

I 2 o 

o — i 3 

o 

o 

o o 

o o 

o I 

o o 

o o 

n — i 

— i 
- ~ ri o 1.2.0. . .71 

qui est bien la formule connue. 

1 . 2 . 3 . . . 
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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 
PROPOSÉE AU CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1 8 7 9 ; 

On donne un hy perboloïde à une nappe et un point A. 
On considère un paraboloide circonscrit à l'hyperbo-
loïde et tel que le plan P de la courbe de contact passe 
par le point A; soit M le point d'intersection de ce 
paraboloïde avec celui de ses diamètres qui passe par 
le point A; soit Q le point de rencontre du plan P 
avec la droite qui joint le point M au pôle du plan P 
par rapport à l'hyperbo loïde. 

Le planV tournant autour d u point 'A, on demande : 
i ° Le lieu du point M ; 
2° Le lieu du point Q : ce second lieu est une sur-

face du second degré S que l'on discutera en faisant 
varier la position du point A dans l'espace ; 

3° Le lieu des positions que doit occuper le point A 
pour que la suif ace S soit de révolution. 

L'hyperboloïde donné, rapporté à son centre et à ses . 

axes, ayant pour équation 

si je transporte les axes de coordonnées parallèlement à 

eux-mêmes, de manière que la nouvelle origine soit au 

point donné A (a, ¡3, y ) , l 'équation précédente deviendra 

P A R M . G A M B E Y , 

Professeur au lycée de Saint-Et ienne. 

( 

• 2 

(0 
(œ H- a)2 ( y - h ,3)2 (-S4-y)2 

— o. 
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Cel le du plan P s e r a 

Ix -h m y + «5 = o, 

/, m , n étant des paramètres arbitraires. 

Si j e désigne, pour abréger, par S le premier membre 

de ( i ) , l 'équation d 'une surface du second ordre, circon-

scrite à l 'hyperboloïde suivant la courbe de contact déter-

minée par le plan P dans cet hyperboloïde , sera 

A S — (Ix -+• m y -H nz)2 = o, 

et , pour qu 'e l le représente u n paraboloïde, on a la 

condition 
A2 ( aH1 •+• b2m2 — c2n2 — \)~o. 

L e facteur égalé à zéro, donnerait un plan double. 

L 'autre facteur donne 

X — aH2 H- h2m2 — c2n2, 

et l 'équation du paraboloïde devient alors 

(2 ) (A2/2 H- b2m2 — c2n2) S — (Ix -+- m y nz)2 = O. 

I. Lieu du point M. — Les diamètres du parabo-

loïde (2) étant conjugués du plan P , celui qui passe 

en A a pour équations 

x y z 

(3) = . 
t ni n 

L e l ieu du point M où le diamètre (3) rencontre le 

paraboloïde (2) s 'obtiendra en él iminant /, m et n entre 

les équations (2) et ( 3 ) , ce qui se fait immédiatement en 

substituant à ces paramètres les quantités proportion-

nelles T?5 — ~ 

a% b2 cl 

L'équat ion obtenue se décompose en deux autres, 
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savoir 
x2 r2 z2 

— + XT i = °> a- b2 c2 

2 y a 2 7* 
~ à? + ^ + ï 2 " - 1 " 0 , 

La première représente le cône asymptote de l'hyper-
boloïde donné, transporté parallèlement à lui-même de 
manière que son sommet vienne en A. C'est une solution 
singulière correspondant au cas de X = o. 

Le plan représenté par la seconde équation est 
parallèle au plan polaire du point A par rapport à l'hy-
perboloïde et se confond avec le plan tangent en A à cette 
surface, quand le point A est sur Thyperboloïde. 

Si le point A est situé au centre de l'hyperboloïde, ce 
deuxième lieu est rejeté à l'infini. 

II. Lieu du point Q . — Soient .r0, yo, z0 les coordon-
nées d'un des points M du lieu précédent, et X\, y \, zK 

celles du pôle du plan P par rapport à l'hyperboloïde 
donné. 

Les équations de la droite qui joint ce pôle au point M 
sont 

/ r \ & * .Vo Z -o 
(4) = r = " 

XI X0 YT Y0 zt z0 

Cette droite rencontre le plan qui a pour équation 

( 5 ) Ix 4- my n z — o 
en un point qui appartient au lieu cherché. 

Mais, si l'on identifie l'équation (5) avec celle du plan 
polaire du point y{, zt) par rapporta l'hyperbo-
loïde, on obtient les relations 

{0) aH ~ bbn — c2/*' 

%{xx + *) , + v(-iVï) ,_n 

^ + 62 ? 
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c l l 'on a en outre 

/ o\ ,Vo -o 
K } aH~ b*m ~ c*n ' 

en posant, pour abréger, 

or 32 v2 
_ U J _ T /-

a2 ' 62 c2 ~~ * 

Il faut é l iminer les coordonnées de M , celles du pole 

du plan P et les rapports de deux des coefficients /, m, n 

au troisième, entre les équations numérotées de ( 4 ) à ( 9 ). 

De (6) et (8) on déduit immédiatement 

^i + ï Yi + P -1 -h v 

ce qui exige, pour que les équations ( 7 ) et ( 9 ) soient 

compatibles, que l 'on ait encore 

2X{) -H A (xx + a) = 0, 

2 Yo "H k (/! 
2Z0 k(z{ 4 - Y ) = O. 

T i r a n t de là les valeurs de X\, y z s en fonction de 

J05 z o et substituant dans les équations (4) , 011 en 

déduit , si Ton désigne par i la valeur commune des trois 

rapports ( 4 ) : 

! h 
([1.07-H a ) , k ( [j. — 1 ) — 2 

k (¡^ -l-ï)-
A - ( t i - l ) - : 

D'autre part , si l 'on substitue à l, w , n dans (5) les 
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y 
b2 ^ — c2 quantités proportionnelles et — > il vient 

yy0 
(n) —-r- -h ^ = o. 

a2 b2 c2 

Il ne reste plus qu'à porter dans (9) et (i 1) les valeurs 
(10) de o:0, /oi zo pour obtenir les deux équations 
suivantes 

/ 2 a x 2 3 y 2 y z ,\ . 

/ X* 
\â* 

2 y2 z2\ ix pi 
b'2 c'2 / k a2 b'2 c2 

entre lesquelles JJL s'élimine immédiatement. On obtient 
ainsi 

OLX 3 Y y-
+ 1b2 ~~ ~&2, 

K / X2 Y- Z2 olx 3Y 

2 \a'2 b2 c2 à2 b'2 

Le lieu du point Q est done une surface du second 
ordre. Cette surface passe par le point A et parla courbe 
d'intersection du cône 

et du plan 

x~ y-
— -H Va 7 = o a2 b1 c-

OLX ¡3 y y z k _ 
a2 b2 c2 2 

Elle se réduit à un plan double quand 011 a k = o. 
Nous supposerons dans ce qui suit k différent de zéro. 
Discussion.—L'équation développée du lieu du point Q 

peut être mise sous la forme 
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Les équations du centre se ramènent aisément à cel-
les-ci 

x y z k 
— ( À - 4 - a / 

Le centre de la surface S est donc situé sur la droite 
qui joint le point A au centre de Thyperboloïde donné. 

Supposons l'équation de S ramenée à la forme 

S1X2-+.S ïY ï4-S,Z»=:H, 

et calculons le terme connu H. Nous obtiendrons facile-
ment 

II 
4 - 2 ) 

11 faut maintenant déterminer les signes des coeffi-
cients S l5 S2, S3, qui sont, comme on sait, les racines de 
l'équation en S. 

Prenons cette équation sous la forme connue 

B 2 ( S — a,) B ' "2 " (S— bx) B " - ( S — c , ) B B ' B " ~~~ ' 

où nous faisons 

A g— — A gf- — b\ et A g ^ — c t . 

Dans le cas particulier qui nous occupe, nous avons 

k , k k 
î̂ — ~zf = ~ 77' a- b~ c* 

et l'équation eu S devient 

£ £ ï ! 
a'* b'* ^ c4 * 1 o 

p, k p, À* 0 À' 2 
S -i—-, s + - S 

a- lr c-

Supposons b2 et distinguons les deux cas de k^> o 
e t Â < o . 
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k 

i° i > o . — En faisant varier S de — — -4- £• à 
^ ¿r 

— — — s', s et e' étant des quantités très petites, le pre-

mier membre de l'équation (12) passe du positif au né-

gatif en restant fini et continu; il y a donc une racine 
k k 

négative comprise entre — — ô * ^ varie en-

suite de zéro à ~ — le premier membre de (12) varie 

t k - 4 - 2 . , . . . ,, . , 
de ~ q u a n t i t é positive, jusqu a une quantité néga-
tive ; il y a donc une racine positive entre zéro et ^ • 
Enfin on s'assure aisément qu'il y a une autre racine po-

k 

sitive supérieure à — • Comme le terme H est alors posi-

tif, la surface S est un hjperboloïde à une nappe. 
20 k o . — 11 y a une première racine entre — 

et — Pour déterminer son signe, faisons S = o. Le 
a- 0 

k 2 
premier membre de (12) devient —7—* Si l'on a 

2 K 

k -h 2 < o, 

celte quantité étant alors positive, la racine considérée 

, . T, . . . k est negative. 11 y a en outre une racine positive entre — — 

et — ~ ? et une autre, aussi positive, plus grande que 

k 
— ~]y2 ' Cette dernière reste positive quel que soit le signe 

de k -h 2. Donc, pour k -f- 2 o, les trois racines de 
l'équation en S sont positives, et comme alors H est aussi 
positif, la surface est un ellipsoïde réel. 

Mais, pour A-+- 2 > o, deux racines étant positives et 
l'autre négative, comme 011 a alors H > o si k -H 1 > 0, 
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el H < o si k -f-1 < o, il en résulte que la surface est 
un hyperboloïde à une nappe si k -H i >> o, et un hyper-
boloïde à deux nappes si À-H i 

Pour k -f- i = o, la surface est un cône réel. 
Il reste à examiner l'hypothèse & -f- 2 = o. 
Dans ce cas, le centre est à l'infini sur la droite 

La surface est alors un paraboloïde. 
Pour z = o, le premier membre de l'équation de la 

surface S devient 

équation d'une ellipse dans l'hypothèse de Â = — 2 . 
Donc la surface est alors un paraboloïde elliptique. 

Remarque. — Dans la discussion qui précède, la sur-
face S se trouve rapportée à des axes de directions fixes, 
mais dont l'origine est variable : cela ne peut en rien 
changer la nature de la surface discutée. 

Interprétation géométrique du résultat de la discus-
sion. — Revenons aux axes primitifs de coordonnées par 
rapport auxquels nous regarderons a, [6, v comme des 
coordonnées courantes. La relation k -h 1 = o représente 
alors le cône asymptote de l'hyperboloïde donné et la 
relation i + 2 = o son'hyperboloïde conjugué. 

Si le point A est situé à l'extérieur du cône asymptote 
de l'hyperboloïde donné^ la surface S est un.hyperbo-
loïde à une nappe; 

Si ce point est sur le cône asymptote, la surface S est 
un cone réel; 

S'il est situé à l'intérieur du cône asymptote, mais, par 

a ? Y 

Donc 
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rapport à l'hyperboloïde conjugué de l'hyperboloïde 
donné, dans la même région que le centre, la surface S 
est un hjperboloïde à deux nappes; 

S'il se trouve sur l'hyperboloïde conjugué, la surfaceS 
est un paraboloïde elliptique ; 

Enfin, si le point A est, par rapport à l'hyperboloïde 
conjugué, dans la région où ne se trouve pas le centre, 
la surface S est un ellipsoïde réel. 

Il a déjà été dit que, si le point A est sur l'hyperbo-
loïde donné, la surface S est un plan double. 

III. Conditions pour que la surface S soit de ré-
volution. — Les trois quantités aK, bc{ ne pouvant 
être égales que si k = o, auquel cas elles sont nulles, il 
faut exprimer que deux des coefficients des rectangles des 
variables sont nuls à la fois. Cela arrivera pour y = o, 
par exemple. Mais on doit avoir en outre la relation 

Â * ^ ^ [ ( Â 2 ~ < ? ) & + + + ( ¡T* + ? ) ] 

qui, abstraction faite d'un facteur constant, se décompose 
en deux, savoir 

a2 p __ a2 —c2 a2 b2 — c2 ¡32 __ 
a2 b2 1 a2-h c2 tf b^c2 

La première rentre dans l'hypothèse k = o. La se-
conde représente une conique dans le plan des aji. 

Les hypothèses ¡3 = o et a = o donneraient deux autres 
coniques ayant pour équation dans leur plan 

b*— c* f __ 

a2-^- b2 à1 b2-hc2 c2 1 

a24- b2 ft2 a2—c2 f 
— a2-\- b2 b2 + a2 -+- c2 c2 * ~~ °* 
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En supposant nous aurons à distinguer les 

trois cas de 
c2<Z>2, £ 2 < c 2 < a 2 , a 2 < c 2 . 

i ° c 2 < J 2 . — Les coniques situées dans les plans des a 
et des ay sont des ellipses réelles, et celle qui est située 
dans le plan des ¡3y est une hyperbole." 

2° b2<^c2<^a2. — Les trois coniques sont des hyper-
boles. 

3° a2<^c2. — Les coniques situées dans les plans des 
et des |3y sont des ellipses imaginaires; celle qui est 

située dans le plan des ay est une hyperbole. 

Note. — M. Gambey a également résolu la question de licence 

dont une solut ion a déjà paru (2® série, t. X X , p. 57). 

SOLUTION DE LA QUESTION DE MÉCANIQUE ÉLÉMENTAIRE 
PROPOSÉE AU CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1 8 7 9 j 

PAR M. GAMBEY. 

Une lame homogène, pesante, et d'une épaisseur 
infiniment petite, a la forme d'un demi-cercle ABC; 
elle est soutenue par un fil attaché aux extrémités du 
diamètre AB, et qui passe dans un anneau fixe infini-
ment petit O. 

On demande de déterminer les positions d'équilibre 
de la lame et de reconnaître dans quels cas cet équi-
libre est stable ou instable. 

On donne la longueur l du fil, le rayon R du demi-
cercle ACB et le poids P de la lame. 

( On négligera le poids du fiL ) 
JNOTA. — Pour reconnaître si Véquilibre est[stable ou 

instable, on pourra chercher pour quelles positions de 
la lame la distance du centre de gravité G de cette lame 
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au plan horizontal qui passe par Vanneau O est un 

maximum ou un minimum. 

On reconnaît aisément que la verticale du point de 
suspension doit faire des angles égaux avec les deux brins 
du fil. 

Cela posé, traçons AG, BG, OG. Les triangles AOG, 
BOG donnent 

O G AG BG O G 

s inOAG sin A O G sin B O G s inOBG 

d'où 

sin O A X J — sin (3BG 

et, par suite, 

par conséquent 

ou bien 

OAÈ:=6BCÎ; 

6 a b = : 6 b a 

OAG + 6BÈ =: i8o°, 

et le quadrilatère OAGB est inscriptible. 
Il y a donc trois positions d'équilibre, dont deux sont 

symétriques par rapport à la verticale du point de sus-
pension. 

Autrement. — La recherche des positions d'équilibre 
de la figure pesante revient à construire un triangle, 
connaissant deux côtés et l'angle opposé à Tun d'eux. 
La discussion est connue et l'on retrouve le résultat pré-
cédent. 

On a, dans le quadrilatère inscriptible OAGB, 

OG. a R = BG x AO + AG x BO = AG x 
d'où 

îK 
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et comme, dans tout quadrilatère OAGB, on a 

OG x AB < BG x AO -h AG x BO, 

il en résulte que OG est maximum quand le quadrilatère 
OAGB est inscriptible. Par suite, les positions d'équi-
libre, symétriques de la verticale du point de suspension, 
sont des positions d'équilibre stable. La troisième est 
par suite instable. 

Note. — La m ê m e question a été résolue par M. E. Fauquembergue . 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1880. 

MATHÉMATIQUES SPÉCIALES } 

PAR M . E . D O R L E T , 
Élève du lycée de D i j on . 

Sur une courbe donnée du troisième degré, ayant un 
point de rebroussement O, on considère une suite de 
points A _ w , A _ ( j | . . . , A_o, A_4, Ao, A j , A 2 , . . • , 

Aw, tels que la tangente en chacun de ces points 
rencontre la courbe au point suivant : 

i° Etant données les coordonnées du point A0, on 
propose de trouver les coordonnées des points An, 
et de déterminer les. limites vers lesquelles tendent ces 
points quand l'indice n augmente indéfiniment. 

2° On demande le lieu décrit par le premier point 
limite lorsque la courbe du troisième degré se déforme 
en conservant le même point de rebroussement O, la 
même tangente en ce point, et en passant constamment 
par trois points fixes P, Q, R. 

3° On étudiera comment varient les points d'inter sec-



sant par le point O. 

i° L'équation d'uue courbe du troisième degré ayant 
un point de rebroussement à l'origine et pour tangente 
en ce point l'axe des x est 

n — x -f- my. 

Le point a =: o, ¡3 = 0, où ¡3 = o a avec la courbe trois 
points communs coïncidents est le point d'inflexion et 

— o la tangente en ce point. 
Les équations 

prises simultanément, représentent un point de la courbe. 
Nous désignerons par xp, y p les coordonnées de A^, 
par OLp, ¡3̂ , \ p les valeurs correspondantes de a, ¡3, A. 

L'équation de la tangente au point (a0, ¡30, y0) est 

Les coordonnées de A, devront satisfaire à la relation 

P/2 — , 3 _ 

en posant, pour abréger, 

ou 
- 3aa2 p y2 + 9jy p()<ro — o. 

2 A* y — 3X»a-+- Po —o. 

ou 
X̂J —3X Aj -f- A* = O. 

d'où, en supprimant le facteur —Ao)2> 

Àj 4- 2 À0 — o. 

Mathémat., série, t. I (Juin 188.?). 
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De même 

X2 h 14 X, = O, X0 2 O, 

X„ - H 2Xn_.1 = O, ï-n+i - H 2 X__/t O. 

On déduit, en éliminant les À intermédiaires, 

Xo 
X „— ( 2)nX0 , X__w : 

( - 2 ) « 

Les coordonnées du point qui correspond à A sont 
données par 

kx By -h G =r X3v, 

x h- my — X v, 
d'où 

(X3 - A À + A w - B ) y = G, 

(X3 — A A + A m ~ B ) l r - C ( ) l - m). 

En appliquant au point Aw, et remplaçant, dans le ré-
sultat considéré comme homogène en X*, kn et i, ces 
trois quantités par ao et 7 0, on aura 

[ ( - - 2) n Aa0 + ( A m - B ) j 0 ] y n = C J V 

[ ( - 2 )3»p0 - ( - 2)" Aa 0 -H ( A m - B) JO] 

m C [ ( — 2)"a 0 — my0]. 

En remplaçant n par — n , on aura les coordonnées 
de A_„. 

Lorsque n croit indéfiniment, A„ croit indéfiniment 
en valeur absolue,'„et tend vers zéro*, les droites 

- = Xi et - = ~ ? - = \2„ et i = — tendent respee-
a n a Xn a ~n a r 

tivementvers les droites a = o e t j = o , ¡à = o et a = o; 
le point An tend vers le point O, et le point A_n vers le 
point d'inflexion de la courbe, intersection des droites 
a = o et p = o. 
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Soient (/>, p1), (q, </'), (r, iJ) les coordonnées des 

trois points P, Q, R. En prenant, avec les trois condi-
tions qui expriment que la courbe passe par ces points, 
les deux équations a = o et [3 = o, on a les équations qui 
donnent un point quelconque du lieu, 

(A p -+- Bp' ~hC)p'2 -(/>-+- mp' f = o, 

(A q -h B q' -hC)q'2 — {q -f- mq'f = O, 

(Ar-4- Rr' 4- C)r'2 — (r -h / n r ' ^ o , 

A r -h B y H- C — o, 

x -h my — o ; w 

d'où l'on déduit, par F élimination de m, 

k x + B r + C - o, 

A p -h B/-y c _ (rr-p'^y = 
pf2y* 

4 O / J- (qr — q'x)* A q + B,/' 4-C = O, 

4 r» - (ry — r'xf A r + B r + t - 1 ,, .—- ~ o. 
/•2 y3 

En éliminant A,B, C, et supprimant le facteur , on 

a l'équation du lieu 

o x y I 

(pr-p'a:)* 
-^-yf— P P' « 

( g y — ff'aQ* 

(ry — r'xY 

<1 <7' 

r r7 i 

= O. 

On voit que la courbe passe par les trois points 
P, Q , R. L'équation est du quatrième degré ; mais elle 
est vérifiée pour y = o (l'hypothèse y = o rend pro-
portionnels les éléments de la première et de la troi-? 
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sième colonne). En ajoutant à la première colonne la 
troisième multipliée par .r8, on met en évidence le fac-
teur y \ après l'avoir supprimé, ajoutons à la première 
colonne la seconde multipliée par — 3 . r 2 . Il vient ainsi 

3x* x y 

<1 

— y 
»*' » ( p J - 3 * ) 

Les termes de moindre degré sont 

<1 

En mettant y en facteur, divisant par p'q'r', de ma-
nière à avoir partout l'unité dans la troisième colonne, 
puis retranchant la troisième ligne successivement de la 
première et de la seconde, et développant le déterminant, 
on trouve pour l'équation des tangentes à l'origine, qui 
est un point double^ 

9' 
<±_ i . r j — c 

Si deux des points P, Q, R sont en ligne droite avec l'o-

rigine, le facteur ( i - ^ ( L — Ç j (t f _ s'annule ; 

du reste, ce facteur n'entre pas dans les termes du troi-
sième degré ; le coefficient du ternie en .r3 par exemple, 
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qui est le déterminant 

•261 

P P' 
q q' 

, ne s'annule pas pour 

—t-=zij' L'équation représente done dans qe cas trois 

droites passant par O. Il n'y a pas lieu du reste d'exa-
miner ce cas, car si les deux points P et Q sont en ligne 
droite avec O, il n'y a pas de véritable courbe du troi-
sième degré remplissant les conditions énoncées. 

Dans le cas général, le lieu est donc une courbe du troi-
sième degré admettant à l'origine un point double où les 

tangentes sont OX et la droite x ~ ~ 4- ^ -h ~f 

qui joint le point O au centre de gravité des trois points 
déterminés sur une parallèle à OX par les droites 
OP, OQ, OR, ou, ce qui revient au même, au centre 
des moyennes harmoniques des points déterminés par 
ces droites sur une droite quelconque, par rapport à son 
point d'intersection avec OX. 

3° Cherchons le troisième point d'intersection avec 
la courbe de la droite QR dont l'équation est 

x y 1 

q q' J 

r /' 1 

Nous prendrons l'équation de la courbe sous la première 
forme, sauf à écarter plus tard la solution^ = o. En dé-
veloppant par rapport aux éléments de la première co-
lonne et tenant compte de l'équation de QR, on a 

(qv — q!x)z 
x y 

P P' 
r 

1 

1 

r I 

(?7- r'xf 
x y 

P P' 

<1 q' 

= 0, 



ou 
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[rjy — r^—r'ix — rï|» 

De l'équation de QR on déduit 

x -— r y -

p~ - r P'~ -r' 

x — q y --9' 

P — <J - 7 ' 

q' — r' 

r f^ 17 — r x^cj^iy-q') -1—p 

En substituant, et supprimant [y — ;y) [y — qf), on 

[qr'-q'ry 
iy-q'Y 

q q' 
p P' 

r / • ' 

( r q ' - q r ' Y 
, , , ( 7 — r ' y 

qr' — q'r est supposé différent de zéro. En supposant aussi 

/• /•' 1 

P P' * 
q q' 1 

p p 1 

q q' 1 

r r' 1 
on aura 

y-g' 

: O, 

y — 1 

d'où, en supprimant la solution y = or 

ou 

J q' r' 

On voit que le point cherché est le con jugué harmo-
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nique du point où la droite QR coupe OX par rapport 
au segment QR. Si les points Q et R parcourent deux 
droites issues d'un point quelconque de OX, quel que 
soit d'ailleurs le lieu de P, le troisième point d'intersec-
tion de la courbe avec QR décrira une droite qui sera 
la conjuguée harmonique de OX par rapport aux deux 
premières. Si les points P, Q, R décrivent trois droites 
issues de O, les points d'intersection de la courbe avec 
les côtés de PQR décrivent chacun une droite issue 
de O. 

P P' 1 

Nous avons supposé le déterminant q q' i diffé-
/• r' i 

rent de zéro. Si les points P, Q, R sont en ligne droite, 
ce déterminant est nul, et par conséquent la droite PQR 
fait partie du lieu. C'est ce qu'on voit directement sur 
l'équation, en développant par rapport aux éléments de 
la première colonne. Outre cela, le lieu comprendra une 
ligne du second degré ayant un point double en O, et 
qui se réduira nécessairement aux deux tangentes en ce 
point, c'est-à-dire aux droites OX et 

*r L{ E- . (L ^ r \ 
y 3 \p' ~T" q' ' r>)' 

Les droites OX et PQR doivent être considérées comme 
des solutions étrangères, car si une courbe du troisième 
degré, passant par P, Q, R et ayant un point de rebrous-
sement en O, a un autre point (point d'inflexion) sur OX 
ou sur PQR, elle se compose nécessairement de droites. 
La véritable solution est la droite 

£ ' ( Z + i ^ ) . 
y 3 \p q r ) 

Ce résultat peut s'énoncer de la manière suivante : 

Si P, Q, R sont las points d'intersection d'une droite 
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avec une courbe de troisième degré ayant un point de 
rebroussement O, le point d'inflexion est sur la droite 
joignant le point O au centre des moyennes harmo-
niques des points P, Q, R pai% rapport au point d'in-
tersection de OX avec la droite PQR. 

Voici comment on peut obtenir géométriquement 
quelques-uns des résultats qui précèdent. 

Considérons une courbe du troisième degré ayant un 
point de rebroussement en O, passant par les trois points 
P, Q, R et ayant un point d'inflexion M sur la droite QR. 
Soit P'Q'R' un triangle dont les sommets soient avec 
ceux de PQR en ligne droite avec O. Si l'on construit la 
courbe homologique de la première par rapport au 
point O, en prenant les points P', Q', R' pour homo-
logues des points P, Q, R, on aura une courbe du troi-
sième degré passant par P , Q', R' et ayant son point 
d'inflexion M' à l'intersection de QR et de OM. On dé-
duit de là que les points d'intersection de QR, quel que 
soit leur nombre, avec le lieu des points d'inflexion des 
courbes du troisième degré remplissant les conditions 
données, décrivent, lorsque P, Q, R se meuvent sur 
des droites issues de O, des droites passant également 
par O. 

On peut remarquer aussi que toutes les courbes du 
troisième degré ayant un point de rebroussement sont 
des projections de la* courbe ky2 = x3. Or, si par le 
point d'inflexion de cette courbe, qui est à l'infini dans 
la direction OY, on mène une droite quelconque, c'est-
à-dire une parallèle à OY, elle est divisée en parties égales 
par la courbe et par la tangente OX au point de re-
broussement. En projection, cette droite sera divisée 
harmoniquement par la courbe, le point d'inflexion et 
son point d:intersection avec la tangente au rebrousse-
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ment. On déduit facilement de là que le point dési-
gné par M est sur une droite issue de O, droite qui est la 
conjuguée harmonique de OXpar rapport à O Q et à OR. 

Considérons maintenant une des courbes du troisième 
degré ayant un point de rebroussement en O et admet-
tant OX pour tangente en ce point. Soit A un point 
de OX. Menons par A une sécante quelconque, et 
soient P, Q, R les points où elle coupe la courbe, et A'le 
centre des moyennes harmoniques de ces points par rap-
port au point A. Lorsque la sécante tourne autour de A, 
le point A', qui est toujours sur cette sécante, ne peut ap-
partenir à une autre sécante que s'il est en P ; ce qui 
est impossible, puisque aucun des points P, Q, R ne 
peut venir au point A qui n'est pas sur la courbe. Le 
lieu de A' ne coupe donc qu'en un point toutes les 
droites issues de P : ce lieu est donc une droite. Cette 
droite passe évidemment par O, puisque les trois points 
d'intersection de OX et de la courbe sont en O. Si la 
sécante est menée par le point d'inflexion, ce point est 
le conjugué harmonique de A par rapport aux deux 
autres points d'intersection avec la courbe. Il est facile 
de voir d'après cela que ce point n'est autre que A'. 
Donc, si P, Q, R sont les points d'intersection d'une 
droite avec la courbe, le point d'inflexion est sur la 
droite qui joint le point O au centre des moyennes har-
moniques des points P, Q, R par rapport au point d'in-
tersection de la droite et de OX. 

N o t e . — La même question a été résolue par M. E . Chrét ien, élève 

du lycée du Havre. 



( 2<)6 ) 

MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES} 

PAR M. MORËT-BLANG. 

I. Résoudre le système de n équations à n inconnues 

+ ^ + - • .-+-#/.) 
-h i .2(^4- ..-+- xtly- = 9«*, 

+ + - • .-H '̂/i) 
- h 2 . 3 ( - 4 - x2 4 - . . . H- ) a — - 2.5 a}, 

4 - n ( n -h i ) ( Xi 4 - x.2 -h . . . 4 - x„ ) ï = ( 2 / n - i ) î a~. 

Posons -f- -h . . . -f- — S, et soit Tune 
quelconque des inconnues. Ou a 

¿r,-(S — x^ 4- i{i 4- i) S2 (2i 4- i a'2, 
OU 

X'i — S Xi — i(i-{- l) S2 4- ( 2 £ 4~ i )2 a} m o, 
d'où 

_ S ±: ( 2 / 4 - i ) V S2 — \ a2 

w 

11 ne reste plus, pour avoir toutes les inconnues, qu'à 
trouver S. 

Supposons d'abord que toutes les inconnues doivent 
être positives 5 chacune d'elles étant moindre que leur 
demi-somme, il faudra prendre le radical avec le signe — 
et écrire 

S — 4- 1) v/S2 — (\al 

Xi— 2 • 
2 

En donnant à i successivement les valeurs 1, 2, 3, 
et ajoutant, on a 

n S — n ( n 4- 2 > ^ S2 i a2 

b 1 
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d'où 

g _ * 2 /i ( n 4- 2 ) a 

\/[n{n -b 2)\'— (n — 2)2 ' 
et 

__[n(n-h 2) — (2/4-1 ) (n — 2)]a 

Vln (/1 + 2 )]2 — {n — 2 )* 

En donnant à i les valeurs 1, 2, 3, . . /¿, 011 aura 
la solution en nombres positifs. 

Si l'on admet pour les inconnues des valeurs positives 
ou négatives, il faudra prendre chaque radical avec le 
double signe, et les diverses combinaisons de signes 
donneront en tout n2 solutions. 

II. D'un point O, pris clans le plan cVun cercle, par-
tent quatre droites qui coupent sa circonférence, la 
première aux points a et * a\ là deuxième aux points 
b et b'\ la troisième aux points c et c', et la quatrième 
aux points d et d!. 

Prouver que les sinus des moitiés des arcs ac, hd, 
ad, ¿c, de' y b' d', d d!, b'c! sont liés entre eux par la 
relation 

. ac . bd . a'd' . b'cr  

sin — sin — sin si 11 
2 2 2 2 

— cb . b'c1 l' 
si 11 — sin — sin sin  

2 2 2 2 

Les couples de droites ab1 et db, ac' et de, ad! et d d 
se coupent en des points (S, y, 2 situés sur la polaire du 
point O, laquelle coupe ad en un point a. 

Cela posé, les rapports àiiharmoniques des deux 
faisceaux c, d) et a(d, c', d') respectivement 
égaux à ceux des quatre points a, ¡3, y, 0 sont égaux 
entre eux, ce qui donne immédiatement la relation pro-
posée. 

On peut éviter la considération du rapport anharino-
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nique. Soient p et // les distances des points a et d à la 
polaire du point O. En exprimant de deux manières les 
surfaces des triangles ciay, ci ¡3o . . . , on a 

eie 

2 surf, a' ay = ci a . a1 y sin — — p'. ay, 

2 surf, ci fio — a ' a ' o sin ^ nr / / . ßo, 

2 suri, «aò = a x . a o sin —— — a o > //c' 
2 surf, a Py — ci ¡3. ay sin m p. ßy, 

2 surf. a' ßyrzf l '3 . a 'y sin ~ — P' • ?T» 

f i <\ f < > • ad i "> 
. a'ao — a a. a 0 sin — — / / . a 6. 

2 seri*. — sin — />.¡io, 

p . ^ c 
2 surt. aay =z a a. ay sin = p . ay . 

En ne considérant, dans chaque ligne, que la der-
nière égalité, et divisant le produit des quatre premières 
par celui des quatre dernières, on a, après suppression 
des facteurs communs, 

. ac . bd . a d . b c 
sin — sin -— sin sin  

2 ,2 2 2 
1. 

. be. . a d . b d . a c 
sin — sin — sin sin  

2 2 2 2 

C. Q . F . O. 
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SOLUTION UE LA QUESTION DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 
PROPOSÉE AU CONCOURS D'AGRÉGATION DE L'ENSEIGNE-
MENT SPÉCIAL EN 1 8 8 0 ; 

P A R M. ERNEST L E B O N . 

On donne deux plans verticaux se rencontrant sous 
un angle quelconque. Par un point de leur intersection 
on fait passer une série de plans coupant les deux pre-
miers suivant deux droites perpendiculaires l'une à 
l'autre. Construire la trace du cône enveloppe de ces 
plans et reconnaître la nature de ce cône• 

1. La trace horizontale du cône enveloppe est l'enve-
loppe de droites construites de la manière suivante : 

Le plan vertical de projection est F un des plans don-
nés ; la ligne de terre est QQi ; l'autre plan donné est 
PaP'; l'angle aigu P a Q est l'angle ¡3 des plans don-
nés (1 ). 

Soit sf le point donné sur a P . Menons une droite s'a 
dans le plan vertical ; sa trace horizontal^ est a sur QQj . 
Un plan mené par s' perpendiculairement à s'a est per-
pendiculaire au plan vertical } il a pour traces les perpen-
diculaires s' a\ à sf a et a\ a à QQi ; il coupe le plan P a P 
selon une droite faisant un angle drojt avec sa, et ayant 
sa trace horizontale au point d'intersection at de aP et 
de a\a{. Le plan déterminé par les droites rectangulaires 
issues de s' et ayant pour traces a et aK coupe le plan 
horizontal selon la droite aa\. La trace horizontale du 
cône enveloppe est l'enveloppe des droites telles que aax. 

( l ) Le l e r t e u r est prié do faire la f i g u r e . 
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2. Degré de la trace du cône, trouvé par la Géomé-

trie supérieure. — Le triangle rectangle asa\ donne, en 
désignant a s par h, 

h*= za.aa\ — a a . a a , .cos|3. 

D'où 

Donc les points tels que a et aK sur les droites aP et aQ 
sont deux points homologues de deux divisions homo-
graphiques, dont les points homologues des points à l'in-
fini coïncident en a. On sait que l'enveloppe des droites 
joignant deux points homologues a et aK est une conique 
tangente aux droites aP et a Q aux points homologues 
de leur point d'intersection a, considéré successivement 
sur ces droites. 

Donc la conique trace horizontale du cône enveloppe 
est une hyperbole, ayant pour asymptotes les droites aP 
et aQ. Les droites telles que aaK étant des portions de 
tangentes à l'hyperbole comprises entre les asymptotes, 
les points de l'hyperbole sont au milieu de ces droites. 

Les branches de l'hyperbole sont dans les angles obtus 
formés par aP çt aQ. Ses axes sont selon les bissectrices 
des angles des asymptotes. Une construction géométrique 
connue donne ses sommets \ on peut ici les obtenir en 
cherchant le point milieu de aaK quand a f l = aa4, ou 
quand 

— h" 
A<? Ô ' 

cos 3 

3. Les droites aQ et aP étant les axes coordonnés, 
l'équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes 
est 

A2 
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4. Autres solutions pour trouver le degré de la trace 

du cône enveloppe. — On peut trouver la relation (i) 
comme précédemment ; puis on dit : 

Considérons une seconde droite bbu analogue à a a h 

et la coupant en I. D'après la relation (i), on a 

aa.oLUi •=• a&.a&j. 

Donc les deux triangles aaa{ et sont égaux; par 
suite, les deux triangles alb et ailbi sont aussi égaux, 
et l'on a 

la.lb — Iax .1 bt. 

Le lieu cherché étant l'enveloppe des droites aaK, 
£¿1,. . . , est tangent à la droite aa{ au point limite des 
positions du point d'intersection I des droites aax et bb{, 
quand èè, se rapproche de aa t pour se confondre avec aaK. 
Alors b est en a et bx est en <z,, et l'égalité précédente 
donne 

la r— la, 
ou 

I a — I a{. 

Le lieu cherché est tangent aux droites telles que aaK 

en leurs milieux; donc c'est une hyperbole ayant pour 
asymptotes les droites aP et aQ. 

O. Enfin, après avoir trouvé la relation (i), 011 peut 
encore dire, en désignant par X et [JI les longueurs a a et 
aa, , en prenant aQ et aP pour axes : 

L'équation de aaK est 

£ L y f _ o . 
A ' " " ' 

comme 
A2 

COS ¡3 

cette équation devient 

)}y cos ¡3 — a h2-h — o. 
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La dérivée du premier membre, prise par rapport à A 

et égalée à zéro, donne 

2 Xy eos ^ — h2 — o. 

L'élimination de \ entre ces deux dernières équations 
donne l'équation du lieu cherché. On trouve 

' — h* 

Ce lieu est une hyperbole ayant pour asymptotes les 
droites aP et aQ. 

6. Ordre du cône enveloppe. — Le cône enveloppe 
ayant pour trace horizontale une conique est un cône du 
second ordre. Un de ses axes est s'cc] les deux autres sont 
les droites horizontales, intersections du plan horizontal 
mené par sf et des plans passant par /a et par les axes de 
l'hyperbole, ou des plans bissecteurs des plans donnés. 
On reconnaît a priori que la droite s'a est un axe du 
cône, en remarquant que les traces telles que aaK sont 
deux à deux parallèles et à égale distance de a, et que par 
suite le point a est un centre de la courbe enveloppe des 
traces. 

7 . Ordre du cône enveloppe, trouvé par la Géomé-
trie analytique. — Prenons des plans coordonnés rec-
tangulaires ayant pour origine le sommet / du cône en-
veloppe} X / Z est l'un des plans donnés, ici le plan ver-
tical de projection: Xs'Y est parallèle au plan horizontal 
de projection. Le second plan donné P passe par s'Z et 
fait avec X / Z un angle aigu ¡3. Soient s'a et ./A, deux 
droites rectangulaires situées dans les plans X / Z et P. 
Les équations de J a et de/A< sont 

(3) x — az, y = o, 

( 4 ) •r — a'z, y—a'mz. 
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Cette dernière équation résulte de l'équation 

• y — mx> 

m étant égal à tang ¡3. 
Comme la projection /ax de s!A* sur X5'Z est perpen-

diculaire à s'a, les paramètres variables a et a! sont liés 
par la relation 

(5) aa' 4- r = o. 

Soit 

(6) À x -h By + £ — o 

l'équation du plan déterminé par les droites s'a et / A j. 
Ce plan coupant X / Z selon / a , on trouve que 

(7) A a + i = o; 

ce plan contenant / A , , on a la relation suivante 

(8) A f l ' + B a ' m + i z r o . 

L'équation du plan (6) est, à cause des relations (5), 
( 7 ) et (8), 

(9) — m x 4- (1 4 - A 2 ) R 4 - amz ~ O. 

Elle renferme un paramètre variable L'équation 
dérivée de (9) est 

(10) iay-+-mz — o. 

L'équation du cône enveloppe des plans (9), obtenue 
en éliminant a entre (9) et (1.0), est 

(11) 4 J 2 — m 2 z2—4 mxy ~ o. 

Ce cône est donc du second ordre. La projection sur 
X ^ Y de la section du cône par le plan 2 /z =r o a pour 
équation 

(12) l\y2 — 4 m xf — m2 A2 =r o. 
Ann. de Mathcmat., 3 e série , t . I . ( J u i n 1882.) 18 
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C'est une hyperbole ; son centre e s t s e s asymptotes 

sont données par les équations y = o et y = mx. L'hy-
perbole située dans le plan z 4- h = o est égale à celle 
dont l'équation est (12); ses asymptotes sont aQ et aP. 
Par une transformation de coordonnées, l'équation (12) 
donne l'équation (2) de l'hyperbole trace rapportée à 
ses asymptotes. 

8. La relation connue (À — A")(A'— A") — B"2 = o 
montre que le cône enveloppe ne peut être de révolu-
tion que quand m = o ; le cône se réduit au plan double 
Xs'Z. 

Quand les plans donnés sont rectangulaires, m égale 
l'infini, l'équation du cône enveloppe n'est satisfaite que 
pour les systèmes de valeurs y — o et z = o ou x = o 
et z = o ; le côrie se réduit à l'axe / X et à l'axe s'Y. Ce 
résultat pouvait être prévu; en effet, les plans dont on 
cherche l'enveloppe forment deux groupes composés cha-
cun d'une infinité de plans passant par les perpendicu-
laires menéés en soit au premier plan, soit au second. 

SOLUTION DE LA QUESTION DE MÉCANIQUE PROPOSÉE POUR 
L'OBTENTION DU BREVET DE CLINY EN 1 8 8 0 , 

P a r M . C . R O U B A U D 1 . 

Deux corps P et Q placés sur deux plans inclinés 
sont unis par un fil flexible qui passe sur une poulie. 
Etudier le mouvement du corps P, sachant que les 
angles que ces plans font avec Vhorizon sont respecti-
vement i et i. 

Supposons que le mouvement ait lieu dans le sens de 
la flèche /, et considérons séparément le mouvement des 
poids P, P' et de la poulie. 
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i° Mouvement du corps P.—Les forces qui sollicitent 

ce corps sont : son poids P, la tension T du fil qui le 

retient, et, si l'on tient compte du frottement, la réac-
tion R du plan, qui est incliné sur la normale aux sur-
faces apparentes, et en sens inverse du mouvement, d'un 
angle a = arc tan g/*, y étant le coefficient du frottement 
relatif aux substances en contact. 

L'équation du mouvement de ce corps est, en appe-
lant cp l'accélération du mouvement, 

( i ) m P — T — P sin i R sin a. 

Comme la trajectoire qu'il décrit est rectiligne, la somme 
des projections des forces sur la normale est nulle, ce qui 
fournit la relation 

(2) R cos a — P c o s / = : o . 

Ces deux équations donnent tout ce qui est relatif au 
mouvement du corps P et permettent de déterminer la 
réaction R.. Si l'o\i élimine R, on en conclut 

20 Mouvement du corps P'. — En raisonnant comme 
pour le corps P, on trouve les trois équations ana-

( 3 ) T = 
P 

P ( s i l l / + / C O S i f ) . 



( ^ ) 
logues 

( i y' M'<? = P' sin V — R' sin a — T', 

( (x )' R; cos a' — P' cos V — o, 

(3)' T ' ~ Pr (sini !—f 1 cosV) — <p. 

3° Mouvement de la poulie. — Si je désigne par le 
symbole cpw l'accélération angulaire de la poulie, on sait 
que cette accélération a pour expression la somme des 
moments, par rapport à l'axe de la poulie, des forces qui 
la sollicitent, divisée par le moment d'inertie I; j'aurai 
donc 

<?» = T); 

par suite, l'accélération linéaire d'un point de la circon-
férence moyenne, qui est celle du mouvement général de 
tout le système, aura pour expression 

(4 ) < p = Ç ( T ' - T ) . 

Les équations (3), (3)' et (4) nous font connaître le 
mouvement du système caractérisé par <p, et permettent 
de déterminer les tensions T et T*. 

i° Détermination de <p. — En retranchant membre h 
membre (3) et (3)', il vient 

T — T — P' (sin/— / ' cos/') 

— P (sifll 4-/cos/) — P), 

et, en portant cette valeur dans l'équation (4), on a 

* l ~ P ' ( s i n i ' —/,,cosiv) 

— P(sin/-+-/cos/) - S(P'4-P), . 
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relation de laquelle on déduit facilement 

_ r2 [ P' ( sin i — /'eos ) — P ( sin i -h / eos ¿)]  
(5) I^ + r^P + P'). 

Telle est l'équation qui définit le mouvement du sys-
tème ; elle montre que ce mouvement est uniformément 
varié; ses lois sont par suite connues. 

. P . s i n i ' — / c o s í ' , ^ ^ 
Discussion. — Si ^ <C ——:—h -> alors cp est > o 

P ' ^ s n u 4 - / C O S Í 4 

et le mouvement du corps P est ascendant et uniformé-
ment accéléré. Ses lois sont donc 

t 
S — Cp - > V Z=Z (p ty 

O U 

s — S0 h cp —> v — yt, 

selon qu'à l'origine des temps le système était au repos 
ou possédait une vitesse v0. 

P . s i n i'— / ' C O S Í 7 , ^ I TA 
c)i j 5 7 > - T — : — - p — - y alors <p est < o et le corps P 

A s n u — t eos i 
est animé d'un mouvement descendant retardé, ou bien 
d'un mouvement descendant accéléré, selon que ce 
corps possédait une vitesse initiale ascendante v0 ou 
qu'il était primitivement au repos. 

r r J i • T < P' sin¿' — / ' C O S Í 7 

Enfin, dans le cas particulier ou-rr = — : — ~ r-, 
r P sini - H J C O S Í 

alors cp est nul, et le corps P est en repos ou en mouve-
ment uniforme, selon qu'il était primitivement au repos 
ou qu'il possédait une vitesse initiale ç>0. 

2° Détermination des tensions. — Si, dans les équa-
tions (3) et (3 je remplace <ppar sa valeur tirée de (5), 
il vient, toutes réductions faites 

. T p L¿y(sin¿ + ; / C O S Í ) 4- P ' R 2 ( s i n i 4 - /eos i 4- sin i'—/'COSÍ7) 

) _ I - 4 - r 2 ( P + P') 

\ rpf p/ l,^(sin V—/' COSÍ7) 4- Pr 2 ( sin i'— /'eos ¿'4- sfru74-/'cosí7) 
) - J : 1«' + /,'(l) + I") 
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Remarque. — Si Ton néglige le frottement, les équa-

tions qui déterminent le mouvement du système et les 
tensions du fil deviennent 

__ r2 ( P ' sin i — P sin i) 

? \ g - \ - r 2 ( P P 7 ) " ' 

-plg sin/ H- P ' r 2 ( s i n i H- sin if) 

T , p , sin ir -f- P r2 ( sin i H- sin i' ) 

~ " 1^ + rHP + P') 

Si , de plus, on néglige l ' inertie de la poul ie , il vient 

P ' sin i' — P sin i 
P 4- P' 

P P ' ( s i n i -h sin*') 

Enfin on pourrait terminer la discussion du problème 
en faisant varier les angles i et et examinant les cas 
particuliers où ces angles prennent les valeurs remar-
quables o et 90°; mais cette partie ne présentant aucune 
difficulté, nous laissons au lecteur le soin dé voir ce que 
deviennent les expressions précédentes quand on y intro-
duit les hypothèses indiquées. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE 
(PREMIÈRE SESSION, I 8 8 I ) } 

PAR M. L. K IEN , 

Élève de l ' inst i tut ion Notre-Dame, à Plaisance. 

Soit 

( 1 ) a2 y- 4- b-x2 — a- b'2 

l'équation d'une ellipse rapportée ci son centre O et ¿1 
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ses axes; soient a, ¡3 les coordonnées d'un point P situé 
dans le plan de l'ellipse. 

i° Démontrer que les pieds des normales menées h 
cette ellipse par le point P sont situés sur l'hyperbole 
représentée par Véquation 

(2) c 2 x y - h b 2 $ x — a - c c y — o , 

dans laquelle c-= a- — b-, 
20 On considère toutes les coniques qui passent par 

les points communs aux courbes (1) et (2) ; dans cha-
cune d'elles, on mène le diamètre conjugué à la direc-
tion OP, et on projette le pomt O sur ce diamètre : 
trouver le lieu de cette projection. 

3° Par les points communs aux courbes (1) et (2), on 
peut faire passer deux paraboles : trouver le lieu du 
sommet de chacune d'elles, quand le point P se meut 
sur une droite de coefficient angulaire donné m, menée 
par le point O. 

On examinera en particulier le cas oil m = ~ et celui 

à-J 

ou m = — — • 
tr 

i° L'équation d'une normale en un point (x , y) de 
l'ellipse est 

Y — y _ X — r 

a - y b 2 x ' 

si eette normale est assujettie à passer par le point 
P(a, ¿3), 011 a la condition 

¡3 — V a — x 

c i l y b - x 

ou 

( 2 ) c - x y - h b - $ x — a - oc y — o . 

Les points d'incidence («r, r ) sont à l'intersection de 
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l'ellipse et de l'hyperbole équilatère (2), car leurs coor-
données sont données par l'équation de cette ellipse (1) 
et l'équation (2), considérées comme simultanées 5 la 
première partie est donc démontrée. 

20 Ces points d'incidence sont au nombre de quatre -, 
en les joignant on obtient un quadrilatère, et les coniques 
passant par ces quatre points sont circonscrites à ce 
même quadrilatère. 

Or nous savons que les diamètres correspondant à 
une direction donnée, dans les coniques circonscrites à 
un quadrilatère, passent par un point iixe de plus, 
les perpendiculaires abaissées de O sur ces diamètres 
passent toutes par le point fixe O; le lieu de la projection 
de O sur ces mêmes diamètres sera donc le cercle décrit 
sur OQ comme diamètre. 

Le calcul vérifie d'ailleurs ce raisonnement. 
L'équation générale des coniques passant parles pieds 

des normales est 

( K ) à1 y2 -+• b2 ¿r2 -+- X (c 2 xy -h b~ px — a 2 a y) — arb2 = o. 

La droite OP ayant pour coefficient a n g u l a i r e l e s 

diamètres conjugués dans les coniques (K) ont pour 
équation 

O U 

(3) ( 2 6 2 a4-Xc 2 p ) ^- f- ( X c s a - h 2 a 2 P ) j — Xc 2a£= :o . 

L'équation des perpendiculaires abaissées de O sur 
ces diamètres est donc 
( r . X c2 a H- 2 ci* ^ 

y — 2 ¿?2 a 4- A c2 fi ^ 

En éliminant \ entre les équations (3) et (4), on a 
le lieu. On trouve l'équation 

{b-*x ci-$y)($y — zx) 

— (b*zy — a2$x)($x + %y — a?) = 0, 
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ou simplement 

( 4- yt ) ( a* ps — b- a2 ) — ( a2 ?x — a j ) a £ — o, 

équation d'un cercle passant par l'origine. 
3° Déterminons \ dans l'équation (K) pour que cette 

équation représente une parabole. Il faut ici que 

\-cw — 4 a*'b~ — o, 
d'où 

^ _^_iab 

Par suite, l'équation des deux paraboles passant par 
les pieds des normales issues de P est 

(ay =h bx)*- ± $x — a 2 a j ) — a262 = o. 

Séparons les signes, en remarquant qu'après avoir 
calculé pour les signes supérieurs, on passera aux signes 
inférieurs en changeant b en — b dans cette dernière 
équation. On a donc 

( 5 ) ( A Y + B X Y ^ - — A 2 A J ) — = 

L'équation de l'axe de cette parabole est 

ou 

(6) ( bx 4- ay)( a- 4- b-) 4- b3p — «3a) = o. 

Le point P étant sur la droite = mx, on a 

( 7 ) 

En éliminant a, ¡3 entre les équations (5), (6), (7), on 
a le lieu du sommet de l'une des paraboles. 

On trouve ainsi l'équation 

/ i(b2mx — a-y) (bx 4- a y) (a2 4- b-) 

(8) | — ( bzm — a3 ) " . 

( x (ay 4- bx 4- ab) (ay 4- bx — ab) — o. 
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Si l'on considérait la deuxième parabole, le lieu de 

son sommet serait 

•>,{b2mx— a-y)(bx— a y) {a2 4- b~) 
— (b3m~\~ a's)(ay — bx 4- ab)(ay — bx — ab) -==. o. 

On pourrait chercher les axes de la conique (8), puis 
la construire facilement. On pourrait aussi chercher pour 
quelles valeurs de m la conique est une ellipse, une 
hyperbole ou une parabole. L'origine est d'ailleurs centre 
de la conique. 

En remplaçant m par — dans l'équation ( 8 ), on obtient 

bx -t- a y ~ o, 

équation d'une des diagonales du rectangle des axes de 
l'ellipse, et, en remplaçant m par cette même valeur dans 
l'équation du lieu relatif à la deuxième parabole des 
pieds des normales, on obtient 

(bx — a y) (ax — by) (a2 4- b-) 

— ab(ay — bx 4- ab) (ay — bx — ab) = o, 

ou plus simplement 

(a2x2 -h b-y2) ab — (a'+ b'*)xy 4- a3 b— o. 
On a 

(a* + b'*)2 — (a* — > o; 

le lieu est donc, dans ce cas, une hyperbole. 
L'équation des asymptotes de cette hyperbole est 

ab(a2xt 4- b2y-) — (av 4- b'*)xy — o. 

a 

E11 remplaçant m par — — dans les deux équations 

du lieu trouvé plus haut, il vient pour la première 
(a2x8 4- b2y-)ab — («* 4- b*)xy — az b* — o. 
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équation d'une hyperbole ayant mêmes asymptotes que 
la précédente. 

Pour la deuxième équation, on trouve 

bx — a y = o, 

équation d'une des diagonales du rectangle des axes de 
l'ellipse. 

Note. — La même question a été résolue par M. Chaigneau, élève 

de l'école préparatoire Duv igneau de Lanneau (classe de M. Geof-

f roy ) , et par M. H. Lez. 

QUESTIONS PROPOSEES AU CONCOURS POUR LES BOURSES 
UE LICENCE (MARSEILLE, 1 8 8 1 ) ; 

PAR M. MORET-BLANC. 

1. On considère la cubique représentée par l'équa-
tion 

(0 ! H- yz — 3 kxy 1 = o, 

et Von demande, en premier lieu, de déterminer ses 
points d inflexion; en second lieu, d'indiquer pour 
quelle valeur de k cette courbe se décompose en trois 
droites. 

Les points d'inflexion sont déterminés par l'intersec-
tion de la courbe avec celle qui est représentée par le 
liessien égale à zéro 

k — ky 

— kx 

2 

fxx fx y fxz 2 00 

f*y f'yy fy= = V 

f , , fy; A, -ky ~kx 

ou, en développant et divisant par 2, 

(2) k*(xd -f- v3 -h kxy -1- i ) •— 4xy = o, 
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équation qui, combinée avec celle de la courbe propo-
sée, donne 

( 3 ) (/I3 — I ) X Y — O. 

Les points d'inflexion sont les intersections de la 
courbe avec les axes de coordonnées : deux sont réels 
(x = = — i) et (y-= o, x = — i) ; les autres sont 
imaginaires. 

L'équation (3) est identiquement satisfaite, quels que 
soient x et y, si A3 = i , ou, en se bornant aux valeurs 
réelles, k = i . Tout point de la courbe est aloi*s un 
point d'inflexion ; c'est-à-dire que la courbe se compose 
de trois droites. 

On arrive à ce même résultat en identifiant l'équation 
proposée avec 

(y — mx — n)(y — mxx — ) (y — m2x — n2) ~ o. 

On a les conditions 

O) mm1-\-mmt-\-mlm2'==-o, mm^n^— — i, 

n 4- n t 4- n2 — o, /¿/¿t 4- n/i2 -+- n l n2 — o, nn l /¿2 — — i , 

mx m2 n 4- mm2 /¿t -f- mml n2 o, 

mnx n2 4 - mx nn2 4 - m2 nnx -=Z O, 

mnl 4 - mx n 4 - mn2 4 - m2 ri 4 - nix n2 4 - m2 — 3 k. 

Les trois premières montrent que les valeurs m, mx, 
ni2 sont les trois racines cubiques de — 1, et les trois 
suivantes qu'il en est de même de n, n e t si l'on 
prend 

1 4 - V / 1 1 ^ 1 — V / = R 3 m — — 1, m, — ! ) m* — 5 
2 2 

il faut, pour satisfaire aux autres conditions, prendre 

I — y — 6 I 4 - V' /i — — — ? n.2 — — 

t faire k = 1. 
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Les trois droites sont donc 

+ i = o, 

y = -

i - i + 
y ~ ¿r H 

2 2 

Les deux dernières sont imaginaires et se coupent au 
point réel x =y = i . 

2 . On considère toutes les coniques passant par l'in-
tersection d'un cercle et de deux droites parallèles 
donnéesy et on demande le lieu des foyers de ces 
courbes. Discuter la forme de ce lieu dans le cas oit 
Pune des droites parallèles devient tangente au cercle 
donné. 

Prenons pour axe des x le diamètre du cercle paral-
lèle aux droites données et pour axe des y le diamètre 
perpendiculaire, et soient 

l'équation du cercle, et 

y = a, y — b 

celles des deux droites données; Féquation générale des 
coniques passant par les points d'intersection des droites 
et du cercle sera 

<r2 r 2 _ r 2 + l ( y _ ( y _ _ _ 

ou 

(i) —}— (i —X).R2 — * (a - H b)y — r2 - H Xab o. 

La conique est une ellipse, une parabole ou une hy-
perbole, suivant qu'on — i , "X = — — i. 



X (a -h b) 
2 ( i 4 - À ) 

+ (i-f-X) r2 =/-2 \ab 4-
ma + by 

4(i +>0 ' 
ou 

x 2 -+- (i 4- X )J - 2 = R2 4-
4(1-H À) 

L'axe des y sera l'axe focal : i° des ellipses correspon-
dant aux valeurs de \ comprises entre zéro et — i ; 2° de 
la parabole'; 3° des hyperboles correspondant aux va-
leurs de — i , pourvu que l'on ait aussi 

' + 40 + X) > 0 ' 

Dans les autres cas le foyer sera sur l'axe de la courbe 
parallèle à CXr. Cherchons le lieu de ces foyers. 

Soient C le centre de la courbe, BB' l'axe dirigé sui-
vant Oy, et A A' l'axe parallèle à O x . 

CB est le carré de la demi-différence des racines de 
l'équation 

( I 4 - X)y2 — X(a 4- b)y — r* 4 - lab = o. 

On a donc 

_ 2 X2 ( A —b)2 4 - 4 * ( R2 — ab) 4 - 4 / ' 2 

CA — 7~ ^ : 
4(1-+- A) 

x et y désignant les coordonnées d'un des foyers, on a 

X (a 4 - B) 

2 

CB 
X 2 ( a — b)2 4 - 4 ^ (r2 — ab) 4 - 4r2 

4(i h-X)1 
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On obtiendra le lieu des foyers en éliminant A entre 
ces deux équations, ce qui donne 

2__ 2 y [(a -+- b)y% — 2(/•î + a/>),r + /' î(fl 4- b)] 

" (a -{- b) (a -h b — iy) 

C'est une courbe du troisième ordre passant par l'ori-
gine et symétrique par rapport à l'axe desj^. 

Si l'une des droites est tangente à la circonférence, 
il faut faire b = /', et l'équation devient 

a -h r — 2 y 

d'où 
— 

x — rb (/* y) 
a 4- /' — 2 y 

On en tire 

dx (a-{- r) (r — 3y) 4y1 

dy + 2y) sj^y^a + r — 2 y) 

et, par suite, 

dy (« + /• — 2y) s/? r (ci 4- r — 2y ) 
clx (a + r ) ( / ' - 3 y) 4- 4«T2 

On 11e peut donner h y que les valeurs comprises entre 

zéro et — l a courbe, symétrique par rapport à Taxe 

des y touc l ie l'axe des x à l'origine et a pour asymptote la 

d r o i t e y = c'est-à-dire la parallèle équidistante 

des deux droites données ; elle présente donc deux points 
d2y 

d'inflexion, donnés par l'équation ^ ^ = o, ou 

( 5 /• — 3 a ) y — /• ( a 4- /') ~ o. 



cToù 

y 

( 288 ) 

__ r(a-f-r) 
5 /* — 3 a 

h 
:) r — òa V 3 ' 

(/•— a) 
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SUR LA COURBE SYNCHRONE BE LA CYCLOIBE; 
P A R M . H . R E S A L . 

1. Nous rappellerons que l'on désigne en général sous 
le nom de courbe synchrone le lieu des extrémités d'ares 
issus d'une origine commune, parcourus dans un temps 
donné par un point matériel pesant, partant de cette ori-
gine sans vitesse initiale, lorsque ces arcs appartiennent 
à des courbes semblables dont l'origine est le centre de. 
similitude (1 ). 

On sait que, pour le plan incliné et la lemniscate, la 
courbe synchrone est un cercle. 

Pour des boucles de cycloïde ayant leur base horizon-
tale et une extrémité commune, qui est le point de dé-
part, l'équation de la courbe synchrone est très compli-
quée; néanmoins on est parvenu à démontrer qu'elle 
coupe les trajectoires à angle droit. 

Dans cette Note, nous nous proposons d'exposer une 
méthode semi-géométrique, semi-analytique, qui permet 
d'établir rapidement cette propriété et, de plus, de 
trouver les expressions de l'aire, de l'arc et du rayon de 
courbure de la courbe. 

2. Soient 

O x , Oy l'horizontale et la verticale de-l'origine O des 
cycloïdes ; 

S le sommet de l'une d'entre elles ; 

( ' ) L'idée du problème des courbes synchrones est due à Bernoull i 

(ActaErud1697). Euler s'est aussi occupé de ce problème (Mech., 

t. I I ) . 

Ann. de Mathèmat3e série, t. I. (Juillet 1882.) 19 
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Om l'arc de cette courbe parcouru au bout du temps 
donné T; 

A, C, ACB = u le point de contact avec Ox, le centre 

A K'-

w i 

et le diamètre du cercle générateur passant par m; 
O l'angle formé par la corde A M avec AO ; 
S un arc quelconque de la cycloïde, mesuré à partir du 

sommet S. 

Par des considérations géométriques élémentaires, 
qu'il serait superflu de reproduire, on établit facilement 
l'équation 

DT1 2 U 

du mouvement d'un point pesant sur la cycloïde; comme 

dans le cas actuel nous avons ~ = o, pour t = o 

il vient 
/ i r 

S — 2U cos 1 / T 
2 U 

et 

arc /«S ~ 2 U c o s l / £ -y 2u 
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Mais on sait que cet arc est égal à 2mB = 2ucos'f; 

par suite 

c ) 

en posant 
<rr* t 

(2) T 2 

cette expression étant la hauteur OMde la chute verti-
cale du point pesant au bout du temps T. 

Le point M est Tune des extrémités de la courbe syn-
chrone, puisqu'il correspond à u = oo . 

Nous avons maintenant 

( OA = arc Am — uv-=r.\Jut], 

i . / i | corde Am — u sino — u sin 4 / -• 

Soient A', m\ les positions infiniment voisines corres-
pondantes de A, m\ b, n les projections de A, m sur 
A'm\, et q celle de b sur mn. En ayant égard aux for-
mules (i) et (3), on voit facilement que 

u . / in 
- sin 4 / -1, 
u V 11 

2 sju 

(4) J A & ^ A A ' s i n ^ ^ - * 

2 J 
Si l'on remarque que 

m/i = mq -h qn — A b -h corde A m d®, 

et si Ton substitue à A i , dy et corde A m leurs valeurs 
ci-dessus, on trouve mn = o. 

Le point 7i venant se confondre avec m, on voit que 
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m\ vient se placer en un point m' situé sur le prolonge-
ment de h! m et que, par suite, la courbe synchrone est 
normale à la cycloïde. 

3. La plus petite valeur de u correspond à celle des cy-
cloïdes qui est parcc^irue totalement par le mobile au 
bout du temps T et est donnée par 

OA— \Jurk =Z 7TM, 
d'où 

O A — C = 1Z. 

Ainsi, en portant sur l'axe la longueur 

O m0 = ^ 5 

on obtiendra un point m0 de la courbe où elle sera tan-
gente à cet axe. 

Î a formule ( i ) montre d'ailleurs que la tangente est 
horizontale au point M. 

3 
Si l'on se donne une valeur de u supérieure à — > il sera 

facile de déterminer la longueur correspondante de OA, 
soit au moyen de la première des formules (3), soit par 
l'intersection avecOx de la demi-circonférence construite 
sur la portion de la direction de Oy déterminée par le 
point M et par l'extrémité d'une longueur égale à u 
portée au-dessus de O et à partir de ce point. En traçant 

la circonférence de rayon ^ tangente en A à O x et li-

mitant sur elle l'arc A m — OA, on obtiendra la posi-

tion du point cherché m. * 
Il y a un troisième point principal qu'il est bon de 

déterminer lorsque l'on veut exécuter le tracé de la 
courbe : c'est celui pour lequel la tangente est verticale 5 
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011 a pour ce point, d'après la formule (i), 

d'où 
- = \ Â 2 y u 

4ri ^ i 2 r4 
O A —- = 2 (J M 

TZ~ TZ 

i. La seconde des formules (3) donne 

dK7n=du (sin - I \ J \ ™ \ J } ) 

et, en supposant que b se trouve sur A ! m, en vertu de la 
formule (i) et de la première des formules (4), 

k1 b — AA' sin o = — ^ cos 4 • 
2 y/u y w 

Si nous désignons par dv l'élément d'arc mm'de la courbe 
synchrone, on a évidement 

drs -h k!b = dkm, 

d'où, d'après ce qui précède, 

d°=du{Ûn\/-u-\/îlC0S\/Î)> 

et, en vertu de la formule (i), 

2 T 
(5) dv — ——4 (sincp — o coscp) dy. 

L'intégrale générale de cette expression est 

/ sin © \ 
/ cos© . \ 

ïn-r, y -(- j fa J const. 
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Pour avoir la longueur \ de l'arc 77Ï0TO[JI, l'intégrale 

devra être prise entre les limites <p = o, O = TZ, ce qui 
donne 

- / 1 sincp 
(6.) - T R 

5. Comme l'angle de contingence est — t/cp, la for-
mule (5) donne immédiatement, pour le rayon de cour-
bure, 

, x ds / sinco coscA 

P o u r cp — o ou pour le point M, on = 

27) 
5 = " » //¿o » O — — , 

lUfj 
© — - » )) y 

2 r3 

Il est facile d'ailleurs devoir que l'expression ( 7) peut 
se mettre sous la forme suivante 

A B / A B x A m T) \ 

P = ô â B m ) > 
qui permet à la rigueur de conduire géométriquement le 

• rayon de courbure 

6. Proposons-nous maintenant de déterminer la valeur 
de l'aire Om0mM. De la formule (1) et de la première 
des formules ( 3 ) on déduit 

© ? " 4 

Nous avons ainsi 

. w Î / O A u V , 
aire A w A (1 — cos2©) — — -—- u — c o s 2 o a®, 
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puis 

k rf /*' (i — C0S2cp) aire mQ m A = T I - ; - acp, 
4 J* 

r\ A r< ^ Tj2 (i — COS2 cp) aire OmA = (i — cos2c5)=— ^ 
2 C5 2 4 ® 

T12 ( r 3( l — COS2cp) 2sill2Cpl 2 

= 4 i J : L — — " ^ - ï i - j ^ i ? 

La différence de ces deux dernières expressions, où Taire 
du secteur Om0 m, que nous désignerons par A, est, par 
suite, 

t? T Cr ( I — COS 2 CD ) . /* sin dv 2 | 
A = l [ - * J f ? ~ + + Û'J 

TJ3 ( 1 C * COS 2 C2 Z*9 sin2Cpi/o 2 \ 

ou encore, en posant a s - - y , 

En intégrant par parties, on reconnaît facilement que 
cette expression se réduit à la suivante 

c o sX 

J^'sinytfy 3i 4 

7. 1x3 ** I 

Enfin on a, en supposant y = o, pour Taire cher-
chée, 

r> ( 4 3i f sin y dy 
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SLLR LA THÉORIE DU DÉPLACEMENT; 

PAR M. HALPHEN. 

M. Cyparissos Steplianos a fait connaître, dans le 
Bulletin de la Société Philomathique ( ye série, tome VI, 
page i3), l'élégante proposition que voici : 

Trois figures égales, situées d'une manière arbi-
traire sur un plan, coïncident avec les symétriques 
d'une même figure, prises respectivement, par rapport 
à trois droites. 

Le même géomètre a énoncé aussi, dans une com-
munication verbale, une proposition analogue et rela-
tive à trois positions, occupées dans l'espace par une 
même figure, dont un point reste fixe. En cherchant à 
généraliser encore, j'ai été conduit à mettre sous une 
forme très simple les éléments de la théorie du déplace-
ment. C'est ce que je me propose de faire voir dans 
cette JNote. 

Soient, dans l'espace, et F 2 deux positions d'une 
même figure, tellement choisies qu'une droite de la 
figure F4 coïncide avec son homologue de la figure F>, 
non seulement en position, mais encore en direction. 
Soit Ai 2 cette droite. La figure F* étant donnée, ainsi 
que la droite A 1 2 , Qu obtient F2 en imprimant à F Î deux 
mouvements, l'un de translation, l'autre de rotation, le 
long et autour de A i 2 . L'ordre dans lequel s'eifectuent 
ces deux mouvements n'influe pas sur le résultat. S'ils 
s'effectuent ensemble et par quantités proportionnelles, 
le mouvement résultant est hélicoïdal. Pour cette raison, 
le déplacement est dit hélicoïdal. Ici on ne considère 
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que le déplacement final, sans avoir égard au mouve-
ment par lequel 011 l'obtient. 

Je dirai qu'un déplacement hélicoïdal est la moitié 
d'un autre déplacement hélicoïdal, si, l'axe étant le 
même pour tous deux, la translation et la rotation le 
long et autour de cet axe sont, pour le premier et le 
second respectivement, dans les rapports de 1 à 2. 

Dans F4 prenons une droite D4 rencontrant l'axe A<2 

à angle droit. La droite homologue, dans F 2 , est de 
même une droite D rencontrant l'axe à angle droit. Ces 
deux droites D et D, ont un axe de symétrie et un seul, 
quand on suppose ces droites caractérisées non seulement 
par leurs positions, mais encore par des directions choi-
sies sur chacune d'elles. Les directions étant choisies 
ici homologues, l'axe de symétrie est une droite D2, 
rencontrant l'axe A<2 à angle droit, et sur laquelle vien-
drait s'appliquer par le déplacement | ( A i 2 ) , moitié 
du déplacement (A l 2 ) changeant F< en F 2 . 

Faisons tourner la figure F< d'une demi-circonférence 
autour de D4, nous obtenons une figure F. Les droites 
>D1 et A<2 de F4 ont pour homologues, dans F, les droi-
tes Dj et A'l2, cette dernière n'étant autre que A i 2 

changée de sens. 
Faisons ensuite tourner F d'une demi-circonférence 

autour de D2 ; nous obtenons une figure égale, dans 
laquelle les homologues de D4 et A'i2 sont D et A 1 2 , 
puisque D est symétrique de , par rapport à D2. Cette 
dernière figure est, par conséquent, F2 . J'ai donc la pro-
position suivante : 

Soit un déplacement hélicoïdal (A12) changeant une 
figure F4 en une figure F2 . Prenons une droite ren-
contrant à angle droit Vaxe du déplacement, et la 
droite D2, sur laquelle viendra s'appliquer D4 par le 
déplacement A, 2). Les symétriques de F* et F2 prises 
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respectivement par rapport à et D2 coïncident entre 
elles. 

Prenons maintenant une nouvelle position F3 de la 
même figure, en donnant à F2 un déplacement hélicoïdal 
(A23) autour d'un autre axe. Les figures F2 etF3 seront 
de même les symétriques d'une figure F' par rapport à 
deux axes D'2, D3. Mais D2 et D'2 peuvent être arbitrai-
rement choisies parmi les droites qui rencontrent à#angle 
droit l'une A 1 2 , l'autre A23. On peut donc faire coïnci-
der Do et D2, en choisissant la perpendiculaire commune 
à A,2 et A23. Alors F et F' coïncident, et F 4 , F2 , F3 

sont symétriques d'une seule et même figure F, respec-
tivement par rapport à trois droites DM D2, D3. 

Soit maintenant A i 3 la perpendiculaire commune à 
D4 et D3. Cette droite, envisagée dans F, a pour homo-
logue A, 3, c'est-à-dire elle-même, mais changée de sens, 
aussi bien dans F< que dans F3 . Ainsi A 1 3 , considérée 
soit dans soit dans F 3 , est à elle-même sa propre ho-
mologue. Elle est donc l'axe d'un déplacement hélicoïdal 
changeant en F3 . Ce déplacement est le résultant des 
deux précédents, et il est manifeste que le demi-déplace-
ment^(A i 3) est celui qui change D< en D3. Ainsi : 

Soient deux déplacements hélicoïdaux, ayant pour 
axes AJ2 et A23. 

Soient : 
D2 la perpendiculaire commune à ces deux axes; 
D< la droite qui est amenée sur D2 parle demi-dépla-

cement ^( A i 2 ) ; 1 

D3 la droite sur laquelle est amenéeD'2 par le demi-
déplacement A23 

Les deux déplacements (A< 2 ), (A23 ), étant opérés suc-
cessivement et dans cet ordre, équivalent à un dépla-
cement hélicoïdal unique (A 1 3), dont Vaxe est la per-
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pendiculaire commune a Df et D3. Le demi-déplacer 

ment ^ ( A{ 3 ) est celui qui amène D4 sur D3 (1 ). 

Deux droites dirigées ayant, comme je l'ai observé 
plus haut, un axe de symétrie, on peut amener en coïn-
cidence deux droites homologues de deux figures égales 
par une rotation. Il est donc évident que tout déplace-
ment peut être obtenu, d'une infinité de manières, par 
deux déplacements hélicoïdaux successifs. La dernière 
proposition donne donc le théorème fondamental : 

Tout déplacement dans l'espace équivaut à un dé-
placement hélicoïdal. 

En conséquence, dans le raisonnement ci-dessus, , 
F2, F3 sont trois positions tout à fait arbitraires d'une 
même figure, et la proposition de M. Stephanosse géné-
ralise ainsi : 

Trois positions quelconques d'une même figure dans 
l'espace sont les symétriques d'une seule et même 

figure, prises respectivement par rapport à trois droites. 
Chaque axe de symétrie est la perpendiculaire 

commune aux axes de deux des déplacements hélicoï-
daux qui amènent les fi guides données les unes sur les 
autres. 

( * ) Pou r le cas part icul ier de deux rotat ions au tour d'axes qu i se 

rencontrent , on retrouve le résul tat démont ré par M . Brisse dans son 

Mémoire Sur le déplacement fini quelconque d'une figure de 
forme invariable {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
3e série, t . I , p. 142). 
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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DU MOUVEMENT 
D'UN POINT -, 

1. M. Maurice d'Ocagne, en appliquant un mode 
particulier de transformation de courbes planes, est ar-
rivé récemment à une intéressante propriété géomé-
trique du mouvement d'un point ( 1 ). Je me propose de 

démontrer directement ce théorème à l'aide de considé-
rations purement cinématiques, et d'établir quelques 
nouvelles propriétés qui s'y rattachent. 

2. Considérons un point qui se meut d'une manière 
quelconque en décrivant une trajectoire (M) que nous 
supposerons à double courbure. Imaginons que l'on 
porte, pour chaque position du point mobile, à partir de 
cette position, sur la tangente à (M) et dans le sens du 
mouvement, une longueur MV égale à la vitesse v de ce 

( ' ) Même Tome, p. ^ \ f i . 

PAR M. Y. LIGUINE, 

Professeur à l 'Universi té d'Odessa. 
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point. Le lieu des points V sera une nouvelle courbe (V) 
que l'on peut considérer comme la trajectoire de l'extré-
mité V de la vitesse du point M (* )} soit = VV4 la 
vitesse du point V dans ce mouvement sur (V). Pro-
posons-nous de chercher la relation entre les deux 
vitesses v et v t. 

A cet eiïet, soient M', M" deux points de (M) infini-
ment voisins de M et M'V' = ^ la vitesse du mobile 
en M'. Joignons V V . Les lignes MM' —ds=zvdt et 
V V = ds{ = Vidt sont les arcs élémentaires décrits si-
multanément pendant l'intervalle de temps dt par les 
deux points M et V. Portons à partir du point M la 
ligne MA égale et parallèle à M' V et joignons VA et AV'. 
On sait que VA est, en grandeur et en direction, l'ac-
célération élémentaire du point mobile en M; donc, 
en désignant par o l'accélération totale de ce point, 
VA =zodt. Enfin A V est égal et parallèle à MM', 
puisque la figure MM'V'A est un parallélogramme. Dans 
le triangle V A V , le côté V V est la somme géométrique 
des côtés VA, AV'} on a donc l'équation géométrique (2 ) 

ct dt = cp dt -h vdtt 

d'où 

(i) Ci — C + Çs 

(*) La courbe (V ) ne para î t pas avoir été spécialement étudiée en 

Cinémat ique . La loi de la var iat ion de la vitesse en grandeur et en 

direction a été représentée par une autre courbe in trodui te par 

Ham i l t o n sous le nom de hodographe. C'est surtout le système par-

ticulier des coordonnées tangentielles polaires, proposées par M. Ha-
bich , qu i se prête nature l lement à l 'étude de cette l igne ( V ) . Voir 

HABICH, Études cinémati<fUes, année 1879, p . 7-12. Les formules gé-

nérales (24), (33) et ( 6 0 ) de la première Part ie de cet Ouvrage 

embrassent nos équat ions ( 2 ) et ( 6 ) comme cas particuliers. 

(*) Pour la déf init ion des opérations géométriques et les notat ions 

employées, voir RESAL, Traité de Cinématique pure, p. 18. 



( 3oa ) 
c'est-à-dire que : 

La vitesse du point V est la résultante ou somme 
géométrique 'de la vitesse et de Vaccélération totale 
du point mobile (1 ). 

3. La propriété trouvée par M. d'Ocagne est un des 
corollaires du dernier théorème. En effet, décomposons 
la vitesse en deux composantes dirigées 
l'une suivant la tangente MV ou T et l'autre suivant la 
normale principale N à la trajectoire (M) en M. Cette 
décomposition est toujours possible, car les droites , T 
et N sont situées dans un même plan, le plan oscula-
teur de (M) en M. On aura, en vertu de la relation (i), 

(a) ' fl'T~ vico*(vi>rr) = ? C 0 S ( ? > T ) + cos ( r , T ) , 

| p1>N — c o s ( ^ , N ) = o cos(<p,N) + v cos(r,N). 

Or, la direction T étant prise dans le sens du mouve-
ment, 

c o s ( e , T ) — i, cos (p,N) = o; 

de plus, en désignant par cpT, cpN les accélérations tan-
gentielle et normale, c'est-à-dire les composantes de o 
suivant les directions T, N, et par p le rayon de cour-
bure de (M) en M, on a 

(b) <p cos(<p,T) = = (~r'> ?cos(cp,N) = cpN — — . 

(*) D 'après la relat ion ( i ) , on peut encore déf inir l 'accélération 

totale dans le mouvemen t d ' un po in t c omme la différence géomé-

tr ique des vitesses du po in t V et du po in t considéré, pu isque de ( I ) 

on t ire <p = vK — v. Cette équat ion géométr ique ou la relat ion ( i ) peut 

aussi être regardée comme une conséquence de ce théorème général 

dû à Somoff : La première dérivée géofhétrique d'une valeur qui 
varie avec le temps en grandeur et en direction est la différence 
géométrique entre la vitesse de l'extrémité du vecteur et celle de 
son origine. (Vo i r SOMOFF, Theoretische Mechanik, aus dem russis-
chen von Ziwet. vol. I ; 1878.) 
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Il vient donc 

/ dv 

<» ! 
= ?N — ~ ' p 

Ces formules (2) expriment la propriété démontrée 
par M. d'Ocagne pour le cas particulier d'une trajec-
toire plane. 

4. Puisque, d'après les formules (a), 

<1,T 

011 trouve, en vertu des relations (2) et (6), 

! , fdvV de e4 

/ T \ ?» 
oT 4- v 

P 

Lorsque le mouvement sur (M) est uniforme, v est 
constant, et l'on a 

Ci, N— —> <'1 = vi/*— H"1» tangO'^TJzz:-. 
? V p" p 

La tangente de l'angle des vitesses v> varie en raison 
inverse du rayon de courbure de la trajectoire (M). Si 
le mouvement uniforme est circulaire, cet angle et la 
vitesse vK sont constants. 

Lorsque le mouvement est rectiligne, p = 00 et 

<;1,JN = 0, (vuT)z=zO. 

Enfin, si le mouvement est en même temps rectiligne 
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et uniforme, on aura 

= rlïX = o, = — o. 

5. La relation (i) n'est elle-même qu'un cas particu-
lier d'un théorème plus général. Diiférentions cette re-
lation géométriquement n fois par rapport au temps \ en 
désignant généralement par et cp'*1 les accélérations 
totales d'ordre s des points M et V, et en observant que 
la rième dérivée géométrique de la vitesse est l'accélé-
ration totale d'ordre TZ, et la nième dérivée de l'accélé-
ration totale du premier ordre est l'accélération totale 
d'ordre // -f- i , on obtient l'équation géométrique 

(4) Çp̂ " — çp(/i-t-l; 

Donc : la résultante de deux accélérations d'ordres 
successifs n etn-f- i dans le mouvement d'un point est 
Vaccélération d'ordre n du point V. 

A l'aide de la relation (4), il est facile de trouver les 
expressions des composantes cpj'̂ , çp̂ j de l'accéléra-
tion d'un ordre quelconque n du point V le long de 
la tangente T, de la normale principale N et de la binor-
male B à la trajectoire (M), lorsque l'on connaît les 
expressions des composantes de et <p(w+i) sur les 
mêmes directions. On obtiendra en général ces der-
nières composantes au moyen des formules récurrentes, 
dues à Somoif (1 ). 

6. Proposons-nous, par exemple,, de trouver les com-
posantes 'f»,B l'accélération totales, du 
premier ordre du point V. Pour n = r, la formule (4) 

(*) Voir SOMOFF, Mémoire sur les accélérations de divers ordres 
(Mémoires de l'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, 

série, t. VI I I , n° 5), ou Theoretische Mechanik, Vol. I. 
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(5) 

d'où l'on conclut 

?1,T = ?1 COS(?lJ T) 
:=<p(*>cos(<p<2>,T) -h- 9 cos(cp,T) = cpf̂  

^N^'flCOS^f^N) 

~ cp(2) cos(cp(2),N) 4- © cos (<p, N) m cpjlf> -H <pN> 

T M I ^ O I C O S ^ J B ) 

= cp(-) cos(<p<2>,B) 4- o cos(?,B) — cpii21 4- <pB. 

Mais, d'après des formes connues (2), 

0 V P / , ^ 

?B — 5 '¿b=0, 
'P 

/* désignant le rayon de torsion de la trajectoire (M). 
On trouve donc pour les composantes cherchées de <p< 

; <i2r dr r3 

1 

(6) { __ l 0 / r2 vdv 

e* ? t , B = - -

7. Posons, dans la formule ( 4), successivemen t n = 1, 
Ann de Mathémat., 3e série, t. I. (Juillet 1882.) 20 
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2, 3, . . .. m \ il vient 

^ïiï (4) T̂â) .^ô = çpC/̂ -i-i > 4- ¡¡7"' ), 

d'où l'on déduit facilement les relations 

^ -h H- H- . . . 4-

(8) + • • • ; 

dans la dernière équation on prendra le signe —lorsque 
le nombre m est pair et vice versa. Enfin, de ces deux 
dernières relations on conclut encore la suivante 

4- 4- -h . . . 4- ©<"i + I> 

ou 

~ cp(-2) 4- cpW 4- . . . 4- o(fn) 

selon que m est pair ou impair. L'interprétation des 
formules (7), (8) et (9) ne présente aucune difficulté. 

SUR LES ÉQUATIONS DE L'ÉQUILIBRE ASIATIQUE 5 

PAR M. A. DE SAINT-GERMAIN . 

Considérons un solide S dont plusieurs points 
Mo, . . . sont sollicités par des forces données F 4 , F 2 , . . . 
constantes en grandeur et en direction, quelle que soit 
la position du solide} un des premiers problèmes qui se 



présentent est la recherche des conditions nécessaires et 
suffisantes pour que les forces F; se fassent équilibre 
dans toutes les positions de S, c'est-à-dire pour qu'il y 
ait équilibre asiatique. Le cas où les forces sont paral-
lèles est extrêmement simple; mais il est facile d'y ra-
mener le cas où elles ont des directions diverses, et il me 
semble que cette réduction donne un moyen des plus 
commodes et des plus naturels pour obtenir les douze 
équations de l'équilibre astatique. 

Quand les forces F, sont parallèles à une droite OA, 
elles ont en général une résultante qu'on peut regarder 
comme appliquée en un point fixe de S, quelle que soit 
l'orientation du solide\ cette résultante est égale à la 
somme algébrique des F/, en regardant comme positives 
celles qui agissent dans le sens OA, comme négatives 
celles qui agissent dans le sens opposé. Pour qu'il y ait 
équilibre, il faut que cette somme soit nulle, mais cela ne 
suffit pas; les forces qui agissent dans le sens de OA 
peuvent être remplacées par une résultante R appliquée 
en un point déterminé a de S, les autres par une résul-
tante IV, appliquée en un point a\ égale à R, mais de di-
rection opposée-, le couple (R, R'), équivalent au système 
des forces données, ne sera en équilibre que si le solide 
est orienté de telle sorte que aa! soit parallèle à OA 5 pour 
qu'il y ait équilibre astatique, il faut et il suffit que 
les points a et a soient confondus de manière que 
R et R' soient toujours directement opposées. Prenons 
trois axes O x , O O z , et soient, dans une position quel-
conque du solide, x^ y^ zi les coordonnées du point 
M; \ la coïncidence des points a et a1 s'exprime par les 
trois équations bien connues 

(1) S F / ^ - n o , 2F / t r t -=o, S F ^ - n o . 

Supposons maintenant que les forces aient des direc-
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tions différentes, et cherchons les conditions de l'équi-
libre astatique. 11 faut d'abord que la résultante de 
translation, indépendante de la position de S, soit nulle; 
prenons encore trois axes de coordonnées et décomposons 
chacune des forces F/ en trois forces X/, "Y/, Z/ paral-
lèles à ces axes; la somme algébrique des composantes 
parallèles à chacune des trois directions devant être 
nulle, nous avons les trois premières équations de l'équi-
libre asiatique 

(2) SX/=o, 2Y/=o, SZ,—o, 

La première de ces relations montre que, parmi les 
forces X/, les unes agissent dans le sens O J , tandis que 
les autres, ayant une somme égale en valeur absolue à la 
somme des premières, agissent dans le sens opposé; ces 
deux systèmes de composantes peuvent être remplacés 
respectivement par deux résultantes A et A', égales et de 
sens contraires, appliquées en des points a'dont la po-
sition, par rapport au solide, est indépendante de son 
orientation. De même, les forces Y/ pourront être rem-
placées par deux forces B et B', égales et de sens con-
traires, appliquées en des points déterminés, b et 6', de 
S; les forces Z, seront équivalentes à deux forces C, C , 
égales et de sens contraires, appliquées aux points c, c' 
de S. Ainsi le système des forces Fi peut toujours être 
remplacé par trois couples dont les bras aa\ bb', cc' 
ont une position déterminée dans le solide, mais non dans 
l'espace; je dis qu'nlne saurait y avoir équilibre asiatique 
que si les points a, è, c coïncident respectivement avec 
a', b c ' . 

Nous allons voir en effet que si les distances cia!, bb\ 
cc'ne sont pas toutes trois nulles, 011 peut amener le solide 
dans une position telle que les six forces A, A', B, B', C, 
C' ne se fassent pas équilibre. Orientons d'abord S de 
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manière que aa! soit parallèle à O x ; les forces A et A' 
seront directement opposées, et il faudra, pour que S soit 
en équilibre, que les couples (B, B'), (C, C') se fassent 
équilibre; or cela exige d'abord que ces couples agissent 
dans des plans parallèles, et puisque B et B' sont paral-
lèles à Oy, C et C 'à O z , les plans des deux couples 
devront être parallèles à Oyz\ il faut donc que les 
droites bb\ cc' soient parallèles à ce plan. Si les axes de 
coordonnées sont obliques, il suffira de faire tourner S, 
et avec lui bb' et cc', autour de aa', pour détruire le pa-
rallélisme des droites bV et cc' avec Oyz, et rendre im-
possible l'équilibre des deux couples; si les axes sont 
rectangulaires et si bb', ccf sont parallèles à O y z , je fais 
tourner S autour de aa' de manière que bb' devienne pa-
rallèle à O z \ les plans des deux couples sont parallèles, 
mais il faut encore que leurs moments soient égaux et de 
signes contraires; si cette condition est satisfaite, il suf-
fira, comme le montre une figure simple, de faire tour-
ner le solide de i8o° autour de bb' pour changer de 
signe le moment du couple formé par C et C', tandis que 
celui du couple (B, B'), qui n'est pas nul, n.e changera 
pas, et que la droite aa! restera parallèle à O x , en 
sorte qu'il n'y aura plus équilibre. Dans le cas où l'une 
des distances'^«', bb', ccou deux d'entre elles seraient 
nulles, des considérations analogues aux précédentes, 
mais bien plus simples, montreraient qu'on peut toujours 
orienter S de manière qu'il n'y ait pas équilibre. 

La coïncidence des points a et a!, b et b\ c et cnéces-
saire pour l'équilibre astatique, est suffisante; car, si 
elle a lieu, les couples (A, A'), (B, B'), (C,C') auront 
toujours des moments égaux à zéro, et dans toutes les 
positions du solide, les systèmes des X/, des Y/, des Z; se 
feront séparément équilibre. Il suffit d'appliquer à 
chacun de ces systèmes les relations ( i ) pour avoir neuf 
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équations 

( V X {xt " O , - Xi y t 
O, v = 0 , 

] < ( 
V Y, • Xi • = : O, S Y , Y, V Y , - , = 0 , ] < ( V Z/ OCi ~ O, S Z / V ! = O, V Z / w = 0 , 

qui, avec les équations (2), nous donneront les douze 
équations de l'équilibre asiatique. 

Quand ces équations 11e sont pas satisfaites, on peut 
se demander combien il faudrait introduire de forces 
analogues aux F/ pour assurer l'équilibre astatique ; il est 
aisé de voir que deux forces ne suffisent pas en général. 
Prenons des axes tels que SX, et S Y/ soient nuls, et 
soient X, Y, Z, X', V , 21 les composantes des deux forces 
cherchées F et F', x, y, z, x\ yf, z! les coordonnées de 
leurs points d'application; écrivons, en adjoignant les 
forces F et F'aux F/, les deux premières équations (2), 
et les première, deuxième, quatrième et cinquième du 
groupe (3) : 

X 4~ X / O, Y Y ' O, 

2XtXt -H- X x 4- X x' = 0 , X X / >V 4- Xv -t- X' y ' — O, 

ZViX, 4- Y x 4- Y' x' •= O, 2 Y,-R/ -H Y y -H Y ' Y ' = O, 

Entre ces équations on peut éliminer X, X', YT, Y\ x , 
y, y', et 1 '011 trou v e 

SX, y, Ï Y ^ ' 

condition qui n'est généralement pas satisfaite avec les 
forces proposées. 

Au contraire, on peut, d'une infinité de manières, trou-
ver trois forces qui tiennent constamment en équilibre les 
forces Fi quand leur résultante de translation n'est pas 
nulle. Choisissons les axes coordonnés de telle sorte que 
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SX,-, S Y/, 2 Z ; soient différents de zéro; on peut rempla-

cer le système des X ; par une force A appliquée en un 

point déterminé a de S ; de même, les systèmes des Yt- et 

d e s Z ; seront toujours respectivement équivalents à deux 

forces B , C agissant sur deux points b et c convenable-

ment choisis dans S. Cela posé, il est clair que , si aux 

forces F ; on associe trois forces, — A , — B , — C appl i-

quées en Û , i , c, on établira l 'équil ibre astatique. 

Q u a n d la résultante de translation des F/ est nul le , le 

système est équivalent au système de trois couples (A, A') 

(B, B'), ( C , C ) dont les bras ont, par rapport à S , une 

position déterminée; si l 'on introduit trois couples dont 

les forces et les bras soient respectivement parallèles aux 

forces et aux bras des trois premiers, avec des moments 

égaux et de signes contraires, on aura encore u n équi-

l ibre astatique. 

SUR UNE INTÉGRALE DOUBLE ; 

PAR M . GÉRASSIME O R L O W . 

Dans un Mémoire intitulé : Sur une intégrale double 

(.Annales de l'Ecole Normale supérieure, t. VII, 
1870), Didon montre que la valeur de l ' intégrale double 

(1 )//(1 ~ y - f 1 ( Ï —2ajr-ha*)~2 (1—2 by-hb*f dx dy, 

dans laquelle les variables x et y sont limitées par la 

condition x 2 - t - y ' 2 ^ 1, ne dépend que du produit a b , 

dans le cas où JJI est un nombre entier positif quelconque 

et où a et b sont moindres que l 'unité . 
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Il déduit cette proposition des formules suivantes : 

// 
p- i 

(i — x*\— y2) 2( i — 2 a x h- a2) 
p 

x (I — 2 ¿>v -h b2) ~p 2clx dy 

} (ab)-m (2y?+i)(2/? + 3). . .(2/? + 2/n-i) 
m\r.im km. 

ni — a 

J ;// = 0 

i — .r2 — V2)*-1 (; ! — 2 cix 4- a2 

X ( i — 2 ¿>r 4- ¿>2 )' ~p dx dy 
m — oo 

(m 4-1 )(/?i 4- 2). . . (m-{-p— i ) 
2 m -

7/7 -- 0 

où p et m sont également des nombres entiers et posi-

tifs. 

JNous nous proposons de montrer que la proposition de 

Didon sur l ' intégrale ( i ) subsiste aussi, dans le cas de fx 

fractionnaire positif, et que les formules ( 2 ) que cet au-

teur établit indépendamment l 'une de l 'autre ne sont 

que deux cas particuliers d 'une même formule, que nous 

déduirons du développement de l ' intégrale (1) en série. 

Introduisant, au l ieu de ¡x, un nouveau paramètre, en 

posant 
= 2 a 4 - 1 , 

nous aurons a r { i eu égard à la condition o ; et, 

en même temps, l ' intégrale (1) devient 

-J') 1 {\-'iax~\-a2) 2 (i-'2by-\-b2) 2 dx dy 

Les résultats que nous avons en vue résultent de la 

considération de certaines fonctions <o/(.r, a ) , définies 
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par l'équation 

i^tl v ? 
( 4 ) ( i — 2 ax + a?-) 2 = 

où Jes valeurs numériques de a et x ne surpassent pas 

l 'unité, et a est un paramètre tout à fait arbitraire. La 

fonction a) est un polynôme e n x , du degré /, qui 

se présente sous l 'une des formes suivantes : 

J - (a*4-i)...(a« + 2 J - i ) r , / ( / - i ) j 
f < ~ II L 2(2aH-2/-i) J 

. i 
CO/ ( X, a ) — CL -— J—, > 

ou 

(2a -j-1 )(2a -f- 3). . .(2a + 2/ —1) r(2a-h/-hl) 
(7) /! r(2a -h 2/ -1- 1) 

Considérons d'abord l ' intégrale définie 

(8) f (1 — ,r2)Cfoj/(.r, a)xi'dx. 
J - 1 

Au moyen de la formule ( 6 ) , on obtient 

/ x. -+-1 

i f (i —• x- )a(ja/(.r, a) .r^ ¿/j? 

/ = ( - i ) « c , f .; 
V j - 1 Mais si dans la formule élémentaire 

(9) 
xp dx. 

dxl 

ou 

d/i-^S d\) d'i~2\r / 
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et 
V = (x- — L ) A W , q = l, 

et observant que, aux limites x = — i et x — 4- i , la 

quantité 6 s'évanouit sous la condition — i , on trou-

vera l'égalité 

(10) 
dxL 

s : 

r+l d'u 

d'où l'on tire, en faisant U — xP et p /, 

C 

dl(x2— Qa+/ 

—-—7—7 dx — o. 
dxL 

Ainsi , pour — 1, l 'intégrale (8) se réduit à zéro, 

pour toute valeur entière et positive de l 'exposant 

inférieure à 1. 

O n en conclut que, ®(x) désignant un polynôme en-

tier, on aura 

( 1 1 ) ! ( 1 — x-)a t * ) / ( j r , a ) o(x) dx — o. 

toutes les fois que le degré du polynôme &(x) est infé-

rieur à /, et a — 1. 

E n supposant p > /, U z=zx?, au moyen des formules (9) 

et (10), on obtient l 'égalité 

| =cip(p—i)...(p—l+i) f 
\ J-i 

XO)I(XY OL)Xp dx 

R * 1 

xP-l(i — x dxy 

qui montre que l 'intégrale (8) est encore nulle pour 

p> /, lorsque la différence p — / est un nombre impair. 
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Si la différence p — l est un nombre pair, la dernière 

intégrale s'exprimera au moyen de la fonction T, c'est-à-

dire 

\ f . 
! = 

i 
xP-l(i — x*)*+ldx 

1 
1.3.5. ..(/? — / — F2 ( a -h /4- i) 

(2a-t-2/-f-i)(2a-h2/-h3). . .(2a-h/-h/?H-i) r(2a-b2/-bi) 

E n portant cette valeur trouvée de l ' intégrale dans 

l 'équation (12) , et substituant à la constante ct sa valeur 

( 7 ), on trouve, après quelques simplifications, la formule 

suivante : 

-1 
( 1 — x2 ) 2 w/ ( x, a ) xp dx 

p ! 2*a+-/r(2a- r r(a-f-i) ~|2 

Je considère en second lieu l ' intégrale double 

( l 5 ) S U - ^ - f ) 2 a ) w p ( v , *)dxdy, 

étendue aux valeurs des variables x et y telles que 

x2 -r~y- S 1 et je vais faire voir que, pour a > — cette 

intégrale est nulle, toutes les fois que les nombres l et p 

diffèrent entre eux. La proposition est évidente si l 'un 

des nombres /et /?, ou tous deux à la fois, sont impairs. Il 

ne reste ainsi qu'à démontrer notre proposition dans le 

cas l •=. 2 m, p — 2/2-, m et n sont des nombres entiers po-

sitifs et inégaux. A cet effet, je me propose d'abord de 

déterminer la valeur de l ' intégrale 

r r -a~l 

06) JJ{i-x'—y*) 2 <àtm(x,*)y**dxdy, 

dans laquelle les variables satisfont toujours à la eon-



dition x 2 4--y 2 < Si. Si l'on introduit, au lieu de y, 

une nouvelle variable t, en posant y = t\Ji — x - , 011 

aura 

/

+Vl~ 2 a1 

(i — x2—y2) 2 y2"dv 

f l 2a 1 

(l — ¿2) 2 t2"dt'y " 0 

l ' intégrale au second membre, sous la condition a — 

s'exprime au moyen de la fonction T, de sorte que la 

seconde partie est égale à 

T: I . 3 . 5 . . . (2 n — I ) r ( 2 a + I ) < 

( a + i ) ( H - 2 ) . . . ( a + / i ) F - ( a -+- i ) > 

par conséquent l 'intégrale (16) se réduit à 

, y t T: ï .3.5. ..(2n — i) r ( n + i) 

X f a)(.r2 — i)» 
^ — i 

et par suite, d'après la formule (i i) , elle est nulle, si n 

est inférieur à m, car ( x 2 — e s t un polynôme de 

degré de plus, dans le cas n = m, on trouve, au 

moyen de la formule (i4)? après des réductions faciles 

qu'elle se réduit à 

. I . 3 . 5 . . . ( 2 7 > l — i ) 
(—I)W2TC - ' • 

(2 a 2 m H- i) (,2 a -i- 2 m -h 3) . . . (2 a 4- 4m -H 1) 

O n en conclut que, cp[y} désignant un polynôme de 

degré in et a le coefficient de y2n dans ce polynôme, 011 

aura, pour n 

rr 
(17) /1 / ( 1 — x- — (V2 ) - ( x, a) z> (y) dx dy ~ o, 



cl pour 7i = m 

( j t 2 — y2) 2 a ) ' ^ ! ' ) ^ ^ ) ' 

* , v„, J .3.5. . .(2/?? — 1) à —. ( — j ) •m a 2 71 — v ' 
( (2a-H2//i.4-i)(2a-h2/>i 4-3). . ,(2a+4/WH-i) 

Posant, dans (17), o (j") = w2« ( j , a ) , on Irouve l'éga-
lité 

C C 1 

(19) J J (1—¿r2-—r2) 2 W2m (JT, a) t*)2« ( v, a) dx dy ~ o, 

qu'il s'agissait d'établir, et qui s'applique évidem-
ment toutes les fois que les indices m et n sont iné-
gaux, car alors l'un des deux est toujours plus grand que 
l'autre. 

Posant également, dans (18), rf(y) ~ to2m [ j a ) > et, 
eu égard à l'expression (5 ), 011 Irouve l'égalité 

c r 2 1 

I l (r — x2 — j*2) 2 w2/„(j?, a)w2/w(ti-, a) i/x c(v 

/ j^m 2 7 : ( 2a4- i ) (2a4-3 ) . . . ( 2a4-2 ;n — 1) 

^ m l 2 m 2 a + i / « + i ? 

au moyen de laquelle 011 peut déterminer la valeur de 
l'intégrale cherchée (3). A cet efïet, multipliant l'équa-
tion précédente par (ab)2m, puis donnant à m toutes les 
valeurs de à m = 00 , et faisant la somme, on 
trouve, vu les équations (4) et (19), le résultat sui-
vant : 

2« 1 2 « + l 2«-(-l 

(i—x2—r2) 2 (1—2ax-\~a2)~ 2 (1— 2by-hb2f 2 dxdy 
\ i m =ao 
} j V v m W n (2ï+i)(2a + 3)...(aa + m - i ) 

: 2 
m l 2 m 2 A 4 - 4 / / ? 4 - 1 

m - 0 

ce qui fait voir que la valeur de l'intégrale double (3) ne 
dépend que du produit a i , sous la seule condition 
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Chacune des formules (2 ) est un cas particulier de la 

formule générale (20). Ef fect ivement , en premier l i eu , 

donnant à a , dans la formule (20), une valeur entière, 

positive quelconque p , on a évidemment la première des 

formules (2). E n second l ieu , faisant a = — dans la W ' 2 

même formule (20), le second membre devient 

m— ce 
r + + 1) 

{p—i)\¿u ' x ' 2 m-\-p m =0 

et la formule même se réduit à la seconde des formules (2). 

GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME UE «MANCHON 
11 DE L Ì IEXAGONE DE PASCAL 5 

P A R M . E . B R A S S I N N E . 

THÉORÈME I. — Un polygone de '2 h côtés est circon-
scrit à une conique, si n — 1 diagonales consécutives, 
joignant chacune deux sommets opposés, se coupent 
en un même point ; la nleme diagonale passera aussi 
par ce point. 

THÉORÈME II. — Si un polygone de in côtés inscrit 
dans une conique est tel que 11 — 1 systèmes de deux 
cotés opposés consécutifs se coupent suivant une ligne 
droite, le n¿^me système se coupera aussi sur cette 
droite. 

Il suffira d'établir le théorème (I ) dans le cas de l 'octo-

gone circonscrit à la conique. Les huit premiers chiffres 

désignent les équations des côtés consécutifs du polygone, 
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c\, c2, c3, les équations des quatre cordes qui joignent 
deux à deux les points de contact des côtés opposés. 

L'équation de la conique aura les quatre formes sui-
vantes 

X ( i , 5 ) + c] —Oy y (2,6) H- — o, 

Un système quelconque de valeurs de x , y rend tous 
les premiers membres identiques pour les coordonnées 
des points de rencontre des côtés 1,2 et 5 , 6 ; on a 

par la raison que 

c ^ i p y/X(i,5 ) et c.2 — q= y/)/(2,6) 

et que les seconds membres sont nuls. Pour les équations 
des quatre diagonales qui joignent les sommets opposés, 
on trouve 

2, C2—C3, C33Z1C4., Ĉ n̂Cj* 

si les trois premières sont satisfaites par les coordonnées 
x, y d'un même point, il en sera de même de la qua-
trième. 

Les expressions de cM c2, c3, c4, ... déduites des rela-
tions précédentes, qui sont du second degré, se rapportent 
à deux figures différentes. Si, par exemple, dans le cas de 
l'hexagone circonscrit, on prolonge jusqu'à leur ren-
contre les côtés i,3*, 4?6 ou 2 ,4; 5,1, ou 3,5-, 6,2, on 
forme trois quadrilatères dont les diagonalesse coupent 
au même point. Leurs extrémités sont les sommets d'un 
nouveau polygone circonscrit à la conique. 
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MANIÈRE DIRECTE DE RAMENER LA COMPOSITION DES FORCÉS 
CONCOURANTES A LA THÉORIE DU LEVIER ; 

P A R M . E . B R A S S I N N E . 

Arel i imède, pour établir la théorie de la composition 

des forces parallèles, part de ce principe, qu ' i l regarde 

comme u n fait d 'expérience : 

Si une droite rigide, ou un levier horizontal, est solli-
cité à ses extrémités par des poids égaux de directions 
parallèles, l'appui du levier placé en son milieu, sup-
porte une charge égale ci la somme des deux poids. 

Gali lée le premier a considéré le levier coudé A F B , 

dont les bras, a , h sont sollicités à leurs extrémités par 

des forces perpendiculaires P , Q , et il a démontré que 

l 'équil ibre existe si P . a = Q . b. O n ramène ce cas au 

h 

R 

levier rectil igne d 'Arci i imède, en prolongeant le bras a 

d'une longueur b' égale à b et en appliquant au levier 

bYV des forces — Q et Q perpendiculaires à ses bras ; 

des forces qui ne troublent point l 'équi l ibre existant, et 

modifient seulement la pression de l 'appui F . 

Si actuellement les forces P , Q prolongées agissent à 
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leur point de rencontre A, leur résultante R détruite par 

l 'appui aura pour direction /¿F, et si l 'on prend R en sens 

contraire, les forces P , Q , — R seront en équil ibre, l ' ap-

pui F restant l ibre. S i , d é p l u s , on mène par ce point des 

parallèles F/77, F n à Q , P , ces droites proportionnelles 

aux bras de levier a, b pourront représenter les intensités 

de ces forces. Dans ces conditions, on peut supposer un 

appui au point A , et si l 'on trace des perpendiculaires A x , 

ky aux forces Q , — R , ces droites reliées entre elles con-

stituent un levier coudé en équil ibre 5 et, d'après Gal i lée , 

kx. lin = ky. R , relation à laquelle on satisfait en 

faisant R = A F , puisque les deux produits mesurent le 

double de Taire des triangles équivalents khn, khF de 

même base kh et de même hauteur. 

A i n s i , la seule loi du levier démontre que la résultante 

des deux forces P , Q qui concourent en /?, et dont les 

intensités sont /zm, hn, est en grandeur et en direction la 

diagonale du paral lélogramme construit sur les droites 

q u i représentent les forces. 

THÉORÈME RELATIF A UN CERTAIN RÉSEAU DE QUATRE 
SECTIONS CONIQUES 5 

PAR M . FRITZ H O F M A N N , à Munich. 

I. Etant donnes un point fixe S et quatre droites 
fixes quelconques A, B, C, D, dont aucune ne passe par 
le point S et qui ne passent pas toutes paY un même 
point C, D, si Ion construit quatre sections coni-
ques K 1 ? Ko, K 3 , K4 qui aient toutes le même point S 

Ann. de Mathêm3e série, t . I ( Ju i l l e t 1882). Il 
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pour fo<) er et telles que 

Ki touche B, C, D en ¡ ^ y , , ^ , 

K 2 A , C , D en a2, Ya, 

K 3 A , B, D en <x3, p3, o3, 

A , B, G en a4, 74, 

0/2 a les relations 

= *3) = (S» a,), 

désignant par (vj y2) l angle Sy2 sous lequel la 

distance des deux points y 2 es£ rfw point S . 

Par la condition énoncée il n'est pas exclu que trois 
des lignes A, B, C, D 11e se coupent en un seul point P; 
alors une des sections coniques se réduit à ce point P. 

II. On peut énoncer le même tliéorème sous une forme 
différente : 

Etant donnés trois droites quelconques A , B , C , un 

point fixe S et une section conique fixe K 3 qui touche 

les deux droites A , B en a 3 , ¡53 et qui ait S pour foyer, 

quand on décrit pour une tangente quelconque mobile D 

de cette section conique K 3 les deux sections coniques K<, 

K 2 de foyer S , et telles que 

Ki touche B, C, D en Pi, Yi, Si, 

K 2 . A , C, D en a2 ,Y2 ,o2 , 

la distance des deux points mobiles O j, o2 sur la tan-

gente mobile D est toujours vue sous le même angle du 

point S . 

Dans le mouvement de la tangente D, les lignes A, 
C. D peuvent passer par un même point P, et B, C, D 
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par un point P'. Pour ces positions-là une des sections 
coniques K 2 dégénère en un point sans que la géné-
ralité du théorème soit altérée. 

Ces relations curieuses se démontrent aisément à l'aide 
de deux théorèmes auxiliaires. 

1 . Quand on mène d'un point P [fig. i) deux tan-

gentes PR, P Q à une section conique, on a 

KSP =: PSQ. 

Car, la directrice étant rencontrée par la droite RQ, 
en T, on déduit directement de la figure que la droite 

Fia:, i. 

SP est la polaire du point T : donc le faisceau des quatre 
rayons S(TRVQ) est harmonique, et puisque, d'après 
la définition du foyer, TS est perpendiculaire à SP 
comme polaire de T, on a 

'KSP ~ i ;SO. 

2 . Quand deux sections coniques ont un foyer 

commun S (fig. 2) et deux tangentes communes S, S2, 

v, v.,. on a 
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Ce théorème se déduit du précédent. Donc on a d'abord 

les six identités suivantes, en ne considérant que les va-

leurs absolues des angles 

(«2 «3) = (0, 03) = A23, ( Pj P3) = (0t 03) ~ A 1 S , 

(a2 rH) = (Y2 TO = A î 4 , (Pi p*) = (ï2 TO — A u , 

(«3 a 0 = (p3 P*) = A3 4 , Y a ) = O2) — A 1 2 . 

Mais il y a encore quatre équations évidentes entre les 
douze angles, savoir: 

( a, «3) + (a8 a4) 4- «,) = ( P1 P.) + ( P*) + ( Pi ) 

Fig. 2. 

P 

— (Yi Tî)-+-(Tîï*)-+-(ïtTi) 
= * 2 ) - + - ( O 2 O 3 ) + ( 8 3 O , ) = I 8 O ° , 

ou 
A,3 + A3V 4- A n =z A 1 3 -h A3V -4- A n 

= A 1 2 -h A n 4- A u 

— A I 2 h- A23 4- A 1 3 . 

On en déduit Jes identités suivantes 

ou 
(Y. **) = (*, »4)=(?3 Pv). 
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SUR LA MÉTHODE DES ISOPÉRIMÈTRES ; 

PAR M . EUGÈNE R O U C H É . 

M . Désiré A n d r é a fait connaître, en 1874? dans ce 

Journal (2e série, t. X I I I , p . 178), deux propriétés nou-

velles des apothèmes et des rayons de la suite des p o l y -

gones réguliers isopérimètres dont le nombre des côtés va 

sans cesse en doublant. 

Si l'on retranche chaque apothème du suivant, l'une 
quelconque des différences est inférieure au quart de là 
précédente. 

Si Von retranche chaque rayon du précédent, l'une 
quelconque des différences est inférieure au quart de la 
précédente. 

O n peut tirer un parti utile de ces propositions qui 

semblaient n'oifrir q u ' u n intérêt de pure curiosité; nous 

allons montrer, en effet, qu'el les permettent de s impli-

fier, d 'une manière à la fois notable et fort simple, la 

méthode des isopérimètres. 

I. Désignons par a et p l 'apothème et le rayon du 

polygone régulier de n côtés dont le périmètre est égal 

à 2, et par a* et p* l 'apothème et le rayon du polygone 

régulier isopérimètre dont le nombre des côtés est égal à 

11.ik. 
Les rapports 

a2 — at a3— a2 ctm — am_t , , . . ., 

«i — a a2 — ctl am-i — a/«-2 

étant moindres que y > il en est de même du rapport obtenu 



( 3 26 ) 
en divisant la somme des numérateurs par celle des dé-

nominateurs, c'est-à-dire du rapport 

et aussi de sa l imite lorsque l 'entier m croît indéfiniment. 

O n a donc 

I 
TZ I 

< 7> 
i 4 

d'où 

L e même raisonnement, appliqué aux rapports 

Pl — P2 p2 * P3 Pm-t — Pm _ ? . . . y 
P — pl pl — P2 P m—2 p m—1 

donne 

^ > P i ~ ^(P — Pi)-

Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 

a et p étant Vapothème et le rayon d'an polygone ré-
gulier quelconque dont le périmètre est égal à 2, et a, 
et étant l'apothème et le rayon du polygone régulier 
isopérimètre d'un nombre de côtés double, le nombre 
i 
- est compris entre 

— 3 (p — Pi) 3 (*! — *)• 

Remarquons que la différence entre ces deux limites 

. i ( p _ _ a ) — ¿ ( p , — a i ) 

équivaut a 
2 (p, — a,)2 
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Il suffit , pour le voir, d 'él iminer p et a à l 'aide des 

formules fondamentales 

a i = ^ ( a + P)> pi = V^aiP-

II. Ce la posé, considérons la suite de S c h w a b 

i i v^ 
2? 4' ~4~' a U a 2 ' r2 ' 

Tandis que la méthode ordinaire des isopérimètres 

consiste à prendre a* et pour valeurs approchées de 

-y la méthode perfectionnée consiste à prendre 

Comparons la marche de l 'approximation dans les deux 

cas. 

Pour obtenir - à moins de — i l suffit, dans la mé-
TZ I Om 

thode ordinaire, que l 'on ait 

ru — au <T —— -l0m 

O r , la différence — a^ est moindre successivement 

que 

et, par conséquent, moindre que 

4 * . JO' 

puisque r{ — aK = 0,0248. . . est inférieur à L ' i n é -

galité primitive sera donc vérifiée si l'on a 

4 * > IO™- 1 , 
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d ' o ù 

m -

et, a fortiori, 

A > -,—r, 
log4 

k> — 

3 

p u i s q u e l o g 4 == 0 , 6 0 2 . . . est s u p é r i e u r à g -

Dans la méthode p e r f e c t i o n n é e , p o u r obtenir - à m o i n s 

de — > il suffit q u ' o n ait 
lom n. 2 (rk—aky ^ 

3 io/; 

mais — c i k est i n f é r i e u r à e t a * reste s u p é r i e u r 

p u i s q u e a h = o , 3 o i . . . ; l ' inégal i té précédente sera 
10 

donc véri f iée si l ' o n a 

9 

et, « fortiori, 
2 

O n en déduit success ivement 

/ rt\ 1 5 . . j 1 . ^ ~. 
2 A - f - i > -J r > 5 ( M — 1), A"> - (D W — 8 ) . 

l o g 4 d b 

C o m m e l ' e n t i e r égal o u i m m é d i a t e m e n t s u p é r i e u r à 

5 
^ ( m — 1) est au m q i n s é g a l au d o u b l e de l ' e n t i e r égal o u 

i m m é d i a t e m e n t s u p é r i e u r à g (5 m — 8) , o n voit q u e l ' e m -

ploi de la méthode per fec t ionnée d i m i n u e c e r t a i n e m e n t 

le travai l de moit ié . 

I I I . O n pourra i t a l ler p lus l o i n ; des d e u x va leurs a p -
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on déduirait, par u n tour analogue, deux nouvelles valeurs 

plus approchées, et ainsi de suite. 

E n considérant, par exemple , la valeur par excès et 

tenant compte de la relation 

a>k+\ — ak _ ak 

ak — <*>k-\ 4 

on verrait que le rapport 

bk — bk+x 

bk- ! — 

est égal à 

£ ak.ak-1 

4 

et, par suite, moindre que et i l en résulterait, par le 

raisonnement fait en commençant , 

i ¿ ( ¿ ¿ - i - M . 

O n voit de la sorte que l 'on obtiendrait des valeurs 

alternativement approchées par défaut et par excès, soit 

à l 'aide des seuls apothèmes, soit à l 'aide des seuls 

rayons. 

Nous nous bornerons à cette indication, d'abord parce 

qu' i l s'agit d 'une de ces extensions faciles que chacun peut 

développer, une fois le principe posé, et aussi parce qu' i l 

convient, ce nous semble, de conserver à cette solution 

élémentaire la simplicité qui la distingue. 
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CORRESPONDANCE. 

L e théorème de Mécanique suivant et sa démonstra-

tion élémentaire sont b ien connus. 

Si, aux milieux des côtés dyun polygone plan quel-
conque, on applique, dans le plan de ce polygone, des 
forces proportionnelles aux longueurs de ces côtés, 
perpendiculaires à leurs directions, et dirigées toutes 
du dedans au dehors, ou toutes du dehors au dedans, 
ces forces se feront équilibre. 

J'en déduis ce théorème de Géométrie , qui me semble 

curieux : 

Soit un polygone plan quelconque et un point O dans 
son plan. Les perpendiculaires abaissées de ce point 
sur les côtés déterminent sur chacun des côtés deux 
segments (/?, p,), (/?', p\ ),.... 

«i, flj, . . . étant les longueurs des côtés, on a Véga-
lité 

ap -f- afpr 4-...== api H- a!p\ -h. . .. 

Il suffit pour le démontrer de prendre par rapport au 

point O la somme des moments des forces qui se font 

équil ibre suivant le premier théorème. 

G . Bâtirais, 
Etud i an t à la Faculté des Sciences de Bordeaux . 

Dans le Zeitschrift de Hoffmann, j 'a i lu avec le plus 

vif intérêt les rapports contenant les questions dues aux 

Nouvelles Annales. Permettez-moi une petite Note con-

cernant la question suivante : 

Dans le quadrilatère inscriptible et circonscriptible à 
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un cercle, le produit des diagonales est égal à -y— 

ou r est le rayon du cercle circonscrit, p celui du cercle 
insci'it et d la distance des centres. 

O n peut mettre cette expression sous la forme 

2 p ( p + v /p 2 + 4 ' ' 2 ) > 

en substituant la valeur de rf, car 

d1 = r® -hp2 — p\Jf h- 4r2. 

C'est le théorème analogue à celui que Sturm a dé-

montré pour le tr iangle, en 1824, dans les Annales de 

Gergonne. Si l 'on veut avoir d dans la formule , on 

obtient par combinaison le produit des d iagonales , 

2 (r 2 -h 2p2 — d2). 
P . - V . S l H A E W E N , 

A Sarrebruck (A l l emagne ) . 

. . . Je suppose u n point M lié invariablement à des 

axes O x , O y rectangulaires, dont l ' u n , O x , roule sur 

une courbe. Soit T le point de c o n t a c t é e lui fais décrire 

un arc de courbe déterminé, et la droite T M décrit 

alors une surface. Cette surface conserve une valeur 
constante quand le point M est situé en un point quel-
conque d'un cercle. T e l l e est la proposition à faire voir . 

Soit T ' u n e position de T infiniment voisine, T T ' = ds ; 

quand on passe de T en T ' , Ox tourne de l 'angle de 

contingence ¿/a, T est le centre de rotation, T M vient 

en T M ' par une rotation ¿/a. L a surface M M ' T T ' se 

compose de 
T T ' M ' ou \ds.y 

et 

MM'T ou *[/2 + 0 — s)*]d*. 

Elle a pour valeur 

2 (x2 -t- .V 2 ) d% -}- \vds -h xs ch. -h | s2 ¿/a. 
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L a s o m m e intégrale de ces aires est 

~ (x2 4- y2 ) p H- i y . a 4- xJ? sd% ^J^2 di, 

o é tant l ' ang le des d e u x tangentes extrêmes , s l ' a rc décr i t 

par le point de contact T , f s da. l ' arc de déve loppante dé-

cr i t par le point d u p l a n xOy co ïnc idant avec T à l 'or i -

g i n e . 

f ~ d o i . s 2 l ' a i re de cette d é v e l o p p a n t e entre la tangente 

e x t r ê m e et la c o u r b e d o n n é e . 

S i la s o m m e p l u s h a u t ca lculée est constante , o n a 

^-(x2 -j- y2)p ^-y.s xj* sdy.-\- J~s2dcc — const. , 

ce q u i est l ' é q u a t i o n d ' u n c e r c l e , ainsi q u ' i l le fa l la i t d é -

m o n t r e r . J . - B . P O M E Y . 

B I B L I O G R A P H I E . 

I N T R O D U C T I O N À LA. M É T H O D E DES Q U À T E R W I O N S , par 

C.-A. Laisant, député , docteur ès sciences, anc ien 

é lève de l ' E c o l e P o l y t e c h n i q u e . P a r i s , G a u t h i e r - V i l -

lars , 1 8 8 1 . I n - 8 ° de x x n - 2 4 2 pages. P r i x : 6 f r . 

Les p r em i e r s essais d ' a p p l i c a t i o n de la m é t h o d e des q u a t e r n i o n s 

en F r a n c e r e m o n t e n t en 1 8 6 2 . I l s f u r e n t p résen tés p a r M . A l l é-

gre t , d ans u n e T h è s e d « d o c t o r a t . P r o u h e t , q u i l 'a s igna lée d an s 

les Nouvelles Annales (2E série, t . I I , i863, p. 333), lui a con-

sacré u n e c o u r t e ana lyse b i b l i o g r a p h i q u e , e n t r emê l é e d ' a pp r é-

c ia t i ons p e u e n cou r agean t e s p o u r l ' a ven i r des q u a t e r n i o n s . 

D o u z e ans ap rès , en 1 8 7 4 , M . H o û e l p u b l i a i t , d a n s l a Théo-

rie élémentaire des quantités complexes} commencée en 

1867, u n e exposition élémentaire du Calcul des Quaternions. 

Cet O u v r a g e a é té le p r e m i e r , é d i t é en F r a n c e , qu i a i t c h e r c h é 
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à v u l g a r i s e r l ' é t u d e des q u a t e r n i o n s en la r e n d a n t accessib le à 

t ous les g é o m è t r e s de no t r e pays . N é a n m o i n s , en deho r s de ces 

d e u x t en t a t i ves , la m é t h o d e des q u a t e r n i o n s n 'a pas t r o u v é en 

F r a n c e de n o m b r e u x p a r t i s a n s ; e l le a s u r t o u t é té en f aveu r 

chez les g éomè t r e s é t r a nge r s , p a r m i lesque ls n o u s devons signa-

le r , en A n g l e t e r r e , W . - R . H a m i l t o n , l e u r i n v e n t e u r ; en I t a l i e , 

G . B e l l a v i t i s ; en A l l e m a g n e , U n v e r z a g t . 

D e p u i s la p u b l i c a t i o n d e ce n o u v e l a l g o r i t h m e , i l y a au jour-

d ' h u i p r ès de t r e n t e ans , t rès p eu de g éomè t r e s f rança is en o n t 

p r o p a g é l ' e m p l o i ; m a i s n o u s c royons savo i r q u e la m é t h o d e des 

q u a t e r n i o n s c o m m e n c e à p é n é t r e r d ans le p u b l i c m a t h é m a -

t i q u e f r ança i s , et n o u s n ' h é s i t o n s pas à en a t t r i b u e r l ' i n i t i a t i ve 

a u x efforts s ou t enus de M . L a i s a n t p o u r l a v u l g a r i s a t i o n de la 

m é t h o d e des équ i po l l ences , q u i , o n p e u t le d i re , a p r é p a r é l 'avè-

n e m e n t de la m é t h o d e des q u a t e r n i o n s . C 'est p r é c i s émen t d an s 

ce J o u r n a l q ue M . L a i s a n t a s i gna l é les app l i ca t i ons]de la Géo-

m é t r i e a n a l y t i q u e p l a n e d u e à M . G . Be l l av i t i s {Nouvelles 

Annales, 2 e sér ie , t . X I I et X I I I , 1873-1874). I l e û t é té dési-

r ab l e q u e ce m ê m e recue i l r e n f e r m â t auss i la g éné r a l i s a t i on des 

équ i po l l e nces , o u l e u r ex tens i on à la G é o m é t r i e d e l ' espace ; 

ma i s l ' a u t e u r a p r é f é r é p u b l i e r d i r e c t e m e n t l ' O u v r a g e . 

G o m m e i l le déc l a re l u i - m ê m e , i l a c ru d evo i r a d o p t e r 

p r e sque ex c l u s i v emen t les n o t a t i o n s i n t r o d u i t e s p a r M . H o û e l ; 

ma i s la r é d a c t i o n de son O u v r a g e est i n d é p e n d a n t e de t o u t 

a u t r e t r a i t é , et peu t-ê t r e con t r i bue ra- t-e l l e à l u i a t t r i b u e r de 

n o m b r e u s e s a dhé s i o n s . I l n ' a pas v o u l u n o n p l u s su iv re l ' O u -

v r age d ' H a m i l t o n et en p u b l i e r u n e sor te de t r a d u c t i o n . Ce 

t r ava i l v i e n t j u s t e m e n t d ' ê t re en t rep r i s p a r M . P l a r r , p o u r 

l ' O u v r a g e c lass ique de M . T a i t , q u i a vu l ga r i s é depu i s l ong-

t e m p s les q u a t e r n i o n s en A n g l e t e r r e . 

Le L i v r e de M . La i s an t se d iv ise en onze Chap i t r e s . 

Le p r e m i e r C h a p i t r e est consacré à l a dé f i n i t i on des vecteurs 

et à l eu rs c o m b i n a i s o n s les p l u s s imp les , p a r a d d i t i o n et p a r 

sous t r a c t i on . Ces vec teurs sont les express ions de t r a n s l a t i o n s 

rec t i l i gnes , et t ou t e s les règ les de l ' A l g è b r e o r d i n a i r e s 'app l i-

q u e n t r i g o u r e u s e m e n t a u x a dd i t i o n s et sous t r ac t i ons de vec-

teurs ayan t u n e d i r e c t i o n u n i q u e , et a u x m u l t i p l i c a t i o n s de ces 

vec teurs p a r des n o m b r e s a l g éb r i q ue s rée ls . C o m m e app l i c a t i ons , 

s i gna l ons la d é m o n s t r a t i o n des p rop r i é t és des d i agona les d ' u n 

q u ad r i l a t è r e , des h a u t e u r s et des méd i a nes d ' u n t r i ang l e , etc . 

Le C h a p i t r e I I t r a i t e des opé r a t i o n s ana logues effectuées sur 
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les biradiales, ou r a p p o r t s g é o m é t r i q u e s de d e u x vec teu rs . 

Les règ les d u ca l cu l a l g é b r i q u e ne s ' a p p l i q u e n t p l u s à ces 

o p é r a t i o n s . C 'est a ins i q u e "la m u l t i p l i c a t i o n est s i m p l e m e n t 

assoc ia t ive , et cesse d ' ê t re c o m m u t a t i v e . 

La r ep r é sen t a t i o n a n a l y t i q u e des b i r ad i a l e s dé f i n i t u n e ex-

press i on de q u a t r e t e rmes d o n t l ' e n semb l e a reçu p o u r ce f a i t 

la d é n o m i n a t i o n de quaternion. O n r e conna î t q u e ce s y m b o l e 

est éga l au p r o d u i t de son m o d u l e p a r son q u a t e r n i o n u n i t a i r e 

ou verseur. 

L a p r o p r i é t é assoc ia t ive de l a m u l t i p l i c a t i o n est essent ie l le 

d ans la t h é o r i e des q u a t e r n i o n s . C 'est a ins i q u e A B n 'est pas 

éga l à B A , q u e A 2 B 2 est t rès d i f f é ren t de ( A B ) 2 . 

L ' a l g è b r e des q u a t e r n i o n s p r é sen t e d o n c cer ta ines d i f f i cu l tés 

spéc ia les , et , a j o u t e l ' a u t e u r , « o n p e u t en p ro f i t e r p o u r fa i re 

la c r i t i q ue de la m é t h o d e des q u a t e r n i o n s , et d éc l a r e r q u ' i l y a 

là u n i n c o n v é n i e n t f o n d a m e n t a l et g rave . 

» Ma i s cet i n c o n v é n i e n t r ésu l t e de la n a t u r e m ê m e des choses . 

I l r ep résen te la t r a d u c t i o n exac te , f o rme l l e , d ' u n fa i t p réc is . 

» J e cro is , p o u r m o n c o m p t e , q u ' i l f a u t c h e r c h e r d ans ce 

p rocédé d ' e xpos i t i o n t r o p e x c l u s i v e m e n t a n a l y t i q u e l ' u ne des 

causes p r i n c i pa l e s de la d é f a veu r d ans l a que l l e les q u a t e r n i o n s 

son t restés si l o n g t e m p s en F r a n c e , d é f a veu r d o n t i ls c ommen-

cen t à pe i ne à se re lever , a lors qu ' à l ' é t r ange r , en A n g l e t e r r e 

et en A m é r i q u e s u r t o u t , 011 en fa i t t a n t d ' usage dans t ou tes les 

b r a n c h e s des M a t h é m a t i q u e s app l i q u ées . 

» O n ne s ' é t onnera d o n c pas q ue n o u s ayons t e n u à a p p u y e r 

c o n s t a m m e n t le d é b u t de n o t r e expo s i t i o n sur des cons idé ra-

t i ons g é o m é t r i q u e s , avec u n e i ns i s tance q u i p o u r r a i t s emb l e r 

excess ive et p r e sque p u é r i l e sans les c on s i d é r a t i o n s q u i p ré-

cèden t . » 

U n e fois a r r i vé à la dé f i n i t i on et à la n o t a t i o n des qua t e r-

n i ons , l ' a u t e u r c ro i t d evo i r p l u s f r é q u e m m e n t l i v re r le l e c t eu r 

à l u i - m ê m e , p o u r p a r c o u r i r success ivement les sujets t ra i t és 

dans le reste de l ' O u v r a g e . 

O n y é t u d i e la l i g ne d r o i t e et le p l a n , le cerc le et la s p h è r e , 

p u i s o n dé f i n i t d ans le C h a p i t r e I V la d i f f é r e n t i a t i o n des qua-

t e r n i o n s p o u r l ' i n t e l l i gence des p rop r i é t é s des t a ngen t e s a u x 

c on i q ue s é t ud i é e s dans les C h a p i t r e s V I , V I I et V I I I . 

Le C h a p i t r e I X est consacré à l ' é t ude de p l u s i eu r s f o r m u l e s 

re la t ives au p r o d u i t de t ro is , q u a t r e et p l us i eu rs vec teurs , et à 

la r o t a t i o n des vec teurs . 
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L e C h a p i t r e X t r a i t e de la r é so l u t i o n des équa t i on s d u pre-

m i e r deg ré , c'est-à-dire des é q u a t i o n s q u i c on t i e nnen t u n qua-

t e r n i o n i n c o n n u à la p r e m i è r e pu i s sance avec des q ua t e r n i o n s 

c o n n u s . Ces n o t i o n s p e u v e n t a vo i r l e u r u t i l i t é p o u r l ' é t ude des 

surfaces d u second o rd re , q u i f o r m e le su jet d u Chap i t r e X I 

q u i t e r m i n e l ' O u v r a g e . 

C h a c u n des C h a p i t r e s r e n f e rme des app l i c a t i o n s à d ivers 

p r o b l è m e s et est su iv i de d ou ze à q u i n z e énoncés d 'exerc ices 

p roposés . P l u s i e u r s d ' en t r e e u x , re la t i fs a u x p rop r i é t é s des 

t é t r a èd res , o n t é té c o m m u n i q u é s à l ' a u t e u r p a r M . G e n t y , à 

q u i n o u s devons dé j à p l u s i eu r s c o n t r i b u t i o n s à l ' é t ude des qua-

t e rn i ons , en G é o m é t r i e et en M é c a n i q u e . 

L ' e x a m e n de ces énoncés y fa i t r e conna î t r e p l u s i eu r s p ro-

pr i é t é s nouve l l e s et d i gnes d ' a t t e n t i o n . 

T o u t e s les d i s pos i t i o n s adop t ées p a r l ' a u t e u r f o n t recon-

na î t r e en l u i la p r é o c c u p a t i o n de fac i l i te r la l ec tu re de son 

O u v r a g e et l ' i n i t i a t i o n a u x nouve l l e s m é t h o d e s qu ' i l a p o u r b u t 

d ' i n t r o d u i r e dans n o t r e pays . Ce t te p r é o c c u p a t i o n a p p a r a î t 

d ' u n e m a n i è r e f r a p p a n t e , et l ' a u t e u r l u i - m ê m e c ro i t d evo i r en 

a v e r t i r : « J e m e suis , d i t- i l , c o n s t a m m e n t efforcé de r e n d r e l 'en-

c h a î n e m e n t des idées aussi c l a i r q u e poss ib le , à te l p o i n t q u ' o n 

p o u r r a i t peu t-ê t re m e r e p r o c h e r u n e m i n u t i e excessive et u n e 

t r o p g r a n d e i ns i s t ance sur des choses p resque é v i d en t e s ; ma i s 

o n ne saura i t t r o p s ' a t t acher à a p l a n i r les d i f f icu l tés lorsqu ' i l 

s 'ag i t d ' u n e é t u d e nouve l l e . » 

I l est à s o uh a i t e r q u e , grâce à cet te préc ieuse qua l i t é de ce 

L i v r e , la m é t h o d e des q u a t e r n i o n s finisse p a r t r i o m p h e r des 

p r é j ugés q u i o n t , en F r a n c e , r e t a r dé son d é v e l o p p e m e n t . 

H . BROCARD. 

QUESTIONS. 

1404. On peut toujours trouver deux entiers t et 
tels que 

soit divisible par 7 , A ,B et C étant trois entiers positifs 
ou négatifs non divisibles par 7. (PELLET.) 
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140o. Si Jes racines d'une équation, de degré pair 

2 m, peuvent se partager en m groupes de deux racines 
OC 4 , X 2 satisfaisant à la relation 

axx x2 -f- b(xx -h x2) + c = o, 

on peut, par une substitution linéaire x = -j= ' ^ ? 
V J + S 

amener l'équation à n'avoir que des termes de degré 
pair en y. (PELLET.) 

1406. Zéro, un, sont-ils les seuls nombres trian-
gulaires dont les carrés soient triangulaires? 

( L I O I V N E T . ) 

1407. Le nombre des groupes de cinq impairs consé-
cutifs, dont quatre sont des nombres premiers, est-il illi-
mité ? (LIONNKT.) 

1408. Trouver les nombres pairs et positifs ayant 
chacun cette curieuse propriété d'être d'autant de ma-
nières la somme de deux impairs premiers que celle de 
deux impairs composés. (LIONNET. ) 

1409. Quelle valeur faut-il donner à l'angle A au 
sommet d'un triangle isoscèle ABC pour que le quadrila-
tère, ayant pour sommets les pieds A', B', C des trois 
hauteurs du triangle et le milieu de la droite qui joint 
leur point de concours au sommet A, soit un parallélo-
gramme? (LIONNET.) 

1410. Etant donné un contour polygonal inscrit dans 
une parabole, et le} que les projections de ses côtés sur 
la directrice soient égales, on mène par chacun de ses 
sommets une parallèle P à l'axe de la parabole, puis on 
prolonge tous les côtés du contour dans le même sens 
jusqu'à la première P qu'ils rencontrent. Les segments 
ainsi déterminés sur les lignes P sont égaux. 

( D ' O c AGIS E . ) 
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DÉVELOPPEMENTS SUR LA QUESTION RELATIVE A L'INFLUENCE 
RE LA ROTATION DE LA TERRE SUR LE MOUVEMENT DU 
PENDULE ; 

P A R M . H . R E S A L . 

Extrai t d'iMie leçon de l'École Polytechnique. 

Dans cette étude j 'a i cherché à pousser plus loin l 'ap-

proximation qu'on ne le fait d 'habitude et à tenir 

compte de la composante de la rotation de la T e r r e , es-

timée suivant Je rayon parallèle à la méridienne. 

Soient 

C le centre de la T e r r e ; 

C P la portion boréale de son axe de rotation ̂  

T la durée d'une révolution diurne -, 
2 Tê 2 7Z 

to = = 77F-,— la vitesse angulaire de la T e r r e , dont 
T 86 400 0 7 

Fig. 1. 

nous négligerons les puissances des ordres supérieurs 

au premier ; nous rappellerons qu'elle a l ieu de la 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. Ier. (Août 1882.) 22 
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droite vers la gauche pour l 'observateur placé sui-

vant P C en ayant les pieds en C ; 

O le point de suspension du pendule dont la longueur 

sera représentée par /; 

O A la position verticale du pendule ; 

P , E les intersections de la circonférence méridienne, 

passant par A , avec l 'axe de la Terr^ et la trace du mé-

ridien sur l ' équateur ; 

= O C E la latitude du l ieu ; 

O m le pendule dans une position que lconque; 

9 l 'angle qu ' i l forme avec la verticale et qui est censé 

assez petit pour qu 'on puisse en négliger les puissances 

supérieures à la seconde; 

n la projection de m sur O C ; 

0O l 'écart initial qu'on fait subir au pendule avant de 

l 'abandonner ensuite à l u i - m ê m e ; 

CM la perpendiculaire en C à C O dans le plan méri-

dien. 

Nous avons 

L a rotation w se décompose en deux autres, dont nous 

étudierons séparément les effets; l 'une, tosinX, autour 

de O C , et l 'autre , cocosX, autour de C H . 

i° Composante de la rotation o> sinX autour de la 
verticale. — Prenons pour plan de project ion le plan 

horizontal du point A . 

Soient (J îg . i ) A x la trace du plan vertical passant 

par O A et le point de départ m0 ; A y la position que 

prend cette droite quand on lui fait subir autour de A , 

de la gauche vers la droite, u n déplacement angulaire 

de 90°. 

Le point 7/z, partant de la position w 0 sans vitesse 
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initiale apparente, est animé, dans l 'espace absolu, de la 

vitesse initiale 

(2) co sin X. /?/0 n{ o flo — co l sin \. 6, 0 ) 

parallèle à K y \ de sorte que, en projection horizontale 

et dans cet espace, m décrira une ellipse tournant de la 

gauche vers la droite. O r on sait que, pour déterminer 

les éléments de cette ell ipse, on peut faire abstraction de 
rr 

son mouvement de rotation} posant A2 = y et désignant 

par la valeur de 9 correspondant à l 'azimut Ay, 

nous aurons pour les coordonnées du point m au bout 

du temps 

(3) ¿r r-/8 0 cosÀY, y = /Ô4 sin kt, 

et, en vertu de la valeur (2) , 

Fig. 2. 

v 

~ co/ sinÀ60 pour t^n o, 

d'où 

to sinX.Q 
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La vitesse angulaire de Pellipse sera donc 

K M I * = IcosinXe». 

Soient A a/, A y 1 deux axes mobiles coïncidant primi- # 

tivement avec A x , ky, et animés de la rotation ws inX 

de la droite vers la ganche. L a rotation apparente de 

l 'ellipse de la gauche vers la droite pour l 'observateur 

entraîné dans le mouvement d e j / A . r ' sera 

3w sinXOf, 2TZ f 3 \ 
(i>) wsmX g " T S I N M r ~ 8 V ' 

si T est la durée d'uue révolution de l 'ellipse, en ad-

mettant qu'elle puisse physiquement s'effectuer, nous 

aurons 

ai: . , / 3 

T 
d'où 

T / 3 , 

" sinX ( i — 

sin A 

et, en exprimant T et T en heures, 

sinX \ 8 

A Paris on a 
X = 48°5i', sinX = 0,753, 

et, par suite, 

Dans l 'expérience exécutée par Foucault , au Panthéon, 

en 1851, on avait 

1 — 6 7œ , 27i/sin60—i8m , 

et le terme en Oj; de l 'expression précédente, ne s'élevant 

qu'à 0,0076, n'aurait pu être apprécié. 
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Composante wcos\ de la rotation autour d'un 

diamètre parallèle à la méridienne. — La vitesse 
de m (fig. f) se compose de la vitesse 

(6) 
dOx 

dt 
:/Ô 

i/o 
dt 

suivant AO et d'une vitesse horizontale qui, relative-
ment à co cosX, ne donnera pas d'accélération centrifuge 
composée. 

Soient (fig- 3), dans le plan horizontal, AM la por-
tion de la méridienne dirigée vers le pôle Nord; AQ 

Fig. 3. 

M 

o) eus > 

celle de la tangente au parallèle opposée à la direction 
du mouvement de la Terre. 

La vitesse (6) donne, suivant AQ, l'accélération cen-
trifuge composée 

. ¿ Ô . dft2 
1 w cos À 6 — 0) cos À —— ' 

dt dt 

Soient encore A x la position du grand axe de l'cl-
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lipsc au bout du temps a l 'angle qu'el le forme avec 

le prolongement A Q ' de A Q . 

Les équations du mouvement seraient, en supposant 

03 = O, 

dt2 ' dt1 

E n y introduisant l 'accélération centrifuge composée 

ci-dessus, elles deviennent 

d*x ¿62 

=r — Kz X — eu i cos A cos a -7- y 
, dt 

( 7 ) / 
I — — A2 y -h co / cos A sin a — . 
[ dt2 17 ¿ft 

Mais dans ces formules on peut substituer à 82 sa valeur 

résultant de l 'hypothèse co = o ; or 

d'où, d'après les formules (3) et remarquant que est 

de l 'ordre 
G2=Q2 cos2kt. 

O n déduit de là 

c/62 

(a) — = —02* sin2**. 

D'autre part, comme l 'expression ( 5 ) n'est autre chose 

dz 
dt 

dz 
que la valeur de -=- > il vient, en désignant par a0 la va-

leur initiale de a, 

( b) a = a0 -h w sin X. t. 

E n substituant les valeurs ( a ) et (b) dans les équa-

tions ( 7 ) , et posant 

/ON i n,tocosX . . . 
(8 ) A 0(2, — — j — , m — 2 /» -+- (») sin A , n •=. 2 k — W sin A . 
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il vient 

(P-x 
— — k*x + A/[sin(/?ii -f- a0) sin(nt -+- a0)], 

(9) j J r 
F — — k 2 y -h A/[cos(m£ -h a0) —

 c o s ( n t H- ao)]> 

équation dont on trouvera facilement les intégrales en 

remarquant que Ton a 

/A dx dy . 
:/e0, y — o, o, = —/0owsinX X : 

pour t = o. Mais, comme les termes en A introduits 

dans x et y sont périodiques, que, à peu de cliose près, 

ils s 'annulent deux fois dans chaque demi-oscillation 

pendulaire, ils ne pourront pas être observés. Il n 'y a 

donc pas lieu de tenir compte de la rotation cocos A. 

SUR QUELQUES INTÉGRALES INDÉFINIES, 

PAR M. S. RÉALIS, 

Ingénieur à Tur in . 

1. A l'aide de substitutions convenables, la formule 

élémentaire 

i' dy 
I -tt^— — arc tan g y H- const. 

J / + 1 

conduit à des résultats assez curieux, propres à être dé-

veloppés, dans l 'enseignement du Calcul intégral, avant 

d'aborder la théorie des fonctions elliptiques. Nous 

allons en signaler ici quelques-uns, pour lesquels la trans-

formation consiste simplement à remplacer la variable y 

par un radical du second degré, sous lequel se trouve 

une fonction entière d'une nouvelle variable. 
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Pour plus de simplicité, nous supprimerons partout 

la constante arbitraire introduite par l'intégration. De 
plus, dans le second membre de nos formules, nous dé-
signerons souvent par z le radical qui figure au premier 
membre. Ainsi, en écrivant, par exemple, 

/ 
/ 

X1 I dx I xz 
/ 2 —w—i ; = — — arctang — ? y/3 — ^^ 3 y 2 v/2 

x1 -f-1 dx i xz 
/ ^ — w — ; \ ~r = ——arctang — , 
( x * ~ I ) ( ^ - + - 2 ) 3 Y 2 Y / 2 

nous sous-entendons que z représente le radical y/3 — xk 

dans la première égalité, et le radical \Jxk— 3 dans la 

seconde. 

2. On a 

" 3 x — i dx f 
f 
f 
f 

— I sjxz^-x'2-

3 x -h i dx 
x 1 \Jxz—x'2—x 

5 x qz i dx 

x*—i sJ(xzçTiy(x±iy—i 

7 x q= i dx 

: 2arctang^, 

La formule générale à laquelle se rapportent ces ré-
sultats est la suivante : 

/
( 2 n -h i ) x zp i dx 

X'L — 1 v7( ̂  — 1 ) ( x^'iY^ 

m 2arctang\j\x ±i)(x2 — i)n — i , 

où les signes supérieurs et inférieurs se correspondent. 
On la vérifie directement par la différentiation. 
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Les valeurs des intégrales 

' 4 x T1 2 dx f f 
.a?2— J S/x* ± 2 x z qz 2 .¿r — 2 

'5x zp : 3 dx 

x2 — I I ) 4 — I 

: 4 dx 

x2 — I I ) 5 — I 

se déterminent comme les précédentes. Elles se dédui-
sent, en elïet, de la formule générale 

Ç ( n H- 2 ) x =p n dx 

r \/x2 — I ) ( X ± I )n — I 

m: arctangy (¿f2— i) (x zL i)'* — i . 

Parmi les intégrations qui rentrent immédiatement 
dans la formule fondamentale d'où nous sommes partis, 
nous inscrirons encore la formule 

h 
dx 2 

— - arc tangs, 
x*-h*x + p y/( x2 -h oc x + (3)" — i 

dont la généralisation se présente d'elle-même. 
Prenant n = 2, a = 3, ¡5 — i , on trouve le résultat 

très remarquable 

2 x 3 dx •= arctangs. 
X * 4 - 3JJ + I ^ ( ¿ p + - H 2 ) ( d 7 4 - 3 ) 

3. Des résultats qui viennent d'être signalés, on passe 
directement aux suivants : 

* 3 x2 -f-1 dx 

f 

f 

f 

=: arctang^, 
—1 \Jx'*—X2— I 

5 x2 — i dx 
— z=arctang^, 

5^2-h3 dx 
- — =arctangcr^, 
- 1 \fx*— 3 x* H- 2 x1* -+- 2 x2 — 3 



/ 
/ 

f: 
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On a aussi 

dx i 
= - arc tangos, 

(x2-+- 3¿c2-b 3 2 

/î # -h ( n — i ) a ¿¿r 
= 2arctang^, 

^ (d? + a ) yjœn aa.n-i __ ! 

dx i 
; — — - t = = = = - = = = = = z z = = - arc ta n g xz, 
* - h c l x 1 Z±Z I 2 

n étant un entier positif et a une constante quelconque. 
Il est bon de remarquer que cette dernière formule, où 
les signes se correspondent dans les deux membres, fait 
connaître les valeurs des intégrales 

f 

2 x2 ± 3 dx 
-- y 

X* ± 3 d?2 -h I ¿r2 ± I ) ( ± 2 ) ( ± 3") 

2 X2 ZÎZ I tffo? 

ZÎZ X" I I) 

dx 

J (x2 ziz i ) y/( .r2 -h 2 ) 

4. La formule élémentaire 

/ > — 1 a V - l - ' 

conduit de même, par des substitutions semblables aux 
précédentes, à la détermination d'intégrales analogues à 
celles dont on vient de s'occuper. 

Par exemple, 

' 3 x -h t dx 

/ 
f 
f 

\fx* X'-— X 
:log: 

> x — i dx , ^ — i 
= loS 

i \J(x — i)2 ( x - h ij* + i 

n x i dx , z — i 
— • •= log 
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/ d x i . xz — i 

• = = - log , 
{x2—i)\/x^~ 6 XZ-+-1 

/ d x i ^ xz 

(i — x2)i/<J— - * • ~~ 7 °g ' (I — X2)\J{2 — X*)(2 — 2X2-J-XL>) 4 ( I — X*)2 

f 2X2 -J- I dx I , XZ — I 
= T 10O-

— 2X^-\- 2 4 fi b ¿rs XZ -+- I 

r3x- — i dx i x 

J i/x^x2-I "" 2 ° g \Jxk-\-x~— I 2 " xz 

r fx X2— 2 dx I . XZ — I 
I ==: - lo i r 

J Œ — 1 Y/^ï'6 - j - 2 XK — 2 2 " 

r5x2—3 _ 

J - r * - i ~ 

j : '^ - f - i 

dx 
l o f f : 

— 3 2 XZ H - I 

z désignant toujours, dans le second membre de chaque 
formule, le radical qui entre dans le premier membre. 

5. On voit assez de quelle manière les résultats qui 
précèdent pourraient être généralisés à différents points 
de vue, et comment, par l'emploi combiné des formules 
fondamentales du Calcul intégral, on peut amener direc-
tement une foule d'intégrales indéfinies, analogues aux 
précédentes, et s'exprimant de même sans l'intervention 
des fonctions elliptiques. Ajoutons cependant que les 
résultats à obtenir dans cette voie, étant généralement 
de simples objets de curiosité, ne sauraient présenter 
quelque intérêt qu'à la condition de se rapporter à des 
différentielles très simples. 

Citons, en cette matière, l'intégration de la différen-
tielle 

dx sj i -h x* 
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effectuée par Euler, et qui a donné lieu récemment à 
d'intéressantes remarques delà part de M. Hermite et de 
M. Catalan ( ') . Nous renvoyons du reste au Recueil 
d'Exercices sur le Calcul infinitésimal de M. Frenet 
(Paris, 1882), où se trouvent réunis (nos 401 à 408) 
plusieurs résultats remarquables, obtenus par Euler et 
par d'autres, touchant les expressions que l'on intègre en 
les rendant rationnelles. 

Il est à propos de rappeler aussi les intégrales 

et quelques autres du même genre, que Legendre a ra-
menées aux intégrales élémentaires dans ses différents 
Ouvrages sur le Calcul intégral et les fonctions ellip-
tiques (2). 

6. L'intégrale 

s'exprime pareillement sans transcendante elliptique, 
lorsque ¡32 =-• ay, ainsi que cela est établi dans le Recueil 

(*) Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques; 
année 1879, ir® Partie, p. 226; Journal de Mathématiques, année 1 8 8 0 , 
p. 5 ; Nouvelle Correspondance mathématique, t. VI, p. i5i. 

(2) Voir aussi, pour la dernière intégrale, les Nouvelles Annales 

de Mathématiques, ire série, t. X, p. 362. 

x dx 

(x'A-h 8) \Jx6 



i ± xn dx 

! + ^ v/a + 4- 7 ^ 4 -

où l'exposant rc est un nombre entier, et les coefficients 
a, (3, y sont des constante squelconques. 

Cette intégrale n'avait pas encore été considérée dans 
sa généralité. Les cas spéciaux dont Euler et Legendre 
s'étaient occupés viennent d'être mentionnés. Le cas de 
n = i , que nous avions proposé comme question dans la 
Nouvelle Correspondance mathématique (t. IV, p. 63), 
a été traité par M. V. Jamet (p. 188 du même Tome) ; 
ce cas comprend l'intégration rapportée dans le Recueil 
complémentaire précité. 

Mais il est facile de voir que, quel que soit /z, si Ton 

Y étant une fonction rationnelle de y. Cette expression 
ne représente donc pas une intégrale elliptique. 

On trouve, en effet, en faisant, pour abréger, 

P = a + $ x -h y a?2 4- $ x 2 + - a i x \ 

pose 
y / r -

l'expression X se réduit toujours à la forme 

Q = (* - P + l) + ( 6 « - Y ) Y + ( A 4 - ? + I ) J 2 , 
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les relations 

/' i H- x dx i C dy 

sJP ~ fi J s/Q* 
/ i 4~ x2 dx i C i 4- y dy 

i — ^F ~~ 2V/2 J y \/Q9 

/ i 4- .a?3 dx i Ç 3 -h y dy 

/ i 4- ¿r* dx i Ç i -h 6 j 4- j 2 dy 

p —• ¿r r/.r i C dy 

J L-I-X Y/F Y / ¡ J JY/Q ' 

r i — x2 dx __ r dy 

J 1 + v f ~ V J (n-/)v/Q' 
/ ' i — x3 dx i r i -f- 3/ ¿/y 

I + v^ ~~ J 7(3 + j ) y/Q' 
i — xw dx J- r 1-hy dy 

J " " 2 ^ 1 + 6.>/-+-r2 v^T > 
et, par suite, 

/ x dx __ i y — i dy 

i - ^ 2 4V2J 7 
T __ r ( j — i)2 dy 

J 1 — ^ ~~ 8^2 J 7 ( 7 0 
r ¿r3 __ r (y — i)3 dy 

J T^x* i f i j 7 ( 7 + 3)(3J + I) 
r ¿c* r (/ —i)4 dy 

J i - ^ 8 16V/2J 7 ( 7 + i ) ( 7 2 + 6 7 H - 0 

Prenant en particulier 

P =z 1 4- x1* j d'où Q = 1 4- 6 y 4- y 1 , 
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on reproduit, en leur donnant une grande extension, leç 
intégrales d'Euler (nos 402, 403, 404 du Recueil de 
M. Frenet), auxquelles le grand Analyste était arrivé 
par une voie différente. 

Nous inscrirons encore les formules 

/ 
X~\~2 dx 
x 1 \ J x 3 — — i 

_ 2 x y/ a — 3 

y / a — 3 {x—i )\Jx — i 

i . i / x 3 — a x 2 - h 3 x — I — X i / 3 — < 
log-v 

/ 
y/3 — a \Jxz — xx2 - h Sx — i - t - ^ r y / 3 

x — 2 dx 

•1 y/*3-

y/3 — a (x -H i)\Jx 4 - 1 

dx3 4 - OLX2 4 - 3x 4 - i — x\j%-
:log> 

y/a — 3 y / ^ 3 4 - *x2-\- 3x 4 - i 4 - ¿ r y / a — 3 

susceptibles d'une grande et belle généralisation, et 
dans lesquelles le cas particulier de a == 3 constitue une 
exception digne d'attention. 

7. Qu'il nous soit permis*, en terminant, de rappeler 
ici la question 325, proposée de même dans la Nouvelle 
Correspondance mathématique (t. IV, p. 32), et dont il 
n'a pas encore été publié de solution. 

COMPOSITION MATHÉMATIQUE POUR L 'ADMISSION A L 'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE EN 1 8 8 2 . SOLUTION GÉOMÉTRIQUE, 

PAR U N A N C I E N É L È V E D E M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S . 

On donne deux cercles se coupant aux points a et h. 
Une conique quelconque, passant par ces points et 
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tangente aux deux cercles, rencontre l'hyperbole équi-
latere, qui a ces points pour sommets, en deux autres 
points c et d : 

i ° Démontrer que la droite cd passe par un des centres 
de similitude des deux cercles donnés ; 

2° Si Von considère toutes les coniques qui, passant 
par a et b, sont tangentes aux deux cercles, démontrer 
que le lieu de leurs centres se compose de deux circon-
férences de cercle E et F 

30 Soit une conique satisfaisant à la question et ayant 
son centre sur Vune des circonférences E ou F ; démon-
trer que les asymptotes de cette conique rencontrent 
cette circonférence en deux points fixes situés sur l'axe 
radical des deux cercles donnés. 

Soient I et F les circonférences données qui se 

coupent aux points a et i ; s le centre de similitude 

externe de ces circonférences et sf l 'autre centre de simi-

l itude. Prenons une conique M passant par a et b et tan-

gente à I et I'. Soient m, m! les points où elle touche ces 

circonférences. O n sait que la tangente en m à la circon-

férence I et la corde ab sont également inclinées sur les 

axes de M . C o m m e ceci est vrai pour la tangente en m' 

à F, il en résulte que les tangentes en m et m! aux c ir-

conférences données sont parallèles entre elles. La droite 

mmf passe alors par le centre de similitude s. 

Les circonférences I et l ' a y a n t deux centres de simil i-

tude, il y a deux séries de coniques satisfaisant à la ques-

tion, c'est-à-dire passant par les points a et b et tangentes 

aux circonférences données. Nous désignerons par M , les 

coniques pour lesquelles les cordes de contact, telles que 

mm', passent par s\ et par M / les autres coniques ( i ). 

( ' ) O n voit faci lement que les coniques M s sont des hyperboles et 

que les coniques sont des ellipses. 
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L'hyperbole équilatère H , dont les sommets sont a et 

coupe I aux extrémités du diamètre de cette c i rcon-

férence parallèle à ab(h ), De même pour T. Appelons e 

et e/ les points où Tune des branches de H rencontre I et 

Il résulte de la propriété que nous venons de rappeler 

que la droite ee' passe par s. 
Ceci va nous permettre de démontrer simplement la 

première partie de la quéstion proposée. 

( ' ) Nous supposons démon t r ée cette propr ié té . 

Ann. de Mathémat3e série, t. T. (Août 1882.) 23 
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Les trois coniques I, M, H ayant une corde commune 

ab se coupent deux à deux suivant des cordes qui passent 
par un môme point ; I et H ont pour corde commune, 
en dehors de ab, la parallèle ef à ab. Dé même I et M 

pour corde commune la tangente mf à ces courbes. 
Le point jf, où cette tangente rencontre ef appartient 

dors à la droite cd qui est la corde commune à H et M. 
De même, en prenant les trois courbes 1', M, II, on 
trouve un point f de cd. 

Mais les triangles mef m*e' f sont semblables et les 
droites mm\ ee! passent par 5. Il en est alors de même de 

f f . La droite f f \ c'est-à-dire cd, passe donc par s. 
2° Appelons o le milieu de mm! : ce point est le centre 

de la conique M. Menons du point o la droite oj parallè-
lement au rayon im de I. 

Le point j est alors le milieu du segment ii compris 
entre les centres des circonférences I et Y. 

Le point j est, par suite, le même pour toutes les co-
niques satisfaisant à la question. Le segment oj a pour 
longueur la demi-somme des longueurs des rayons des 
circonférences I et T. Les points tels que o appartiennent 
donc à une circonférence de cercle E. 

S'il s'agit de coniques M^, leurs centres sont sur une 
circonférence F concentrique à E et dont le rayon est la 
demi-différence des rayons de 1 et de Y. On peut donc 
dire : 

Toutes les coniques qui, passant par a et b, sont tan-
gentes aux deux circonférences I et F, ont leurs centres 
sur deux circonférences concentriques E et F. Les 
rayons de ces dernières circonférences sojit égaux, 
l'un à la demi-sommey l'autre à la demi-différence 
des rayons des circonférences I, 1'. 

3° Les axes de la conique M sont parallèles aux bissec-
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trices des angles que font entre elles les cordes m'a, m'b* 

Ces axes sont alors parallèles aux droites m'p1, m' q! qui 

joignent le point m! aux extrémités du diamètre pf q* 

perpendiculaire à ab. 

Ces axes sont aussi parallèles aux droites analogues 

mp, mq, et, comme ils passent par o, on voit que : 

Les axes de M sont les droites ol, oV qui joignent le 
centre o aux points let V qui sont respectivement les 
milieux des segments pp', qq!. 

S i l 'on prend des coniques M „ les points / et V sont 

fixes. Donc : 

Toutes les coniques M, ont pour axes des droites 
passant par les mêmes deux points l et V. 

L'angle loi' étant droit , nous retrouvons que : 

Le lieu des centres des coniques M, est une circonfé-
rence E décrite sur IV comme diamètre. 

P a r m i les positions que peut occuper le centre o, il y en 

a o ;, orf qui sont respectivement les mil ieux des segments 

compris sur les tangentes communes à I et 1/ entre les 

points de contact de ces droites. 

L a circonférence E coupe donc la droite ab aux points 

o' et o". O n voit aussi qu'el le est tangente en ces points 

aux tangentes communes à I et 

Cherchons les asymptotes de M . Ces droites forment 

avec la corde commune ab u n triangle qu ' i l s 'agit de 

construire. Dans ce triangle, nous connaissons la médiane 

qui part du point o , puisqu'el le aboutit au point g mil ieu 

de ab -, nous connaissons aussi la bissectrice de l 'angle en 

o, qui est l 'axe oV, puisque les asymptotes de M sont 

également inclinées sur cet axe. 

Cette médiane et cette bissectrice étant connues, 011 a 
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tout de suite la c irconférence circonscrite au triangle. 

Cette circonférence n'est autre que E . Les asymptotes 

demandées sont alors les droites oo', oo". O n voit qu'el les 

passent par deux points fixes de l 'axe radicál ab. Ainsi : 

Les asymptotes des coniques M, passent par deux 
points fixes situés sur Vaxe radical des circonférences 
données. 

C o m m e ces points fixes appartiennent à E , ainsi que 

le point de rencontre o des asymptotes, l 'angle compris 

entre ces droites est constant, quel le que soit la conique 

M/, par suite : 

Les coniques M, sont semblables entre elles. 

Ceci s'étend évidemment aux coniques My. 

O n peut encore arriver à ce résultat en remarquant 

que les axes de M partagent la normale im à cette courbe 

en segments dont le rapport est constant, quel le que soit 

la position de m sur I. 

Les trois parties de la question proposée étant ainsi 

démontrées, j 'énoncerai en outre les propriétés suivantes : 

Les axes d'une conique M, sont rencontrés par la 
normale9 telle que im, en des points qui appartiennent 
à deux circonférences concentriques à I et qui sont tan-
gentes à E. 

Les extrémités des diamètres des coniques M,/, res-
pectivement parallèles aux tangentes telles que mf 
appartiennent à ûne circonférence concentrique à F. 

Les droites oo', oon interceptent, sur la tangente mf 
à I; un segment, qui est de grandeur constante} quelle 
que soit la position de m sur L 
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DEMONSTRATION DES PROPOSITIONS DE M . LIONNET ; 
(Toir série, t. XX, p. 514); 

. PAR M. MORET-BLANC. 

I. L'unité est le seul nombre triangulaire égal à la 
somme des carrés de deux entiers consécutifs. 

Il faut résoudre en nombres entiers l 'équation 

. Z Z J Î + ( y 4- 1 ) — 27-4- 2 y 4- 1, 

ou, en multipliant par 8 et ajoutant i , 

( 2 x H- i ) 2 = ( A y -H 2 )2 4~ 5, 

( 2 x -4- 4y + 3)(2.3? — 4 Y — i) = 5, 

ce qui exige que l 'on ait, en se bornant aux solutions 

positives, 

2x 4- + 3 — 5, 

2 x — 4 / — i — i , 
d'où 

X — LY Y — O , i — I . 

II. Dix est le seul nombre triangulaire égal à la 
somme des carrés de deux impairs consécutifs. 

Il faut trouver les solutions entières de l 'équation 

- r f . r + O , _ . \ çf Q a 
—" 2 = (2 y — i ) 4~ ( 2 J 4 - 0 2 ~ 8J 2 4- 2, 

d'où, en multipliant par 8 et ajoutant i aux deux 

membres, 

(2¿v 4- i ) 2 ~ 64j'2 4- 17> 

( 2 x 4- 8 y 4-1 ) ( 2 x — 8 y 4- i ) - - 17. 
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et, par conséquent, 

2 x h- 8 r -h i — 17, 

2 — 8 J ' - h i — J , 

d'où 
x(x-j-l) ^ 

x ~~ y = i , — = i o = : r + 3 " ; 
2 

c'est la seule solution entière et positive. 

I I I . I et Z sont les deux seules sommes consécutives 

de deux carrés d'entiers consécutifs dont le produit 

égale une somme de deux carrés d'entiers consécutifs. 

L'équation à résoudre est 

I>3 -+- ( 1)a] [ ( + + = y2 (y •+• i)2, 

ou 

l\ x* -+- -+- i G x -h 5 = 2 y2 -+- 2 y -¡- 1, 

ou, en retranchant 1 de chaque membre et divisant 

par 2, 

Les facteurs y et 1) étant premiers entre eux, il 

faut que l 'un soit une quatrième puissance, et l 'autre le 

double d'une quatrième puissance. Posons 

y — u'% y -H 1 = 2 r'% d ' o ù x -h 1 = uv ; 

il en résulte 

' 1 — 2 cv — là ou 1 -H 11*-=. 2 

Mais la somme de deux bicarrés n'est jamais égale au 

double d'un bicarré, à moins qu'ils ne soient égaux} 

donc 

u — 1 — c, x o, y =n 1, 

d'où la solution 

(o2-+ l2)(l2H- 22) I 2 22: 1 X 5 = 1 + 
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Si l 'on pose 

y — 2 là, y i — V4, d'oïl *'4 — \ ~i m4, 

il faut que l 'on ait 

c l , u — o, d'oil X — — I , V =r O, 

[ ( - I ) 2 + O 2 ] ( O 2 + I 2 ) = : O 2 + I 2 J I X I = I ; 

mais il faut alors considérer des entiers négatifs, 

La première solution trouvée est donc la seule eu 

nombres entiers positifs. 

IV . Quand un nombre triangulaire T égale le pro-

duit de deux entiers consécutifs dont le plus petit ert 

double d\m triangulaire, 4 T -f- i est, ainsi que sa ra-

cine carrée, la somme des carrés de deux entiers con-

sécutifs. 

Soit 
r ( v 4 - 0 , „ , . „ , 

J — • — L _ — ( j » - 4 - x 4 - I ) , 

4 T + i = 2 V2 4 - 2 y 4-1 = 4 4 - 8 x3 4 - 8 x2 4 - 4 x - h i , 

OU 

4 T 4 - I —- v 2 4 - (y 4 - I ) 2 — [ > 2 4 - ( x 4 - i ) '2 ] '2 , 

ce qui démontre le théorème. 

Il en résulte que, pour T = o et T = i et 5 sont, 

ainsi que leurs carrés, la somme des carrés de deux 

entiers consécutifs. On démontre facilement, avec ou 

sans les imaginaires, que i et S sont les seuls nombres 

premiers ayant cette double propriété; et, de même, 

pour i et i3 qui sont, ainsi que leurs bicarrés, la somme 

des carrés de deux entiers consécutifs. Mais on ignore 

si un ou plusieurs nombres composés ont l'une de ces 

doubles propriétés. (L IOKJVET.) 

Cherchons un nombre qui soit^ ainsi que son carré. 
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la somme des carrés de deux entiers consécutifs. Il 
faut résoudre l'équation 

qui peut s'écrire 

+ -t- 1 — — i)2 • 

Si le premier membre est le carré d'un nombre pre-
mier, ses deux facteurs sont premiers entre eux, ainsi 
que les facteurs du second membre, qui sont alors né-
cessairement des carrés. 

On doit donc avoir 

y -4- (y -h i ) y / — = 0? 4 - i -f- ^ s/— i ) '2 = 2 x 4 - 1 4 - 2 x(x 4-1 ) y/— 

y— ( / 4-1 ) \j~ 1 — (¿r 4-1 — xy'7— 1 )2 = 2 x 4-1 — 2 x(x 4-1 ) y/— 

ou 

^ ^ ( y 4 - ( r 4 - 1 ) y / — I — 2 07 4 - I — 4 - i ) y / — 1, 

| r — ( y 4 - i ) V — 1 - - 2 x 4 - 1 — 2x(x 4- 1 ) — 1. 

( ' ) Cette équat ion revient à 

(1) + 

et l 'on sait qu 'un nombre premier ne peut être que d'une seule ma-

nière, la somme de deux carrés de nombres positifs, et qu' i l en est 

de même du carré d 'un nombre premier ; par conséquent, lorsque le 

nombre x2-i- (x-\~i)2 est premier, l 'équat ion (1) donne 

2 x 4-1 — y , 2 2? ( a? 4-1 ) = y 4-1, 
tw 

•j x 4- 1 = y 4- 1, 2 x ( x 1 ) = y. 

Dans le premier cas on a 

x — 1 r = 3, x* {x 4-1)2— 5 ; 

et dans le second 

x ~ o. y = o. - - ( x 4-1 )2 : r ( G. ) 
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Le premier système donne 

d'où 
x2 — i, x~±\\ 

x = — i donne 

ou bien (o24-i2)2=ro2 + i2; 
x = i donne 

( l 2 H - 22)2=:32-4-42 OU 5 2 = 32H-42. 

Le second système ne donne pour x que des valeurs 
irrationnelles : i et 5 sont donc les seuls nombres pre-
miers qui jouissent de la propriété énoncée. 

On démontrerait de la môme manière que i et i3 
sont les seuls nombres premiers qui soient, ainsi que 
leurs bicarrés, la somme des carrés de deux entiers con-
sécutifs. La question a été résolue dans les Nouvelles 
Annales (t. XIX, p. 472). 

Les équations posées, toujours suffisantes, sont aussi 
nécessaires dans le cas où le nombre N est premier; leur 
solution prouve que i et i3 sont les seuls nombres pre-
miers satisfaisant aux Conditions posées. 

Mais, quand Je nombre n'est pas premier, les équa-
tions (i) et ( 2 ) ne sont plus nécessaires, car 

7 - K 7 + i)\/—i 

n'est plus nécessairement un carré. 
Toutefois, s'il y a un ou plusieurs nombres non pre-

miers jouissant de la double propriété énoncée, ce ne 
peut être que parmi les nombres très grands. Les nom-
bres qui jouissent de cette propriété que leur carré est 
la somme des carrés de deux nombres entiers consécutifs 
forment une suite récurrente 

1, 5, 29, 169, 986. 
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telle que chaque terme est égal à six fois le précédent 
moins l'antéprécédent. J'ai vérifié que, jusqu'à io2% i et 
5 sont les seuls nombres de cette suite qui soient la 
somme des deux carrés consécutifs. 

De même 169 est le seul, avec 1, qui soit le carré 
d'un nombre qui est lui-même la somme de deux entiers 
consécutifs; 1 et i3 sont donc, jusqu'à la même limite, 
les seuls nombres qui soient, ainsi que leurs bicarrés, 
la somme de deux carrés consécutifs. 

V . Aucun produit 1, 3 , 0, 7, 9 , . . . de plusieurs 
impairs consécutifs n'est égal à un nombre entier élevé 
à une puissance d'un degré supérieur à Vunité. 

LEMME. — Entre a et ia—2, il y a toujours, au 
moins, un nombre premier, si a est \ ( postulatum de 
M. Bertrand démontré par M. Tchebichef. Voir SERRET, 
Algèbre supérieure, t. Il, p. 2o3) et par un a fortiori, 
entre a^> 1 et 2a, il y a au moins un nombre premier. 

Cela posé, dans le produit des n premiers nombres 
impairs 

1 . 3 . 5 . 7 . 9 . . . (211 — 1), 

il y a entre n et in au moins un nombre premier, qui 
n'entre dans le produit qu'à la première puissance -, 
donc ce produit 11e peut pas être une puissance d'un 
nombre entier d'un degré supérieur à l'unité. 

VI. Trouver deux nombres entiers consécutifs dont 
la somme ou la différence des cubes soit égale au carré 
d'un nombre entier. 

i° Soit 
x* (.r -h i)3—_: y2, 

ou 
( 2 X I ) ( X2 H " X -}- I ) m : Y 2 . 
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Les deux facteurs 2 a: H- i et x2-\- x i sont pre-

miers entre eux ou bien ils ont pour plus grand commun 

diviseur 3. E n effet, tout nombre divisant ces deux fac-

teurs divisera leur différence x ( x — i ), et par suite x — i 

et 2 J H - I — 2 [ x — i) = 3. 

Le plus grand commun diviseur des deux facteurs est 

donc i ou 3. 

Si ix 4 - i et x2 H- x -H i . sont premiers entre eux, 

chacun d'eux doit être un carré. Posons donc 

x2 4- x 4- i = a2, 

2 ^ 4 - 1 = 32; 

d'où, en éliminant a?, 

4a2— 3 = (2a 4 - ? 2 ) ( 2 a — ¡32). 

Il faut donc qu'on ait 

2 a 4~ p2 3, 

d'où 
a = ¡3'2 = i , x — o, y ~ i , 

Si x2-hx~hi et 2 X 4 - I ont pour plus grand com-

mun diviseur 3, chacun d'eux doit être le triple d'un 

carré. Posons donc 

x2 4- x 4- i = 3 a2, 

2 X 4~ I = 3 P 2 , 

d'où, par l 'élimination de x, 

(2« + i ) ( a a - i) = 3p4. 

2a 4 - i et 2 a — i étant premiers entre eux, il faut que 

l'on ait 

2 a 4- I zzz 3 U*f 2 a — I , d'où 2 izz 3 U*— V* 
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ou 

2 a 4-1 ~ ¿î'% 2a — i = d'où 2 = u^—3y% 

impossible suivant le module 3. 
Il reste donc à résoudre l'équation 

3 là — v'+ ~ 2, 

qui admet la solution évidente 

Il ~ I y Ç — ly d'où xz=.p:=ly X — 1, 7 = 3 . 

Elle n'en admet pas d'autre. En effet, M. Lucas, dans 
ses Recherches sur l'analyse indéterminée, page 46, a 

résolu l'équation 
3 x'* — yk 2 z2, 

qui admet une infinité de solutions, dont une seule cor-
respond à z — i . 

Eu résumé, les seuls couples de nombres consécutifs 
dont la somme des cubes soit égale au carré d'un nombre 
entier sont o et i , i et 2. 

2° Soit 

( x -t- 1Y — x3 — 3 x* 4- 3 .r 4 - i -- y2, 

ou, en multipliant par 4? 

3(ax 4- i )2 -h i ( 2 7 )2, et, en posant 
27 — u, 2^4-1 = e, 

u2— 3 v2 m 1. 

Les solutions de cette équation sont toutes données par 

les deux termes des^réduites de rang pair dans le déve-

loppement de y/3 en fraction continue -, mais il ne faut 

prendre que celles dont le numérateur est pair. On a 

ainsi 
u •"-..2, 26, 062. 5O.'|2 

V I . I.K 209, 292 I . . . . 
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et, par suite, 

y = i, i3, 181, 2521, . . . , 

x — o, 7, io4, i455, . . . . 

Ces valeurs forment deux suites récurrentes dont les 

échelles de relation sont respectivement 

J'n-(-1 — 1 4 y'n }'n—1 ? 1 — 1 4 x n — xn—1 

Ce second problème admet donc une infinité de solu-

tions, toutes données par les deux suites ci-dessus 

, 3 _ _ 0 3 

83— 73 — i32, 

io53 — I O4*= I8 I 2 , 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE EN 1 8 8 1 

(SECONDE SESSION). 

Géométrie analytique. 

O n donne une parabole y2 = 2 px, rapportée à son 

axe et à son sommet, et un point P (a , ¡â) dans le plan 

de la courbe. 

i° Démontrer que du point P on peut, en général, 

mener trois normales à la parabole ; former l 'équation du 

troisième degré qui donne les ordonnées des pieds A , B, 

C de ces normales. 

20 Démontrer que chacune des deux courbes 

+ p? = 0 , 
y2 H- 2 x2 — $y — — o 

passe par les quatre points A , B, C , P , et trouver l'équa-

tion générale de toutes les coniques passant par ces 

quatre points. 
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3° Chacune de ces coniques coupe la parabole donnée 

aux trois points fixes A, B, C et en un quatrième point 
D : trouver les coordonnées du point D. 

4° Par le sommet de la parabole donnée, on imagine 
deux droites parallèles aux asymptotes de l'une quel-
conque des coniques précédentes -, on mène la droite 
joignant les points d'intersection de ces deux droites 
avec la conique, et on la prolonge jusqu'à sa rencontre 
avec la parallèle DIV menée à l'axe de la parabole par 
le point D. Former et discuter l'équation du lieu de ce 
point de rencontre. 

Trigonométrie. 

On donne dans un triangle 

« = 5674
in, 47, 

b = 3643m, 28, 

C = 7 5 ° 3 7 ' 5 7 ' , 4 . 

Calculer A, B, c et S, 

Physique et Chimie. 

I. On a six tubes de verre qui communiquent entre 

eux alternativement par le bas et par le haut. Tous 
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ccs tubes renferment du mercure au même niveau 
abcdef et au-dessus du mercure, dans les parties Ame, 
dne, se trouve de l'eau. 

On met la branche A en communication avec un ré-
servoir renfermant de l'air comprimé sous la pression 
de 2m, 3o, en colonne de mercure. A quelle hauteur 
doit monter le mercure dans le tube B, au-dessus du 
plan af ? 

Densité du mercure 13,5 
Pression atmosphérique 0,760 

II. Préparation de l'acide sulfurique anhydre, de l'a-
cide sulfurique de INordhausen et de l'acide sulfurique 
ordinaire. 

Quel est le volume d'acide sulfurique (S0 3 ,H0) 
qu'on obtient au moyen de s>5okfi de soufre ? 

Equivalents . 

H = i, 

0 = 8, 

S = iG. 

Densité de l'acide sulfurique 1,848. 

Epure. 

Représenter par ses deux projections la partie, exté-
rieure à une sphère donnée, du solide compris entre un 
hyperboloïde de révolution à une nappe, son cône asym-
ptote, un plan horizontal, à la cote om, 200, et le plan 
horizontal de projection. 

L'hyperboloïde a son axe (z, z') vertical à om, 110 du 
plan vertical de projection et au milieu de la feuille; 
son collier, dont la cote vaut om, 120, et sa trace ho-
rizontale ont respectivement des rayons égaux à om, o5o 
et à om, 110. 
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L a sphère donnée, dont le centre ( O , O') se trouve 

sur le p lan de profil conduit par l 'axe de l 'hyperboloïde, 

à o m 198 du plan vertical et à o m , 102 du plan hor izon-

tal, passe p a r l e sommet (S , S ' ) du cône asymptote. 

O n indiquera, à l 'encre rouge, les constructions e m -

ployées pour déterminer un point quelconque des l ignes 

d' intersection de la sphère avec l 'hyperboloïde et son 

cône asymptote, et les tangentes en ces points. 

Titre extérieur. . . . Intersection de surfaces. 

Titre intérieur . . . . Hvperboloïde et cône en-

taillés par une sphère. 

Placer la l igne de terre paral lèlement aux petits cô-

tés du cadre, à o m , 222 du petit côté inférieur. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 

PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1367 
( voir sér ie , t. XX, p. 38i) ; 

PAR M. M O R E T - B L A N C . 

1« Si une équation j{oc) = o est ordonnée et de la 
forme 

/(.r) = cpO) -H OLJCP — p¿cP"1 + v.rP-2 4 - ^ — 0, 

<p et ^ n'ayant que des permances ei a ; y étant des 
nombres positif tels que ¡3* = ay, l'équation ri a pas de 
racines réelles positives. 

Si quatre coefficients consécutifs d'une équation 



( ) 
sont b -J- c, b, c, h — c, C/E .ÎO/'Î̂  que 

f(x) — . . . { / > -h- - h bxp 4 - cxp~~x 

l'équation a des racines imaginaires. 
3° Si quatre coefficients consécutifs sont a^b, a, de 

telle sorte que 

f(x) —. . .ax''^1 4- bxp 4- axp~~i 4- bxp~2 4-.. 

Véquation a au moins deux racines imaginaires. 
On propose de généraliser cette proposition et de 

faire 'voir que si trois coefficients consécutifs a, by c 
se reproduisent trois fois périodiquement, de telle sorte 
que Von trouve dans Véquation a, b, a, b, c\ ay by c 
comme étant neuf coefficients consécutifsy Véquation a 
au moins quatre racines imaginaires, et ainsi de suite. 

En supposant que les coefficients aK, a2, . . ap se 
reproduisent p fois périodiquement, dire combien 
Véquation a> au moins, de racines imaginaires. 

On distinguera les cas de p pair et de p impair. 
( G . DE L O N G C H À M P . ) 

a x p — ?>xp 1 4- *(Xp - — xp 2 (ax2 — fix 4- y). 

L'équation ax2 — ftx -4- y o ayant ses racines 
imaginaires le trinôme OLXP — ¡Sx?-1 4- YXP 2 est positif 
pour toute valeur positive d e x ; il en est de même de <p (x) 
et de A» ( x ), qui n'ont que des termes positifs; donc, pour 
toute valeur positive dex , le premier membre de l'équa-
tion f(x) = o, étant la somme de trois quantités posi-
tives, ne peut être nul : donc, etc. 

Note. — On suppose que tous les coefficients de ^(x) 
sont positifs et qu'il y a un terme indépendant de x , sans 
quoi l'équation aurait une racine positive ou nulle. 

Je m'appuierai sur ce lemme bien connu : Si une 
Ann. de Mathémat.% 3 e série, t . I . (Août iS8u. ) 
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équation ordonnée présente une lacune de p ternies 
consécutifs, Véquation a au moins p ou p — i racines 
imaginairesf suivant que p est pair ou impair. 

Cela posé, l'équation f(x) = o admet les mêmes 
racines imaginaires que l'équation 

(xl x — i )/( a? ) — o ; 

or celle-ci présente une lacune de deux termes consécu-
tifs, les termes en xp+i et xp\ donc cette équation, et 
par suite aussi/(x) = o, a au moins deux racines imagi-
naires. 

3" L'équation j ( x ) = o a les mêmes racines imagi-
naires que l'équation (x2 — i)f(x) = o, qui présente 
une lacune de deux termes consécutifs; donc elle a au 
moins deux racines imaginaires. 

Généralisation. — Si a, b, c; <2, a, b, c sont 
neuf coefficients consécutifs de l'équation f(x) = o, 
l'équation 

ayant une lacune de six termes consécutifs, a au moins 
six racines imaginaires, et comme x'A — 1 = o en a 
deux, l'équation J\oc) = o a au moins quatre racines 
imaginaires. 

Si les coefficients A,, . . . . ap se reproduisent p fois 
périodiquement, l'équation 

(x*> — i)f(x)~o 

aura une lacune de (p — 1 )p termes consécutifs, et par 
suite, au moins, p(p— 1 ) racines imaginaires. L'équa-
tion 

xp — 1 = 0 

a p — 2 ou p — 1 racines imaginaires, suivant que p est 
pair ou impair : donc le nombre minimum des racines 
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imaginaires de l 'équation f ( x ) = o est 

(P — l)p — (p — — (P — O2 -H 1 

si p est pair, et 

si p est impair. 

Question 1368 
(voir 2e série, t. XX, p. 382); 

P A R M . FERDINANDO P I S A N I . 

Soiejit O A — O B = O C trois longueurs égales por-
tées sur trois axes rectangulaires; A<, BM C< les 
projections orthogonales des points A , B , C , sur un plan 
quelconque passant par le point O. 

Si Von pose 

O À ^ I / , O B X — O C T — C, 

lifiC^y., (XOAi^?, <SlT 1 = Y, 

on aura 
a2 b- c2 _ 

et 

sin a cosa sin B cos ¡3 sin y cosy 

A Ai — a \!— cosa sin 3 cos 7, 
cosa* ' ' 

BBi = ^ , J — cosa cos3 cos-;, 
cos p * 

CCi = C - J — cosa cosß cosy cosy * 

O A —IsJsin a sin ß sin 7 ( 1 ). 

Discuter ces formules. ( GENT Y . ) 

( ' ) I l est, j e p résume, imp l i c i t emen t supposé que le p l an mené pa r 

le po in t O laisse d ' un m ê m e côté les t ro is dro i tes OA , O B , OC . Car si 
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I . O n a 

O A 2 - H O B 2 = A B 2 — A T B 2 -F- ( A A T — B B , )* 
= O A 2 - + - O B J — 2 0 A 1 0 B 1 cos A 1 O B 1 

+ Â A ; + B B 2 — 2 A A 1 B ^ 1 

7 - O A 2 H - O B 2 — 2 O A ^ B J cos A T O B , — 2 A A T B B , , 
d'où 

A A t . B B , — — ab c o s y . 

Pareillement 

A A , . C C , — — ac cos B B , . C C , — — bc c o s a , 

et, par suite, 

A A 2 . B B , . C C , a 2 be c o s ? cos y, 
à 2 cos c o s y 

j\.J\. j — — f 

l 'une de ces droites, OA par exemple, était située d 'un côté de ce plan 

et OB , OC de l 'autre côté, les angles A, O B,, A, O C, seraient aigus, et 

¿>5 c2 

B.OC. obtus; les rapports —= seraient positifs, et 
1 1 s i n p c o s p s i nycosy 

a2 
négatif , et par conséquent on n 'aurai t pas 

sinacosot 

a2 62 c2 

sin a cos a sin ¡à cos fi sin y cosy 

Lorsque le plan passant par le point O laisse d 'un même côté les 

trois droites OA, OB , OC , les angles a , ¡¡J, y sont obtus, et les rapports 

a 1 b2 c2 

s i n a c o s a s i n ^ c o s ^ s i nycosy 

sonl, tous Irois, négatifs. Dans ce cas, les égalités 

.. "1. - /» 
* sin a cosa 

et 

OA — Zy/sin a sin ¡3 sin y 

donnent à /, et par suite à OA , une valeur imagina ire . En posant 

. /». 
sin a cosa 

on trouve, en réal ité. 

O A — / y sin a sin ^ sin y. ( G . ) 
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b ien 

AA, = \J — cos a cos 3 cos Y . 
NT\E. RI

 1 1 
cos a 

On aura de même 

BB. = T d — cos a cos 3 cos v 
cos 3 1 4 

et 

JI. On a 

CC« — —-—J— cos a cos 3 cos v. 
C O S V v ' 4 

OA« = OA* + A A« = a' -

ar 
— (cosa — cos 3 C O S Y ) . cos a 1 

Mais 
a -+- t3 -H Y — 36o°, 

done 
cos a — cos ;3 cosy — — ? s*n Y 

et 
a 2 s i l l 3 s i n Y a 2 s i n a s i n fi s i n > 

s m a c o s a 

De i ilè m e 

O B 2 - fr- s i n g s i n 3 s i l l Y _ C - s i l l a s i n 3 s i n * 

sin p cos p sin y cos 7 

et, parce que OA — OB = OC, on a 

a* b2 c* 
sin a cos a sin 3 cos 3 sin y cosy 

f w f , i-\ k n a2 sin a sin 3 sin r , 
L coalite OA2 = : Î- 1 donne sin a cos a 

OA2 = ( :—- \ sin a sin 3 sin v , 
v sin a cos a/ ' 

ou. en posant — ~ == /2, 1 sin a cos a 

OA — Zy/sin a sin 3 sin y. 
Note. La même question a été résolue par M Moret-Blanc. 
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Question 1375 

PAR M. CHOUDADOV, à Stavropol (Caucase). 

D'un point S extérieur à un cercle O on mène à ce 
cercle la tangente SA, et au centre O la sécante SO 
qui coupe la circonférence en B et C. Le point de contact 
A de la tangente sépare la demi-cironjérence ABC en 
deux arcs AMB, ANC qui forment les troisièmes côtés 
de deux triangles mixtilignes SAMB et S ANC. Si l'on 
fait tourner la figure autour de SO, ces deux triangles 
mixtilignes engendrent des volumes qui sont respecti-
vement équivalents aux deux cônes ayant pour rayons 
de base les deux segments SB et SC de la sécante, et 
pour hauteur commune la projection OD du rayon de 
contact OA sur cette sécante ; c'est-à-dire que 

vol. S A M B ^ - S B ' O D , 
o 

et 

vol. SANC — ~ - SC* O D . ( D O S T O R . ) 

Soit R le rayon du cercle O. 

I. Le volume engendré par le triangle mixtiligneSAMB 
est la diilérence des volumes du cône décrit par le trian-
gle SAD et du segment spliérique à une base, engendré 
par BMAD. 

Le volume du côîie 
S A D = ^ Â D 2 S D , 

ou, parce que 
AD- SD.OD, 

011 a 

vol. cône SAD — ^SD2OD = ^OD(SB2 +-2SB.BD4-BD2) 



| vol. cône SAD = ^ ÎSB'OD 

( 0 
I 4 - ^ O D ( 2 . S B . B D 4 - B D 2 ) . 

D'autre part, le segment sphérique 

BMAD = - . BD2 ^B - | BD ̂  = ? BD2 ( 2 K 4- OD ). 

Mais les triangles rectangles BAC, SAO donnent 

CD. BD SD. OD 
ou 

( R -h OD ) BD — (SB 4- BD ) OD ; R. BD = SB. OD. 

En remplaçant R.BD par SB.OD dans l'expression 

~ BD2 (2R + OD) du segment sphérique, il vient 

(2) segment sphérique BMAD - i t :0D (2SB.BD 4- DB2 ) 

et des formules (1) et (2) résulte immédiatement 

vol. cône SAD — segment sphérique BMAD 

ou vol. SAMB = -xSB2OD. 

II. De même, 

vol. SANC = vol. SAD 4- vol. DANC, 

vol. SAD — ^ SD2OD. 

vol.DANC=:7:.CD2(R- ^CD) -

= | C D 2 ( 3 R - C D ) ^ ^CD2(R + BD), 

ou; parce que R 4- BD = OD -f- 2 BD, 

v o I. D A \C CD2 (OD 4- 2 BD). 
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Mais CD. BD = SD.OD, donc 

vol. DANC = ^OD(CD2 -h 2SD.CD). 

Il s'ensuit 

vol. SAD -t- vol. DANC = ^ OD ( SD2 4- CD2 -h 2 SD. CD ) 

Par conséquent. 

- ~OD (SD 4- CD)3 -rz 10D.SC2 . 
o o 

vol. SANC — J SC-OD, c. Q. F. D. 

Note.— La même question a été résolue par MM. Lez; Pisani ; 
Goffart ; Lucien Meyer; Henri Vieille et A. Leblond, élèves du lycée 
du Havre. 

Question 1377 
(voir série, t. XX, p. :>2(j) : 

PAR M . F R A N Ç O I S B O R L K T T I , 
Ingénieur à Milan. 

Trouver les valeurs des intégrales 

f 'A'v + 3 dx 

x(x 4- I ) {X -H 2 ){X 4- 3 ) 
et 

C 3 x — 1 dx j 
J <t:'~ — 1 4--x£ — x — 2 

( B É A L I S . 

L La première de ces deux intégrales peut s'écrire 

dx r 2 x 4- 3 
I x'1 + 3>Î' + i \/{x- 4-3^4-1 )" — i 

et., en posant (.r2 4- 3.r 4- 1 )2 — 1 — s2 , elle devient 

r dz r dz _ 
f = arc tangs 4- L ; 

J 1 4- z-
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donc 

2 x -h 3 dx h X2 -H 2^ + 1 sjœ{x-^l){x^-2)(x -hJ) 

— arc tangy/x(x 4-i)(a?4-2)(d?-r3) -h G. 

II. La seconde intégrale peut s'écrire 

3 x- 4- 2 x — i dx 

x~ x 1 y/(j?3 4- x'1 — x — i ) — i 

et, en posant x3 4- x2 — x — 2 = z-, elle devient 

r dz 2 / 2 arc tan g -f- C ; 

donc 
*3.r —i dx 

f 

J X 1 \/x:i 4 - X 2 

: 2 arc tan g y x'à 4- x- — x — 2 + (1. 

Ces deux intégrales sont des cas particuliers de l'in-
tégrale plus générale 

/ 
'<?'(#) dx 2 — J — = — arc tangi/s£ , t 4- C, 

m désignant un nombre quelconque différent de zéro. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Pisani, Lez, Fau-
quembergue. 

Question 1379 
(voir série, t. XX, p. 527 ); 

PAR M . F R A N Ç O I S B O R L E T T I , 
Ingénieur à Milan. 

Les trois côtés a, b, c d'un triangle sont exprimés 
par des nombres entiers en progression arithmétique ; 
et si Von ajoute successivement 5o et 60 à chacun de ces 
côtés, le rayon du cercle inscrit augmente respective-
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ment de ly et de 20 : trouver les valeurs des côtés de ce 

triangle. ( W . - A . W H I T W O K T H , M . A . ) 

Soient r le rayon du cercle inscrit dans le triangle et 
¡> le demi-périmètre ; 011 a 

( 0 r*p=z (p — a ) (p — b)(p — c) . • 

En nommant d la raison de la progression arithmé-
tique. les côtés seront 

a, b — a 4 - d, C = A 4 2 I / , 

et l'équation ( 1 ) devient 

12 r'2 — ( a — d ) ( a 4 - 3d). 

Si l'on ajoute successivement 00 et 60 à chacun des 
côtés, le rayon du cercle inscrit augmente respectivement 
de 17 et de 20; donc 

12 ( /• 4 - 17 )- ~ ( a — d -i- 5o) (a 4 - 3 d 4 - 5o), 

12 ( /• 4 - 20 — ( a — d 4 - (>o) ( a - 4 3 d 4 - 60 ), 

En posant a— d — y , a 4- 3 d = x, ces équations 
deviennent 

(2) 12 r2 izz xyy 

(3) 12 (/• -4 17)2 — xv 4 - 4- r) 4- 2500, 

( 4 ) 12 (/• 4- 20)- — xy 4 60 (x 4- y) 4- 36oo, 

et, en retranchant]de chacune des équations (3) et 
(4) de réquation|(2'), membre à membre, 011 a 

204/' -I - 484 — 2 j ( x 4-y)y 

8 r 4 - 20 — x 4 - y ; 
d'où 

r f - v —62 et /• — 4 , 
et par suite 

X V I92. 
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Donc, x et y sont les racines de l'équation 

Z' — 52 .z -(- 192 ==: o ; 

011 en déduit 
x 48 et y — 4. 

Par conséquent, 
a -+- Zd— 48 

et 

a — d — 4. 

Ces deux équations donnent 

a— io, d— 11; 

donc les valeurs des côtés du triangle sont i5, 26, 37. 
Note. — La même question a été résolue par MM. Lez; Pisani; J. 

Thomas, maréchal de logis d'artillerie de Marine, à Toulon; Henri 
Vieille, élève du lycée du Havre. 

Question 1380 
( voir 2e série, t. XX, p. 027 ) ; 

PAR M. A. L E B L O N D , 

Élève du lycée du Havre. 

Si, par les points de contact d'une tangente commune 
à deux circonférences qui se coupent, et par un de 
leurs points d'inter section, on fait passer une ci? confé-
rence, son rayon sera moyen géométrique entre les 
rayons des deux premiers cercles. 

( D O M E M C O M O H T E S A N O . ) 
Soient 

O, O' les centres des circonférences données (1 

A, B les points de contact de la tangente commune con-
sidérée ] 

D un des points d'intersection des deux circonférences : 

( ' ) Le lecteur est prié de faire la figure 
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C le centre de la circonférence circonscrite au trian-

gle ABD. 
Les angles AOC, DCO' sont égaux, car ils ont chacun 

même mesure que l'angle DAB. Ou a, de même, 

ACC) — A B D — C O n Ô . 

Donc, les triangles ACO et CDO' sont semblables et 
donnent 

AO _ \C 
C D D O ' ' 

d'où 
A C 2 : = A O . D O ' . c. Q. F. D. 

Note. — Solutions analogues de MM. François Borletti, ingénieur 
à Milan; J. Pisani ; Edmond van Aubel ; Lacombe, abonné; J. 
Thomas, maréchal des logis d'Artillerie de marine, à Toulon ; Joseph 
Nadal, élève au lycée de Toulouse; Henri Vielle, du lycée du Havre; 
J. Boudènes, du lycée d'Avignon ; P., du lycée de Toulouse. 

La même question a été résolue, au moyen des formules de la Tri-
gonométrie, par M. Lez ; par M. Marcolongo. 

M. Domenico Montesano en a donné une solution fondée sur la 
théorie de Tinvolution. 

Question 1386 
( voir .T série, t. I, p. i \i ), 

PAR M . M O R E T - B L A N C . 

Soient A, B, C, D quatre points pris arbitrairement, 
sur un cercle ayant pour centre le point O. Considé-
rons Vhyberbole équilatère passant par ces quatre 
points, et de son centre to abaissons une perpendicu-
laire toP sur un côtéquelconque AB du quadrilatère 
ABCD; du centre O du cerclef abaissons une perpendi-
culaire OQ sur le côté opposé CD. En désignant par Y 
rangle que font les côtés opposés AB et CD, démontrer 
la relation 

(*>P — O Q c o s Y . (L A G U E R R E . ) 

Q est le milieu de CD; soient R le milieu de AB et I 
le milieu de QR. 
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Prolongeons AB et CD jusqu'à leur rencontre en \\ 

puis menons QS et RS respectivement parallèles à AB 
et à CD, et tirons les droites OR, toQ, wR (1 ). 

On sait que, si par les milieux de deux cordes d'une 
hyperbole équilatère on leur mène respectivement des 
parallèles, le point d'intersection de ces parallèles, les 
milieux des deux cordes et le centre de l'hyperbole sont 
sur une même circonférence, théorème qui résulte très 
simplement de ce que deux diamètres conjugués d'une 
hyperbole équilatère font avec un des axes des angles 
complémentaires. 

Le quadrilatère wQSR est donc inscriptible, de même 
que le quadrilatère OQYR, dont les angles en Q et en R 
sont droits. Les circonférences circonscrites à ces qua-
drilatères, qui sont les circonférences circonscrites aux 
triangles QSR, QVR, sont symétriques par rapport au 
point I. Il en résulte que l'angle 

QwR — QOR = i8o°—Y. 

Les cordes AB et CD communes au cercle et à l'hy-
perbole sont également inclinées sur les axes de l'hy-
perbole : leurs diamètres conjugués o>Q, wR font donc 
avec ces cordes, et, par suite, avec leurs perpendicu-
laires OQ, OR, des angles égaux -, donc 

wQO=:wRO — Y , 

et le quadrilatère wQOR est un parallélogramme-, 
(uR— (A)Q et wP est Je prolongement de Qco. 

On a donc 

Hwp = 18o°— Q oj il -- v, 

wP = wR cosY— OQ cos Y, 
c. Q. F. D. 

Note. — La même question a été résolue par M. E. Picardeau, du 
lycée de Clermont. 

( ' ) Le lecteur est prié de faire la figure 
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Question 1397 
(voir 3* série, t. I, p. 5a8); 

PAR M. MORET-BLANC. 

On donne une conique inscrite dans un triangle A B C \ 
par les sommets du triangle on mène des droites A A ' , 
BB', CC ' se coupant en un point O , et par leur point 
de rencontre A ' , B ' , C avec les côtés opposés, des tan-
gentes à la conique qui coupent les droites B ' C , C ' A ' , 
A ' B ' en des points a, b, c. Démontrer que ces trois 
points sont eh ligne droite. ( E . FAUQCEMBERGUE.) 

Soient A4 , B|, CJ les intersections des couples de tan-
gentes menées respectivement par B' et C', C et A', A' 
et B'-, A'BÎ C'A, B/C1 A' peut être considéré comme un 
hexagone circonscrit à la conique. En vertu du théo-
rème de Brianchon, les droites A'AM B'B4, C'C, qui joi-
gnent les sommets opposés se rencontrent en un même 
point; les triangles A'B'C', AJBJC Î sont donc homolo-
giques, et les côtés homologues B'C' et B j C j , C'A'et 
Ci Ax, A' B' et Ai Bi se rencontrent en des points a, b,c 
situés en ligne droite. 

Note. — La même question a été résolue par M. Strékalof, à Saint-
Pétersbourg. 

QUESTIONS. 

1411. Démontrer que l'expression 

I [(n J T ) ' + (jhJ + G R H ) " + • • • ] 

tend vers — , lorsque n augmente indéfiniment, 

( E . C É S A R O . ) 
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1412. Par le sommet B d'un triangle ABC, on mène 
une parallèle à la base, la médiane, la bissectrice et la 
hauteur; du milieu D de la base, on abaisse sur la bis-
sectrice une perpendiculaire DH qui rencontre en E et F 
la hauteur et la parallèle à la base; il s'agit de démontrer 
que D A 2 = DH x E F . (A. CAMBIER.) 

1413. Si par un point quelconque M de la sécante 
commune k deux coniques lioinothétiques on mène une 
droite quelconque coupant la première en A et B , la se-
conde en A ' et B', les produits M A X M B et M A ' x M B ' 
seront égaux. (P. BARBARIN.) 

1414. Soient, dans deux plans rectangulaires, deux 
circonférences ayant respectivement pour diamètres deux 
segments conjugués harmoniques de l'intersection de ces 
plans; si de deux points quelconques de l'une de ces cir-
conférences on mène des droi tes à deux points quelconques 
de l'autre, on formera un quadrilatère gauche (en gé-
néral) dont deux côtés opposés auront le même produit 
que les deux autres côtés opposés (*). 

( H . S C H R O T E I I . ) 

1415. Trouver la valeur de l'intégrale 

roL.r h- 3 ^ dœ 

J * ^=5= + ' 

a et étant des constantes données. (S . REALTS ) 

( ' ) Soient A, B deux points quelconques de l'une des circonfé-
rences considérées, et A', B' deux points quelconques de l'autre ; on 
aura 

AA' x BB' AB' x BA', 

quel que soit le quadrilatère A B A ' B \ gauche ou plan. (G.) 
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1416. Soient 

R> 

et a,* le coefficient de a^ dans R. Si l'on désigne par D 
Je déterminant suivant, 

a\i — aw a\i 
Cl\<L IL «22 • 

: #21 

- «22 

axn ant 

«2n =t an2 

aln in anl an2jz a.2n ctnn — cin 

et par A le déterminant qu'on obtient en remplaçant 
dans D les quantités a¿̂  par a/*, on aura 

A — R W ~ 2 D . 
( E . H U J V Y A D Y . ) 

1417. Le nombre p étant supposé premier, et les 
deux groupes 

r u r2, />_! 
et 

ij, . . ., i 

formant deux systèmes complets de résidus premiers par 
rapport au module il y a nécessairement deux indices 
différents i et /r, tels que les produits /'¿s;, et r^s^ sont 
congrus par rapport au module p ( * ). 

(A. HUKWITZ, à Leipzig.) 

( ' ) C'est-à-dire que la différence de ces deux produits est divisible 
par p. 
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PREMIERS ÉLÉMENTS DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE ( « ) ; 

PAR M. A. MANNHEIM. 

Je vais exposer d'une façon très sommaire les premiers 
éléments de la Géométrie descriptive, afin de faire 
connaître les changements que je propose dans le système 
d'enseignement depuis longtemps en usage. 

Ces modifications, je l'espère, feront disparaître cer-
taines difficultés qui arrêtent les commençants. 

Elles permettront aussi de mieux préparer les élèves 
aux applications. Actuellement, en effet, pour résoudre 
les problèmes élémentaires, on emploie des solutions 
qui conduisent à des tracés simples, mais qui ne sont 
simples que grâce à la préparation des données. 

Ces tracés d'ailleurs 11e servent plus, lorsqu'on ar-
rive aux applications. Il me paraît donc important, dès 
le début, de n'employer que les solutions mêmes qu'on 
retrouvera plus tard. 

Lignes droites et plans en projections orthogonales. 

Notions préliminaires. — La projection d'un point 
sur un plan est le pied de la perpendiculaire abaissée de 
ce point sur ce plan. Par rapport à ce plan, qu'on appelle 
plan de projection, cette perpendiculaire est appelée pro-
jetante. Tous les points d'une projetante ont la même 
projection, et inversement un point du plan de projec-
tion correspond à une infinité de points de l'espace. 

La projection d'un pointue suffit donc pas pour définir 

( ' ) Je rappelle que la publication de mon Cours de Géométrie 

descriptive remonte au mois de novembre 1881. (CH. B.) 

Ann.de Muthêmat3e série, t. ¡.(Septembre 
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la position de ce point dans l'espace. Si l'on veut fixer la 
position d'un point par rapport à un plan horizontal de 
projection (que nous supposerons toujours au-dessous du 
point) on doit non seulement donner la projection de ce 
point, mais aussi sa hauteur au-dessus du plan de projec-
tion. Si cette hauteur est mesurée au moyen d'une 
échelle, elle est exprimée par un nombre qu'on appelle 
cote. Dans le cas où nous nous plaçons, c'est-à-dire 
lorsque le point est au-dessus du plan, cette cote porte 
le nom d'altitude. 

La méthode de représentation des figures, dans 
laquelle les points sont représentés parleurs projections 
horizontales près desquelles on inscrit l'altitude, est dési-
gnée sous le nom de méthode des projections cotées. 

La projection d'une ligne droite D sur un plan est le 
lieu des projections des points de D : c'est donc une ligne 
droite. Les projetantes des points de la droite D sont dans 
un même plan qu'on nomme plan projetant de la droite 
D. Toutes les droites de ce plan projetant, excepté les 
projetantes, ont pour projection une seule et même 
droite, qui représente aussi la projection du plan proje-
tant-, et inversement, une droite du plan de projection 
est la projection d'une infinité de droites de l'espace. 

Pour fixer la position d'une droite, par rapport à un 
plan horizontal de projection, on peut donner les pro-
jections cotées de deux de ses points. C'est ainsi qu'on 
opère dans la méthode des projections cotées. 

La projection d'une figure s'obtient au moyen des 
projections de ses différents points convenablement reliés 
par des lignes. 

Les projections d'une figure sur des plans parallèles 
entre eux sont des figures que l'on peut faire coïncider en 
même temps que l'on amène en coïncidence les plans de 
projection qui les contiennent. Cette propriété est 
presque évidente ; nous l'énoncerons ainsi : 
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La projection d'une figure sur un plan reste toujours 

la même à quelque distance qu'on transporte ce plan 
parallèlement à lui-même, 

REPRÉSENTATION D'UN CORPS EN PROJECTIONS 

ORTHOGONALES. 

Nous venons de voir qu'une seule projection ne suffit 
pas pour la représentation d'une figure et qu'il faut 
se donner en outre les hauteurs des différents points de 
cette figure au-dessus d'un même plan. Au lieu d'indi-
quer ces hauteurs au moyen de nombres indiquant des 
altitudes, on peut les donner graphiquement. C'est ainsi 
qu'on opère dans la méthode des projections orthogo-
nales, dont nous allons maintenant parler. 

Cherchons à représenter un cube placé de façon qu'une 
face soit horizontale. Prenons ( f i g. i) un plan de pro-

Fig. i. 

jection horizontale (H) au-dessous du cube et un autre 
plan de projection (V) parallèle à l'une des faces verti-
cales du cube. 

Supposons que ces deux plans de projection, qui 
forment un angle dièdre droit, soient limités à leur 
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droite d'intersection It, droite qu'on appelle ligne de 
terre. Le cube est dans l'intérieur de ce dièdre droit. 

La projection du cube sur le plan horizontal (H) est 
le carré ahbh^hgh (4)J qu'on appelle la projection 
horizontale du cube. 

Projetons le cube sur le plan de projection verticale 
(V), nous avons encore un carré : avhvc^dv. 

Le sommet a du cube a pour projection sur le plan 
horizontal (H) le point ah et pour projection sur le plan 
vertical (V) le point av. On désigne un point de l'espace 
soit par une seule lettre sans indice, soit par ses deux 
projections : ainsi, lorsque l'on dit le point cela 
signifie le point dont les projections sont ah et av. 

La distance a{,a du point av h la ligne de terre est 
égale à la hauteur du point a au-dessus du plan (H). De 
même pour les autres sommets du cube dont les hauteurs 
au-dessus du plan (H) peuvent être mesurées par les 
distances, à la ligne de terre /£, des projections verticales 
de ces sommets. La projection verticale du cube donne 
donc graphiquement les hauteurs des différents sommets 
de ce corps. 

Les deux projections du cube peuvent être tracées 
sur deux feuilles de dessin séparées. 

On voit {fig* 2 ) la projection horizontale cih, ¿a, e^ g h 
du cube sur le plan (H), et d'autre part (f ig. 2!) la pro-
jection verticale av, hv, cv^ dv du cube sur le plan (V). 
On conçoit qu'on puisse fixer les positions des sommets 
du cube au-dessus du plan (H) en se servant des dis-
tances ava, ¿,,¡3, i/^a, cv ¡3, qui marquent graphiquement 
sur la projection verticale (V) les hauteurs des sommets 
du cube au-dessus du plan (H). 

(•) L'indice h est employé pour la projection horizontale et l'in-
dice v pour la projection verticale. 
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Pour rendre plus faciles les tracés qu'on peut avoir à 

faire au moyen des deux projections du corps représenté, 
on ne sépare pas ces deux projections : on les réunit sur 
une même feuille de dessin. Pour cela, il suffit de suppo-

Fig. 2. 

al i 
i 
\ 

i 

<Jh 

i 
1 

<Jh ek 

ah h 

¡H) 

ser qu'on ait ouvert le dièdre droit de la fig. i en faisant 
tourner les faces de ce dièdre autour de It jusqu'à ce 
qu'elles soient dans le prolongement l'une de l'autre. On 

Fis. 
m 

av bv 

dJ c„ v) i " 
! 1 
1 i 
i i 

l a ß t 

arrive ainsi à la fig. 3, réunion des fig. i et i' : c'est 
l'épure à l'aide de laquelle le cube est représenté. 

Le plan des projetantes aav, aa^ étant perpendicu-
laire à chacun des plans de projection est perpendicu-
laire à It (1 ). Les droites ava et ah a suivant lesquelles il 

( l ) Nous n'adoptons pas l'expression de plan de profil pour dési-
gner un plan perpendiculaire à la ligne de terre. 
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rencontre les plans de projection sont alors perpendi-
culaires à It et, lorsque les plans (H) et (V) sont dans le 
prolongement l'un de l'autre, il en est de même des 
droites avcL, ah a. On voit ainsi que les deux projections 
avy ah d'un point a sont sur une même perpendiculaire 
à la ligne de terre. 

On doit remarquer qu'un plan perpendiculaire aux 

Fig. 3. 

(V) 

t 

(H) 

deux plans de projection est représenté sur chacun de 
ces plans par une droite perpendiculaire à la ligne de 
terre et qu'un plan parallèle à l'un des plans de projection 
se projette sur L'autre suivant une parallèle à la ligne de 
terre. 

On appelle plan de front un plan parallèle au plan 
vertical de projection. 

Nous n'avons parlé que des hauteurs des points au-
dessus du plan ( H) $ mais, pour fixer la position du cube, 
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on peut aussi employer le plan (V) et se servir des dis-
tances des sommets du cube à ce plan. 

Ces distances ou éloignemenls sont donnés graphique-
ment sur le plan horizontal de projection. On peut donc 
dire : pour restituer un corps dans l'espace, on peut 
employ er l'un ou l'autre des pla?is de projection. 

Si, pour réunir les deux feuilles de dessin sur lesquelles 
se trouvent respectivement les projections du corps, on 
suppose que le dièdre formé par les plans de projection 
ait été ouvert de façon que le plan vertical soit placé dans 
le prolongement du plan horizontal de projection supposé 
fixe, on a en défini tive l'épure faite sur une feuille de dessin 
horizontale. Dans cette hypothèse, on restitue le corps 
dans l'espace en élevant au-dessus de la feuille de dessin 
et à des hauteurs convenables les points marquée par 
leurs projections horizontales. 

Si au contraire, pour obtenir les deux projections sur 
une même feuille de dessin, on suppose que c'est le plan 
horizontal de projection qui a tourné, l'épure est alors 
tracée sur une feuille verticale. On restitue alors le corps 
dans l'espace en éloignant du plan vertical de projection 
à des distances convenables les points marqués par leurs 
projections verticales. 

Jusqu'à présent, sauf en quelques points, je n'ai fait 
que reproduire, en les modifiant un peu, les explications 
que l'on donne aux élèves qui commencent l'étude de la 
Géométrie descriptive. 

Maintenant je vais m'écarter davantage de la route 
ordinairement suivie. 

Eloignons le plan (V) parallèlement à lui-même 
jusqu'à ce qu'il vienne prendre la position (V') (fig. 4)» 

La projection verticale du cube sur ce nouveau plan 
vertical est un carré a'vb'vc'vd'v égal au carré avbvcvdv, 
comme nous l'avons déjà fait remarquer. 
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Après avoir ouvert le dièdre droit (H), (V) de manière 

à obtenir sur une même feuille horizontale les dessins 
des deux projections, nous avons une épure qui ne diffère 

Fi&. 4. 

de la première, obtenue au moyen du dièdre droit (H), (V), 
que par la distance plus grande qui sépare les deux pro-
jections du cube. 

Au lieu de modifier la position de (V), nous pouvons 
placer le plan (H) à une certaine distance au-dessous de 
la première position qu'il occupait. 

Nous arrivons encore à une épure sur laquelle il y a 
toujours les deux mêmes carrés, projections du cube; 
seulement ces deux carrés sont plus ou moins éloignés 
l'un de l'autre. 

Enfin nous avons encore le même résultat si nous 
éloignons à la fois les deux plans de projection. 

Nous voyons que, quelles que soient les situations des 
plans de projection, pourvu que leurs directions ne 
changent pas, on est toujours amené à des épures qui 
ne diffèrent entre elles que par Vêloignement qui sépare 
les deux projections. 

Nous disons alors que l'épure est toujours la même, 
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car l'épure proprement dite ne se compose réellement 
que des deux parties du dessin relatives à la projection 
verticale et à la projection horizontale, indépendamment 
de la distance qui sépare ces projections. Puisque l'épure 
reste la même lorsqu'on éloigne les plans de projection, 
nous ne fixons pas la situation de ces plans. Nous la 
laissons indéterminée, mais nous éloignerons toujours 
les plans de projection, pour qu'il n'y ait pas de points 
derrière le plan vertical ni de points au-dessous du plan 
horizontal. Afin de bien marquer cette indétermination 
de la position des plans de projection, nous ne tracerons 
pas de ligne de terre. 

L'épure à l'aide de laquelle le cube est représenté se 

Fig. 5. 

Gh !>k 

réduit alors à la jig. 5 ( M- Nous avons sur cette épure 

(*) Pour préciser, on devrait mettre deux lettres avec indices à 
chacun des sommets des carrés, puisque ces points sont chacun les 
projections de deux sommets. 

Dans la pratique, on ne met pas de lettres et l'on choisit les pro-
jections verticales, de façon qu'elles fassent images et qu'elles soient 
d'une leclurc facile. 
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les deux carrés, projections du cube, et la direction des 
droites, telles que ajLav, qui réunit les deux projections 
d'un même point a. Nous donnons à cette direction le 
nom de direction des projetantes. 

La droite â Uv considérée comme appartenant à la 
projection horizontale donne, en eiFet, la direction des 
projetantes perpendiculaires au plan vertical et la droite 
avah>> considérée comme appartenant à la projection 
verticale, donne en même temps la direction des proje-
tantes perpendiculaires au plan horizontal. D'après cela 
et ce que nous avons déjà dit, on voit qu'ztrc plan 
parallèle ci l'un cles plans de projection est représenté 
sur V autre par une droite perpendiculaire ci la direction 
des projetantes. 

Au moyen de l'épure de la Jig. 5, il est facile de se 

Fig. 6. 

d, c\, 

i 
i 

d, c\, 

i 
i 
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i 
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9> "h 

bh 

représenter le cube de l'espace. Pour cela prenons (fîg. 6 ) 
une droite (PA) tracée sur la projection horizontale per-
pendiculairement à la direction des projetantes et qui 
représente un plan de front. La feuille de l'épure étant 
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supposée placée verticalement, on opère alors en faisant 
usage de ce plan comme nous l'avons expliqué précé-
demment, en employant le plan vertical de projection. 

Il me paraît utile de familiariser les élèves surtout 
avec l'emploi de la projection verticale pour restituer 
une figure de l'espace. C'est, en effet, la projection ver-
ticale qui montre le mieux l'apparence habituelle des 
objets. Ainsi, la projection verticale de la façade de 
l'Opéra montre bien ce monument, tandis que la pro-
jection horizontale ne fait pas image. 

En disposant les plans de projections de façon que 
l'objet à représenter soit toujours au-dessus du plan 
horizontal et en avant du plan vertical de projection, 
nous supprimons les difficultés que les élèves rencontrent 
pour la ponctuation des lignes supposées cachées par 
les plans de projection. 

D'après ce que je viens d'expliquer, on voit que, si la 
feuille de dessin est assez grande, les projections d'un 
même corps sont absolument séparées; sinon il peut y 
avoir une région du papier renfermant à la fois une 
partie de la projection horizontale et une partie de la 
projection verticale-, mais cela ne modifie en rien ces 
projections, qui doivent toujours être considérées comme 
distinctes l'une de l'autre. 

Un corps n'a qu'une projection horizontale, mais il a 
une infinité de projections verticales. Lorsque l'on a 
les deux projections d'un corps, il est facile d'avoir une 
nouvelle projection verticale. 

Prenons toujours comme exemple un cube donné 
{fî&* 7) P a r s e s ¿eux projections disposées comme nous 
l'avons vu Jig. 5. 

Par le point ah traçons la droite ahav donnant la 
nouvelle direction des projetantes. Prenons le point av 

comme nouvelle projection verticale du sommet a de 
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l'espace. La nouvelle projection du sommet d est, en d 
sur cette même droite c i h c i à une distance du point av 

égale au segment avdvzt portée dans le sens qu'on adopte 
comme étant celui qu'il faut suivre pour se rapprocher 
du plan horizontal de projection. 

La face supérieure du cube étant horizontale se projette 

verticalement suivant la droite g'vb'v menée par le point 
a'v perpendiculairement à la direction des projetantes. 
De même pour la face inférieure. Il suffit, pour achever 
de déterminer la projection v erticale du cube, de prendre 
les intersections de ces droites avec les parallèles à la 
direction des projetantes menées parles sommets du carré 
ah bfiGhgh» 

Le point al a été pris arbitrairement sur la parallèle à 
lanouvelle direction des projetantes menée par le pointy . 
Il faut pourtant choisir ce point de façon que la nouvelle 
projection verticale ne vienne pas se superposer sur la 
projection horizontale. 

Telle est, en quelques mots, la modification principale 
que je propose. La suppression de la ligne de terre ne 
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complique pas l'exposition des solutions des problèmes 
élémentaires, comme nous allons le voir. Mais, aupara-
vant, je dois faire remarquer que, en proposant cette 
suppression, je ne fais qu'introduire dans les éléments 
un procédé en usage dans les applications. 

Lorsque, par exemple, un charpentier veut établir le 
limon d'un escalier en bois, il représente la projection 
de ce limon sur une aire horizontale ; puis, pour étudier 
l'assemblage qui relie deux parties de ce limon, il emploie 
une projection verticale qu'il trace aussi sur le sol. Il y 
a ainsi une projection verticale pour chacun des assem-
blages et toutes ces projections verticales sont dessinées 
sans tenir compte des hauteurs auxquelles se trouvent 
les assemblages représentés. 

Si le charpentier avait cherché les projections verti-
cales des assemblages en supposant les plans verticaux 
rabattus après avoir tourné autour de leurs traces sur le 
sol, il aurait obtenu des projections de plus en plus 
éloignées de la projection horizontale à mesure qu'il se 
serait occupé des assemblages plus élevés. Cette pratique 
aurait nécessité une très grande aire pour l'épure et 
aurait donné lieu à de longues lignes à tracer. 

Ainsi, et je le répète encore, en proposant de suppri-
mer la ligne de terre sur les épures, je demande simple-
ment qu'on emploie dans les éléments le procédé qui est 
en usage dans les applications, procédé qui a, en outre, 
l'avantage de faire disparaître les difficultés concernant 
la ponctuation des lignes supposées cachées par les plans 
de projection. 

PROBLÈMES DESCRIPTIFS. 

L'illustre Poncelet a partagé les propriétés de l'étendue 
en deux classes : les propriétés descriptives et les pro-
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priétés métriques, afin de distinguer celles dans lesquelles 
interviennent les grandeurs linéaires ou angulaires. 

La propriété relative au carré de l'hypoténuse est 
une propriété métrique. 

Lorsque deux triangles ont leurs sommets sur trois 
droites convergentes en un même point, leurs côtés 
correspondants se coupent en trois points en ligne droite. 
Voilà une propriété descriptive. 

Nous emploierons encore les épithètes de descriptifs 
et de métriques pour distinguer deux genres de problè-
mes. 

Les problèmes métriques sont ceux dans lesquels 
interviennent par leurs mesures, soit dans la solution, 
soit dans le résultat, les grandeurs linéaires ou angu-
laires. Déterminer l'angle d'une droite et d'un plan 
est un problème métrique. 

Construire le point ou une droite rencontre un plan 
est un problème descriptif. 

Nous allons traiter certains problèmes descriptifs; 
mais auparavant disons quelques mots de la représenta-
tion d'une droite et de la représentation d'un plan. 

Nous n'avons rien à ajouter à ce qui a déjà été dit 
relativement aux projections d'un point à propos de la 
représentation d'un cube. Dans le système que je propose, 
il n'y a plus à considérer les positions diverses d'un point 
par rapport aux plans de projection, ce qui était une 
première difficulté pour les élèves. 

Un point doit toujours être supposé au-dessus du plan 
horizontal de projection et en avant du plan vertical 
de projection. 

On appelle une horizontale une droite parallèle au 
plan horizontal de projection, et droite de front une 
droite qui est parallèle au plan vertical de projection. 

Une droite est représentée par ses deux projections. 
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Elle est déterminée lorsqu'on donne les projections de 

deux de ses points. 
Un plan peut être donné de plusieurs manières, soit 

au moyen de deux droites qui se coupent ou d'une droite 
et d'un point, etc. 

On distingue sur un plan ses horizontales et ses 
droites de front. 

On a appelé traces d'un plan les droites suivant les-
quelles ce plan rencontre les plans de projection. 

Nous n'aurons plus à chercher de traces de plan, 
puisque nous laissons les plans de projection dans une 
position indéterminée. Àu lieu de construire des traces 
nous chercherons les horizontales et les droites de front 
des plans. 

Comme on le fait d'habitude, nous emploierons 
indifféremment les mots intersection et trace. Ainsi nous 
dirons indifféremment la trace d'une droite sur un plan 
ou l'intersection d'une droite et d'un plan. 

On ne doit pas oublier ce que nous avons déjà dit et 
que je répète. Pour simplifier le langage, en Géométrie 
descriptive, on désigne les points de l'espace en les indi-
quant soit par une lettre sans indice, soit par leurs pro-
jections. Ainsi, lorsque l'on dit le point (¿z¿, «<,), il s'agit 
du point de l'espace dont les projections sont ah et av. 

Si l'on demande, comme nous allons le faire, de déter-
miner la trace d'une droite sur un plan vertical, il faut 
comprendre que ce dernier membre de phrase souligné 
équivaut à celui-ci : Déterminer les projections de la 
trace d'une droite sur un plan vertical. 

Comme la solution de ce problème est la même, qu'il 
s'agisse de l'un ou l'autre des plans de projection, nous 
l'énonçons ainsi : 

Déterminer la trace d'une droite sur un plan per-
pendiculaire à l'un des plans de projection. 
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Le plan étant supposé perpendiculaire au plan hori-

zontal deprojection a pour projection horizontale (jïg-8) 
la droite (PA). Pour indiquer que cette droite représente 
un plan, nous la traçons avec des points et des traits et 

nous employons la notation (P^ ), en ayant soin de mettre 
une parenthèse. 

La droite A de l'espace est représentée par ses deux 
projections A^, A„. Nous avons marqué sur la figure 
les deux projections/7/i, ci{> d'un point de cette droite afin 
de donner la direction des proj e tantes. 

Le plan qui projette horizontalement la droite A et le 
plan donné sont deux plans verticaux qui se coupent 
suivant une verticale projetée horizontalement au point 
bh et verticalement suivant la parallèle à la direction des 
projetantes issues de b^. Le point bv, où cette droite ren-
contre A n est la projection verticale du point demandé. 
Les projections de la trace cherchée sont donc bh et bv. 

On déterminé de la même manière la trace d'une droite 
sur un plan perpendiculaire au plan vertical de projec-
tion. [A suivre.) 

Fiff. 8. 
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ÉQUATION EN S DE DEGRÉ m ET DÉCOMPOSITION 
D'UNE FORME QUADRATIQUE EN CARRÉS; 

PAR M. WALECKI, 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée Fontanes. 

Soient D< un déterminant de degré w, à éléments réels, 
et symétrique ; D ce qu'il devient quand on diminue 
d'une indéterminée S les éléments de la diagonale prin-
cipale. 

L'équation D = o est en S de degré m. 
Si est le discriminant d'une fonction quadratique 

f{x-)J-> • • • 7 s) de ru lettres, D est celui de 

0) f (*y y , . . . , - ) - S ( , r ! + r i + . . . + s !). 

T H É O R È M E . — L'équation en S n'a pas de racine 
imaginaire. 

Pour une racine a-f-pi de l'équation en S, la fonc-
tion (i) est décoinposable en la somme des carrés des 
fonctions linéaires A-f-A'i , B-j-B'i , . . C + C'i, dont 
le nombre est moindre que m,-et l'on a 

= (A -t- A'i)24- (B 4- B ' iy -+-. .. h- (G -h Ci)«; 

les coefficients de i sont identiques : donc 

— 2-+- + . . . - j - g2) = aAA'-f- 2 B B ' - f . . . 2 C C . 

Il existe des valeurs non toutes nulles et réelles des 
variables qui annulent les polynômes en nombre moindre 
A, B, . . . , C. Pour ces valeurs, x 2 -h y- 4- . . . -h z 1 n'est 
pas nul II faut donc que ¡3 soit nul. c. Q. F. n. 

Ann. de Mathémat3e s é r i e , t . I. ( S e p t e m b r e 1882.) 2 6 
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On a supposé a, ¡3, A, B, C, A', B', . . ., C réels ( ' ). 

Une démonstration analogue montre que le discrimi-
nant d e f { x , y , . . ., z) — Sf\(x<>yi • • • -, s) ne s'annule 
que pour des valeurs réelles de S, pourvu que f et ft 

soient à coefficients réels, et que l'un des deux soit dé-
composablc en autant de carrés indépendants et tous po-
sitifs qu'il y a de variables. 

Condition pour que l'équation en S ait une racine 
double. — La dérivée IV de D, prise par rapport à S, est 
la somme, changée de signe, des mineurs symétriques de 
degré m — i que l'on peut former dans D; 011 le voit en 
traitant D comme une fonction composée de m fonctions 
qui sont les éléments de la diagonale principale. 

Pour arriver aux caractères d'une racine double, 
j'emploierai les propriétés suivantes des déterminants : 

Soient D un déterminant; A le déterminant adjoint, 
qui s'en déduit en substituant dans D,, à chaque élé-
ment, son coefficient dans le développement de D. 

Si D est symétrique, A l'est aussi. 
Si D est nul, les éléments d'une même ligne de A sont 

un système de solutions pour les équations linéaires dont 
le déterminant est D. 

Si D est nul, tous les mineurs du second degré de A 
sont nuls. 

Pour le démontrer, je considère les m équations 
linéaires dont le déterminant est D, supposé nul. 

Le mineur principal est, ou de degré inférieur à m — i, 
et alors tous les éléments de A sont nuls, ou de degré 
m — i. Dans ce cas, une seule inconnue peut être choisie 

( ' ) J'ai introduit dans mon enseignement une démonstration de 
ce genre, pour l'équation en S ordinaire, avant les examens de 
i iS8i. W. 
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arbitrairement ; deux systèmes de solutions sont com-
posés de valeurs proportionnelles, et il en est ainsi pour 
deux lignes de A. c. Q. F. D. 

Je suppose maintenant D symétrique et à éléments 
réels. 

Si D est nul, les éléments non nuls de la diagonale 
principale sont de même signe dans A. 

En effet, si j'appelle (r, 5) l'élément de A qui appar-
tient à la 7 , i e m e ligne et à la slème colonne, on a, par l'é-
noncé précédent, 

(2) ( / • 1 r ) ( î l i ) - ( r 1 i ) , = o i 

donc (/', r) et (s, s) sont de même signe, si aucun d'eux 
11'est nul. 

Si D est nul, ainsi que la somme des mineurs symé-
triques de degré m — 1 dans I), tous les mineurs de 
degré m — 1 sont nuls dans D. 

Les mineurs symétriques sont nuls; car, si certains ne 
l'étaient pas, comme ils sont des éléments (/*, r) de l'ad-
joint A, ils seraient de même signe, et leur somme non 
nulle. 

Les mineurs 11011 symétriques de degré m — 1 sont 
nuls, car chacun d eux est un élément de l'adjoint, 
et, par ce qui précède, l'égalité (2) devient (r^s) = o. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
nombre soit racine multiple de Véquation en S est que 
ce nombre annule D et tous ses mineurs de degré 
m — 1. 

La condition est suffisante, car une telle valeur an-
nule D et D'. 

La condition est nécessaire, car si S annule D et D', 
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pour cette valeur qui est réelle, le déterminant symé-
trique D et la somme Dr des mineurs symétriques de 
degré m — i étant nuls, tous les éléments de l'adjoint 
sont nuls. c. Q. F. D. 

Pour trouver les caractères d'une racine multiple 
d'ordre donné dans l'équation en S, j'emploierai les con-
sidérations suivantes. 

Etant don nées /> fonction s linéaires, homogènes et indé-
pendantes, j'appelle groupe de variables principales un 
groupe de p variables dont les coefficients, dans ces fonc-
tions, forment un déterminant non nul. Il peut y avoir 
plusieurs groupes de variables principales. 

THÉORÈME. — S'il existe deux groupes de variables 
principales présentant respectivement h lettres non 
communes, il en existe d'autres, dont, on formera l'un 
en remplaçant, dans le pr en fier, r lettres non com-
munes, arbitrairement choisies, par r lettres convena-
blement choisies dans le second groupe, pai'ini les 
lettres non communes (Â 1). 

Je le démontre d'abord pour r égal à i. 
Soient (x, ) , s, u, ..., r), (.*:', y , s', u, ...,9) 

les deux groupes donnés. J'ordonne le déterminant du 
premier groupe suivant les éléments de la première co-
lonne : les coefficients du développement ne sont pas 
tous nuls. Dans ce développement, je substitue aux élé-
ments de la première colonne, successivement, les coef-
ficients pris dans les p fonctions de w, puis des lettres 
communes jusqu'à v ; il est clair que les résultats sont 
nuls. Je substitue de même les coefficients des lettres 
x\ . . ., z!. Si tous ces résultats étaient nuls, il y aurait 
une relation linéaire à coefficients non tous nuls, entre 
les coefficients pris dans les p fonctions, des lettres du 
second groupe, ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc 
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l'un des résultats est non nul; je suppose que ce soit le 
premier : ce résultat est le déterminant du groupe 

( . r ' , y, . . z, u, . . r ) , 

qui est donc principal. c. Q. F. D. 

Opérant sur y comme on a fait sur x, on passe de ce 
dernier à un groupe nouveau (x\ . . . , r, M, . . . , v), 
et ainsi de suite. 

Dans l'ordre où l'on obtient ces groupes, deux consé-
cutifs ont p — i lettres communes; les groupes extrêmes 
sont les groupes donnés. 

Si une fonction quadratii/ue réelle de m variables 
est décomposai?le en p carrés indépendants, les mi-
neurs non nuls, symétriques, de degré p, du discrimi-
nant de la fonction, sont tous de même signe. 

Un mineur symétrique de degré p du discriminant 
est le discriminant de la fonction où l'on annule toutes 
les variables, sauf p d'entre elles. Un tel discriminant 
partiel n'est lion nul que si ces p variables sont des va-
riables principales dans les p carrés. Les discriminants 
partiels répondant à deux groupes principaux qui dif-
fèrent par une seule lettre sont de même signe, comme 
étant mineurs symétriques de degré p d'un détermi-
nant symétrique, nul, de degré p -h i. 

Deux discriminants partiels répondant à deux groupes 
principaux qui présentent p — A lettres communes sont 
les termes extrêmes d'une suite de£-f-i discriminants 
partiels, correspondant aux groupes principaux donnés 
et aux groupes intermédiaires de variables principales, 
dont on a démontré l'existence. Deux discriminants par-
tiels consécutifs sont de même signe dans cette suite; 
donc aussi les extrêmes sont de même signe, c. Q. F. D. 

Si tous les mine LUS symétriques du discriminant, de 



( 4o6 ) 

degré supérieur à /?, sont nuls, les mineurs non symé-

triques sont aussi nuls jusqu'à ce degré. 

Pour le prouver, je démontre que, si un mineur non 
symétrique de degré p est non nul, uii mineur symé-
trique de degré égal ou supérieur à p est non nul. 

En effet, si un mineur non symétrique de degré p est 
non nul, la fonction est décomposable en un nombre de 
carrés indépendants, égal ou supérieur à et un discri-
minant partiel de degré égal ou supérieur à p est diffé-
rent de zéro. c. Q. F. D. 

Si une fonction quadratique est décomposée en p 
carrés indépendants, la somme des discriminants par-
tiels de degré p est non nulle. 

En effet, l'un au moins de ces discriminants n'est pas 
nul; d'ailleurs ceux qui sont non nuls sont de même 
signe : donc leur soiiime est différente de zéro. 

Si I) est le discriminant d'une fonction quadratique 
de degré m, la somme des discriminants partiels 
de degré m — p, et que l'on ait D — o, = o, . , . , 

Hm_Pyé. o, la fonction est décomposable 
en m — p carrés indépendants. 

En effet, si le nombre des carrés était supérieur, et 
égal à m — p -4- i, par exemple, Hm__p+\ n e serait pas 
nul, et si le nombre des carrés était moindre, serait 
nul. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu un 
nombre soit racine multiple d'ordre p de Véquation 
en S est que ce nombre annule et tousses mineurs de 
degré supérieur à m — p. 

En effet, la dérivée d'ordre p de D est 



( 4O7 ) 
Sm-p étant la somme des mineurs symétriques de de-
gré m — p. Pour qu'un nombre annule la fonction D 
et ses p — i premières dérivées, il faut que ce nombre 
annule D, . . . , Yim_p+h et non dès 
lors il annule tous les mineurs de D jusqu'au degré 
m — p--F-I inclusivement. c. Q. F. D. 

Pour cette valeur 

(i) + + 

est décomposable en m— p carrés indépendants. 

Deux racines distinctes de Véquation en S donnent 
pour la fonction (i) des décompositions d'espèce diffé-
rente. 

Nous dirons, d'après M. Hermite, que deux décompo-
sitions sont de même espèce quand les carrés positifs y 
sont en même nombre, et aussi les carrés négatifs. 

Je désigne par Sr une racine de l'équation en S, par P r , 
Nr les sommes des carrés positifs et négatifs de la décom-
position correspondante, parpr, 72rles nombres respectifs 
de ces carrés, par hr le degré de multiplicité de la racine : 
on a, par le théorème qui précède, 

(3) pr-\- nr — m — As-

soient SÎ , S2, • . •, S(, les racines distinctes de l'équation 
en S, rangées par or dre de grandeur croissante. On a 

/(.r, . . . ) - Sr (x2 + r2 + . . . + ) == Pr - Nr, 

y, . . . ,z) - S,..+_! + ^ + . . . + = P,+1 - Nr+1 ; 

d'où, par soustraction, 

+ ^ + . . . + s») = Pr-H Nr+.j— P,.+I — N,.. 

Comme il y a m carrés positifs dans le premier membre, 
il faut 

(4) p" + nr+i—m-f-a, 
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a étant ou positif, ou nul; je retranche (3) et (4), il 
vient 

( 5 ) nr+l — nr — a-+- kr; 

donc les nombres nK, n2,. . . , nr,. . . , rt^ vont en croissant 
et les décompositions sont d'espèces différentes. 

Le nombre des carrés négatifs d'une décomposi-
tion S r est égal au nombre des racines inférieures 
ci Sr '•) c est-¿i-dire que l'on a 

nr= kx H- k2 +. . . + kj—i' 

En effet, ajoutons les formules analogues à (5 ), il vient 

nv — nx = k\ + k2-{-. . . 4- /(•„._t 4- A, 

A étant ou positif ou nul; d'ailleurs on a 

m — kv— nv-h pv> 

kx 4- k2 -f-. . . 4- kv — m. 

J'ajoute ces trois dernières égalités, il vient 

— A; 

d'où iii, pv et A sont nuls, puisqu'aucun n'est négatif, et 
les a sont nuls dans les équations ( Ô ). 

En résumé, une racine de l'équation en S donne au-
tant de carrés négatifs qu'il y a de racines moindres, 
chaque racine étant comptée autant de fois qu'il y a 
d'unités dans son degré de multiplicité. 

Les nombres des carrés positifs et négatifs, ajoutés au 
degré de multiplicité de la racine, donnent le nombre des 
variables. La plus petite racine ne donne que des 
carrés positifs, la plus grande que des carrés négatifs. 
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Nombre des carrés positifs ou négatifs de la dé-

composition def(x,y, .. ., z). 

Je trait ef{x,y, . . ., z) comme une fonction dépendant 
de m -f-1 variables . . . , z, t ; et je forme l'équation 
en S qui est de degré m -4- i. L'équation est la môme 
que celle du //¿ume degré obtenue en traitan t f comme 
fonction de m variables, saufintroduction du facteur—S. 
La racine zéro ainsi introduite donne pour 

j \ œ , + / + + 

c'est-à-dire pour f(x, yr, . . ., z), une décomposition en 
carrés indépendants dont autant sont négatifs qu'il y a 
de racines négatives, autant sont positifs qu'il y a de 
racines positives. 

Nombre des carrés positifs on négatifs de la décom-
position de 

(6) f{x,y,...,z)~ + + + 

L'équation en S de cette nouvelle fonction admet pour 
racines les déterminations de S — S, quand on remplace 
dans cette différence S par toutes les racines de l'équa-
tion en S de la fonction f , car, si pour /l'équation en S 
est cp(S) = o, pour (6) elle est cp (S -f- S) = o ; dans la 
décomposition de (6) il y a donc autant de carrés positifs 
que de racines supérieures à S dans l'équation cp (S), et 
autant de carrés négatifs qu'il y a de racines moindres. 

Cet énoncé comprend tous les précédents. Reste à 
déduire de l'équation en S la substitution linéaire or-
thogonale qui ramène la fonction quadratique à la forme 
canonique. (A suivre.) 



( 4»o ) 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 
EN 1881, 

PAR M. H. LEZ. 

1. On donne un cône de révolution, dont la généra-
trice S A fait avec Vaxe SO un angle ¡3, et une ellipse 
dont les demi-axes sont a et b : 

i° Démontrer que l'ellipse peut toujours être obtenue 
en coupant le cône par un plan convenablement déter-
miné ; 

2° Si AB est la trace du plan sécant sur le plan méri-
dien ASB qui lui est perpendiculaire, démontrer la 

relation SA.SB = ^,, ; 
sin- p 

3° Calculer en fonction des données a, b, ¡3, par 
des formules logarithmiquesy l'angle SAB, laportion SA 
de la génératrice, ainsi que l'aire du triangle SAB. 

Dans un cône droit circulaire, la section faite par un 
plan oblique, qui rencontre toutes les génératrices, est 
une ellipse. 

En effet, les splières ayant mêmes centres et mêmes 
rayons que les cercles inscrit et exinscrit au triangle SAB 
touchent le plan sécant AB en deux points F, F' égale-
ment distants du milieu de la droite AB ; de plus, la 
somme des distances d'un point quelconque P de la sec-
tion aux deux points F, F' est constamment égale à 

MM' = A B = a a. 

i° Menaut BD perpendiculaire à l'axe SO, on voit que 
l'angle ADB = 90° — p et que 

AD = AM — DM ^z(a-hc) — (a — c) = 2c. 
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Or, le triangle DAB sera possible, si A B > A H , ou 
<2>ccosp, condition remplie par une ellipse; on peut 

donc toujours placer une ellipse donnée sur un cône 
donné. 

2° Le triangle DAB fournit l'égalité 

ÂÎB2— AD2 + DB2 — 2 AD.DB sin?; 

si l'on fait DB = on a 

ci- — 2cdsin $ — — c2, 
et 

Par suite 
d — c sin ¡3 ± s]a1 — c2 cos- p. 

DS = SB = 

AS = DS — 2c 

d'c 

sjar — c2 cos- fi -h c sin ¡3 

sin £> ' 

\Ja2 — c2 cos2 p — c sin ¡3 

sin ¡¡J ' 

SB. SA = . aQ — -.--tq • 
sin-p sni-p 

3° Le triangle DAB donne aussi 

2a 2c ,, , . ccos£ 
— —- =Z — d ou sin <& = 
s i n ( 9 O 0 — p ) sin o ' 4 a 
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Connaissant les angles ADB = 90°— ¡3, ABD == <p, 011 

obtient facilement les angles I) A B, SAB. 
Quant à la surface du triangle SAB, elle est égale à 

SA.SB.sin2 ¡3 __ b-
1 tangâ 

Reste maintenant à rendre l'expression de AS calcu-
lable par logarithmes. 

Pour cela, écrivant 

\/a- — c1 cos- ¡i 1 — cos2 p — ay/i — sin-cp =n acoscp, 

on a 
. ~ a cos » — c s i n S a ( sin o sin f 

A S = 4 — = - T - — cose*- 1 r 

sin ¡* sin ¡3 \ 4 cos ¡5 

a cos (9 4- p) 

sin p. cos fi 

O11 trouverait de même 

RT COS (© — {*) 

^ — — r ~ i r — o ~ ' sm p cos p 

2. Résoudre Véquation 

sjm x 4- a 4- \jx 4- b — c, 

les lettres a,b,c, m désignant des nombres donnés dont 
le dernier est supérieur ou au moins égal à l'unité. 

Condition de réalité des racines. Limites de c. — 
En faisant disparaître les radicaux dans l'une des deux 
égalités 

\Jrnx 4- a 4- 4- b — c, sj mx 4- a — \Jx -r- b — cy 

on obtient le mcme résultat 

( m — 1 )2x2 — 2 ( 1 4- m) c2x — 2 ( b — a) (m — 1 ) x 
- c1 { a 4- 2 b — c2) — (a — b)2. 
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Les racines de cette équation du second degré sont 

c2(i + m) -+- (l> — <*)(/» — i) ± 2c\jclm — {a — bm)(m —• i) 
( m - i ) * 5 

elles restent réelles si c2/w> (a — bm)[m — i ), condition 
assurément remplie quand c2 > (a — bm), et toujours si 
bm>a, m étant plus grand que i. Lorsque m = i, le 
premier et le troisième terme de l'équation réduite 

disparaissent, et l'on a x = (c ^— • 

ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE (CONCOURS HE 1 8 8 2 ) . 

Composition de Mathématiques [trois heures). 

1. Etant donnés un cercle de rayon r et un point A 
dans son plan, à une distance d du centre, on suppose 
menée par le point A une sécante telle que la somme des 
carrés des segments compris entre ce point et les points 
d'intersection avec la circonférence soit égale à un carré 
donné m2. 

Démontrer que, si a désigne l'angle que la sécante fait 
avec le diamètre passant par le point A, on aura la for-
mule 

Discussion. — Limites de A//, quand on fait varier a, 
le point A étant supposé à l'intérieur du cercle. 

2. Calcul logarithmique. — La formule (i) étant 
admise, calculer l'angle a à o", i près, en supposant: 

i° La distance d égale au plus grand segment du rayon 
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divisé en moyenne et extrême raison, et m égal au 
double de la moyenne proportionnelle entre r et d\ 

2° d = f e t m = d\jd. 

3. On connaît, dans un triangle ABC, deux côtés è, c, 
et l'on sait que ce triangle est équivalent au triangle 
équiiatéral construit sur le troisième côté a. Calculer ce 
côté a et l'angle A. 

(On établira les deux équations propres à déterminer 
chaque inconnue indépendamment de l'autre, et l'on 
montrera la concordance des résultats que fournit leur 
discussion. ) 

Epure (deux heures et demie). 

La base ABC d'une pyramide SABC est parallèle au 
plan horizontal de projection, au-dessus de ce plan et à 
une distance de 0m,024- Le côté BC, parallèle à la ligne 
de terre, égale om, 113 et est éloigné du plan vertical, en 
avant, de om,oi5 ; les côtés AC et AB valent respective -
mentom, IOI et o ln,o-6. Le triangle SAC estisoscèle, les 
angles égaux SACetSCA valent chacun 62°, enfin l'arête 
SB égale om, 112. On demande : 

i° De construire les projections de la pyramide ; 
20 De déterminer les projections du centre O de la 

sphère circonscrite à la pyramide; 
3° De déterminer les projections et la vraie grandeur 

de la section que fait dans la pyramide le plan mené par 
le point O parallèlement aux deux arêtes opposées AC 
et SB. 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

1. Extrait d 'une Lettre de M. A. Causse, professeur 
au lycée d1 Angers. — « . . . O et O' étant les centres 
des cercles inscrit et exinscrit d'un triangle ABC, on 
a la relation 

AB x AC = AO x AO', 

par une simple similitude de deux triangles. » 

2. Nous avons reçu de M. J. Thomas, maréchal des 
logis d'artillerie de marine à Saigon, une solution bien 
exacte de la question 1358 déjà résolue (2e série, t. XX, 
p. 379.) 

P U B L I C A T I O N S É T R A N G È R E S . 

1 . A M E R I C A N J O U R N A L OF M A T H E M A T I C S . — E d i t e d b y 

J.-J. SYLVESTER. Published under the auspices of the 
Johns Hopkins University ( i ). 

Volume IV. 

NUMBER 4. — Contents : On the 34 concomitants of the 

ternary cubic; by Arthur Cay ley. 

On certain expansion theorems; by Emory Mc. Clintock. 

Some theorems in numbers; by O.-ff. Mitchell. 

( i ) Baltimore : press of tsaac Friedenwald. 

Agents: B. Westermann and Co. — D. Van Nostrand. — E. Steiger 
and Co. New-York. — Ferree and Co. Philadelphia. — Cushings and 
Bayley. Baltimore. — Trubner and Co. London. — Gauthier-Villars. 
Paris. — \. Asher and Co. Berlin. — l lriro llcrpli. Milan. 
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Note on the frequency of use of the different digits in natural 

numbers; by Simon Newcomb. 
Tables on the generating functions and groundforms of the 

binary duodecimic, with some generals remarks, and Tables 

of the irreducible syzygies of certain quantics; by J.-J. Syl-
vester. 

A demonstration of the impossibility of the binary octavic 

possessing any groundform of deg-order 10. 4» by J.-J. Syl-
vester. 

Of the logic of number; by C.-S. Peirce. 
On the remainder of Laplace's series; by Emory Mc. Clintock. 
NUMBER 2 . — Contents: Linear associative Algebra; by the 

late Benjamin Peirce. With Notes and additions; by C.-S. 
Peirce, son of the autor. 

NUMBER 3. — Contents : Linear associative Algebra; by the 

late Benjamin Peirce. With Notes and additions by C.-S. 
Peirce, son of the author (conclusion). 

On Tchebycheir's theory of the totality of the prime numbers 

comprised within given limits; by J.-J. Sylvester. 
Specimen of a literal Table for binary quantics, otherwise a 

partition table; by Arthur Cay ley. 
Note on Hansen's general formulae for perturbations; by G.~ 

W. Hill. 
On the solution of a certain classe of difference or differen-

tial equations; by J.-J. Sylvester. 
On the analytical forms called trees; by Arthur Cay ley. 
Notes: I. On symbols of operation ; by M. W. Crofton. 

II. On segments made on tines by curves; by Miss. 

Christine Ladd. 
I I I . On the multiplication of the (n — i)"1 power of a 

symmetric determinant of the /zth order by the second power 

of any determinant of the same order; by Thomas Muir. 
IV. On Newton's method of approximation; by F. 

Franklin. 
Simple and uniform method of obtaining Taylor's, Cayley's 

and Lagrange's series; by J.-C. Glashan. 
Forme of Rolle's theorem; by J.-C. Glashan. 

2. B U L L E T T I N O DL B1BLIOGRAFIA E D I STORIA D E L L E SciENZE 

"\IATF.MATICHE E FisicHE, pubblicato da B. Boncompa-
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griiy socio ordinariodeir Accademia pontificia de'Nuo-
vi Lincei, socio corrispondente dell'Accademia delle 
Scienze dell' Istituto di Bologna, delle R. Accademie 
delle Scienze di Torino, e di Scienze, Lettere ed Arti 
di Modena, e socio ordinario della R. Accademia delle 
Scienze di Berlino. 

Tomo XJII, 1880. 

GENNAIO-FEBBRAIO. — Intorno ad un Trattato di Aritmetica 

del P. D. Smeraldo Borghetti Lucchese, Canonico regolare 

della Congregazione del SS. Salvatore. — B. Boncompagni. 
MARZO. — Intorno ad un Trattato di Aritmetica del P. D. 

Smeraldo Borghetti Lucchese, Ganonico regolare della Con-

gregazione del SS. Salvatore (continuazione). — B. Boncom-
pagni. 

APRILE. — Intorno ad un Trattato di Aritmetica del P . D. 
Smeraldo Borghetti Lucchese, Canonico regolare della Con-

gregazione del SS. Salvatore (continuazione). — B. Boncom-
pagni. 

MAGGIO. — Intorno ad un Trattato eli Aritmetica del P. D. 
Smeraldo Borghetti Lucchese, Canonico regolare della Con-

gregazione del SS. Salvatore (continuazione). — B. Boncom-
pagni. 

GIUGNO. — Intorno ad un Trattato di Aritmetica del P. D. 
Smeraldo Borghetti Lucchese, Canonico regolare della Con-

gregazione del SS. Salvatore (fine). — B. Boncompagni. 
Notizie di Libri relativi alle Matematiche, posseduti dalla 

Biblioteca Alessandrina, e non citati dal Conte Giovanni 
Maria Mazzuchelli nella parte stampata della sua Opera inti-

tolata Gli scrittori d'Italia, ecc. — E. Narducci. 
Annunzi di recenti pubblicazioni. 

LUGLIO. — Notice sur les Tables astronomiques attribuées à 

Pierre I I I d'Aragon ; par Maurice Steinschneider. — Sup-

plément au travail intitulé Becherches sur les manuscrits de 
Pierre de Fermat, suwies de fragments inédits de Bachet 
et de Malebranche ; par C. Henry. 

AGOSTO. — Nuovo documento relativo alla invenzione dei 

cannocchiali binocoli, con illustrazioni, del prof. Gilberto Govi. 
Ann. de Mathémat., 3* sèrie, t. I. (Septembre 1 8 8 2 . ) 27 
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I precursori inglesi del Newton. Traduzione dall' inglese 

del prof. Antonio F avaro. 
Annunzi di recenti pubblicazioni. 

SETTEMBRE. — Notice sur Nicolas Chuquet, et son « Triparty 
en la science des nombres ». — Aristide Marre. 

Le Triparty en la science des nombres; parMaistre Nicolas 
Chuquet, Parisien ; d'après le manuscrit Fonds français, 
n° I346, de la Bibliothèque de Paris. 

OTTOBRE. — Le Triparty en la science des nombres; par 

Maistre Nicolas Chuquet, Parisien; d'après le manuscrit Fonds 
français, n° i346, de la Bibliothèque de Paris (continuazione. ) 

Annunzi di recenti pubblicazioni. 

NOVEMBRE. — Le Triparty en la science des nombres, par 

Maistre Nicolas Chuquet, Parisien; d'après le manuscrit 

Fonds français, n° 13 46, de la Bibliothèque nationale de Paris 

(continuazione.) 

DICEMBRE. — Le Triparty en la science des nombres, par 

Maistre Nicolas Chuquet, Parisien; d'après le manuscrit Fonds 
français, n° i346, de la Bibliothèque nationale de Paris ( Fine ). 

Michele Chasles. — B. Boncompagni. 
Annunzi di recenti pubblicazioni. 

3. Matliesis, recueil mathématique à l'usage des écoles 
spéciales et des établissements d'instruction moyenne ; 
publié par P. Mansion, ancien élève de l'Ecole Normale 
des sciences, professeur à l'Université de Gand-, et par 
J. Neuberg, ancien élève de l'Ecole.Normale des Sciences, 
professeur à l'Athénée royal et à l'Ecole des Mines de 
Liège. 

Le journal paraîtra, vers le i5 de chaque mois, par 
livraison d'une feuille au moins, 16 pages grand iri-80. 
Prix de l'abonnement (frais de recouvrement compris). 
Pour la Belgique, 5o 5 pour l'étranger, 9fr. 

On s'abonne à la librairie générale de Ad. Hoste, 
rue des Champs, n° 43. Gand. 

Les articles destinés àiaMathesis doivent être adressés, 
franc de port, à M. P. Mansion, quai des Dominicains, 6, 
Gand-, ou à M. Neuberg, rue de Selessin, n° 6, à Liège. 
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4. TIRAGES A PART. — Sopra la proiezione cartogra-

fica isogonica. Nota del Prof. Matteo Fiorini (estratta 
dalla serie IV, tomo III, delle Memorie dell' Accademia 
delle Scienze dell' Istituto di Bologna, e letta nella ses-
sione 4- maggio 1882. — Bologna, tipografia Gambe-
lini e Parmeggiani, 1882. 

Sui sistemi variati di forze. Nota del S. G. Prof. C. 
Bardelli, letta nell'adunanza del 9 marzo 1882, al R. 
Istituto Lombardo di Scienze e Lettere. — Milano, tip. 
Bernardoni di C. Rebeschini e C ia. 1882. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 13 22 
(voir sér ie , t. XVIII, p. 383) ; 

PAR M . H . - J . K R A N T Z , à Bréda. 

Démontrer que\J5 est la limite du rapport des deux 
séries 

i i i i i i 
7 I ? + 5« 732 + 34* + 89 * 

1 3 FY 5 6 
1 3 + 8 21 + 5 5 144 H 

(ÉnouARD L U C A S . ) 

En désignant, d'une manière générale, par Y* et U* 
ies dénominateurs des termes des deux séries, on a, 
entre les dénominateurs de trois termes successifs, les re-
lations 

Ŷ -4-2— 3Y#-+-j -f- Y .̂— o, 

Uar« " 3 U ^ -+- Ux — O. 
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On y satisfait par 

Y . , . ( a r — 

a et ~ étant les racines de l'équation 

(i) ¡r — 3/> -+- i = o. 

Les constantes sont déterminées par les conditions 

C C - 2 « C2 ,<7-| = 1 , 
a a-

c ; , c ; 
C , a H ' — 1, C\a2 H F = 3 ; 1 « 1 a2 

d'où, en observant que a-f- ~ = 3, 

C — ? 2 — — , 

Donc le ternie général Tx de la première série devient 

(a**-1-}- i)*' 

et le terme de la seconde série, suivant que x est un 
nombre impair ou pair, 

a? a* y/5 
x a2x — 1 

On a donc, en désignant par S et S'les sommes des 
séries proposées, 

c K T 1 a 2 a k 1 S = 5 A - —: -—R - H — - H > 
l (a-f- i) 2 ( a 3 + i ) 2 hi)2 J 

2 a 3 a2 
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En prenant pour a la racine de l'équation (i), qui est 

plus grande que l'unité, on peut développer tous les 
termes de S'en séries convergentes. De cette manière, on 
trouve 

/ i i i I 
a1 

— ; ~ a* H a» + â» 

1 2 2 2 2 

1 a7 
~ c f i 

3 
H r H 

a* 

3 
r a10 "" 

3 
h a10 

3 

4 
a* 

4 
a13 

4 
Cl11 

4 
a 

Maintenant, on peut aisément ajouter tous les termes 
de S' qui sont placés dans une même ligne verticale, et 
de cette manière 011 retrouve les termes successifs de S, 
que nous avons mis entre les crochets. 

On a, par exemple, 

i 2 L 3 A I 
à2 " " a* 

• r ^^ 
a° — (fl + l)^ 

i 2 3 __ a2 

" a10 
a" 

que l'on a enfin 

S 

S' 
=V5. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Moret-Blanc et 
de Virieu. 
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Question 1369 

(voir 2* série, t. XX, p. 382); 

PAR M. M O R E T - B L A N C . 

Par le centre d'un ellipsoïde, on mène trois plans 
rectangulaires quelconques A, B, C; si l'on nomme a, 
(3, y les angles que forment ces plans avec un plan dia-
métral fixe P \ a, b les axes de la section de la sur-
face par le plan P-, c{ les demi-diamètres de 
cette section dirigés suivant les droites (A,P) , (B, P), 
(C, P), on aura 

sin2a sin2{3 sin2y 1 1 

b] c\ ~ a2 b2 

( G E 

Prenons les axes de la section diamétrale P pour axes 
des x et desy, et la perpendiculaire à ces axes menée 
par le centre O de l'ellipsoïde pour axe des z. L'équa-
tion de la section diamétrale (P) sera 

(1) Z>2^2+«2j2=a2£2. 

Soient 

(A ) mx H- ny 4- 2 cos a = o, 

(B) mA x -f- n{y -f- 5 cosp m o, 

(C) mtx-h n2y -+- s cos 7 = o 

es équations des trois plans A, B, C, avec les relations 

m2 -+- n2 -h cos2a — 1, m2-{-m\-\-m\—iy 

m\ -h n\-+- cos2 fi = i, n- -h n\ -h n\ — i , 

m \ H- n l -h cos2 7 = 1, cos2 a -f- cos2 [3 -h cos2 7 — 1, 
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d'où 

sin2 a = m1 4- /i-, 

sin2 p = m \ -h n'I, 

sin2v — m\ 4- n\, 

résultant de ce que les trois plans A, B, C, ainsi que les 
plans de coordonnées, sont rectangulaires. 

Les coordonnées de l'extrémité du demi-dia-
mètre aK sont déterminées par les deux équations 

b*œ2 4 - a2 y2 ~ a2 b2, 

mœ 4- H y — o ; 
on en tire 

2_ ci2b2n2 a2b2m2 

a-jn1-^- b-n1 ' y 1 ~ ci2 m--h b2 n2' 

a2 b2 ( m24- n2 ) #2Z>2sin2a 

a2 m2 4- ¿>2 n- a2 4- //2 /¿2 

d'où 

de même, 

s i n 2 a a 2 m 2 4 - b 2 n 2 

ai a1 

sin2 p a2m\-\ < 
à2 ¿>2 

sin2 y a 2 m 2 4 - b2 n\ 

?2 à2 62 

Ajoutant ces équations membre à membre, et ayant 
égard aux relations 

m2 4- m\4- m\ — i, 

il vient 

sin2 a sin2p sin2 y a2 4- b2 i i 

a\ ~b\~ ~ a2b2 ~ a2 + W 

C. Q. F . D. 



( 4 ^ 4 ) 

Question 1370 
(Yoir 2* série, t. X X , p. 383); 

P A R M. N. G O F F A R T . 

Une ellipse et une hyperbole ont mêmes axes AA{ et 
BBÎ ; par l'un des sommets réels A passe une sé-
cante AMM', et les tangentes en M et M' se rencontrent 
en T : on demande de construire les deux courbes con-
naissant les points A, M, T. (LAISANT.) 

Les courbes données sont les coniques supplémen-
taires de Poncelet. Rappelons leurs propriétés. Les 
courbes étant rapportées à leurs axes, la droite AMM' 

sont liées par la relation 
xx'—a-. 

En conséquence, si P et P' sont les pieds des or-
données des points M et M', il en résulte que MP' et M'P 
sont respectivement les tangentes en M et M' à l'ellipse 
et à l'hyperbole, respectivement. Le lieu des points de 
concours T de ces tangentes est la tangente commune au 
sommet A t ; de même que la tangente au sommet A est 
le lieu des points de concours de l'une des tangentes et 
de la symétrique de l'autre sur l'axe. 
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Telles sont les propriétés connues, qu'on vérifie du 

reste aisément sur les équations (4 ). 11 en résulte que A 
étant milieu de T'T'4, I et Y sont respectivement les mi-
lieux de MP et de M'P'. Donc, si par ces points on mène 
des parallèles à l'axe AA 4 , les points K et K' seront les 
milieux de AM et de AM', en même temps que les 
angles MIK et M'I'K' seront droits. En résumé, lors-
qu'on donne A, T et M ou A, T et M', on trouve I ou I', 
par l'intersection de AT avec la circonférence décrite 
sur KM ou sur K'M' comme diamètre. Le point I ou I' 
détermine le point P ou P'? et, par suite, la direction AP 
ou AP' de l'axe. Le second sommet A, résulte de l'in-
tersection de cette droite AP ou AP' avec la circonfé-
rence décrite sur A T comme diamètre. L'une ou l'autre 
courbe est donc définie élémentairement par l'axe et 
une tangente avec son point de contact. 

Il y a, en général, deux points I ou deux solutions, 

(' ) D'après une proposition bien connue, on a, en désignant par 2 a 
MPS b2 

et 2 b les axes de l'ellipse, ^ ^ ^ = — • L'hyperbole ayant les mêmes 

axes 2 a, 2 b que l'ellipse, on a aussi 

M ' P " _ b* MP* _ A P A j P 
A P ' . A j P ' ~~ a2' M'P'2 ~~ AP' A j P ' ' 

MP AP . A P A, P 
et, parce que ^ = ^ , il vient — = 

donc les quatre points A, A t , P, P' sont conjugués harmoniques, et 
par conséquent les droites MP' et M'P sont respectivement tangentes 
en M et M' à l'ellipse et à l'hyperbole. 

D'autre part, on sait que la droite TA, menée du point d'inter-
section T des diagonales d'un trapèze M P P ' M ' au point de ren-
contre A Ses côtés non parallèles, passe par les milieux I, I' des deux 
bases, et qu'en outre les quatre points A, T, I, I' sont, comme A, A,, 
P, P', conjugués harmoniques; il en résulte évidemment que la 
droite TA, est parallèle aux bases du trapèze, et, par suite, perpen-
diculaire à Taxe AA, au sommet A,. (G.) 
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et le problème n'est possible que si 

y AM sinTAM 5 \ AM ou % AM sinTAM'< \ AM', 
4 4 4 4 

c'est-à-dire 

sin (TAM ou TAM 
2 

Note. — La même question a été résolue par MM. Lez et Moret-
Blanc. 

Question 1378 
( voir ?.* série, t. XX, p. 527 ) ; 

PAR M . S . R É A L I S . 

L'équation 

^ 4 - 1 2 0 $ ( A 4 - $)x H - 2 A ^ ( 4 A 2 — G A P 4 - 4 £ 2 ) = 0 , 

dans laquelle a et ¡3 sont des entiers différents de zéro, 
n a pas de racine entière. (S. RÉALIS.) 

L'équation proposée peut s'écrire 

(x 4- «)v4- {x 4- £)*= [x24- 2 ( a 4- $)x 4- a2 — 4«p + p*]s, 

où l'on voit, d'après un théorème connu, qu'elle ne peut 
être vérifiée par des valeurs entières de a, ¡3, x . 

Note. — La même question a été résolue par MM. Borletti; Moret-
Blanc ; Henri Cartier. 

Question 1381 
( Toir ?." série, t. XX, p. 527); 

PAR M . H E N R I C A R T I E R , 

Élève du lycée d'Angoulême. 

On donne une circonférence et deux points A, B, 
extérieurs à cette courbe. Par le point B, on mène une 
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corde quelconque M N , et du point A les droites A M , 
A N qui coupent, respectivement, la circonférence en P 
et Q. Démontrer que : 

i° La droite PQ rencontre AB en un point qui reste 
fixe lorsque la sécante BMN tourne autour du point B \ 

2° Le lieu géométrique du point d'intersection des 
perpendiculaires menées aux droites AM, AN, aux 
points M, N, est une droite perpendiculaire à AB. 

(DOMENICO MONTESANO. ) 

I° Prolongeons les droites PQ et MN jusqu'à leur ren-
contre en C (*), et dans le quadrilatère inscrit MNPQ 
menons lesdiagonalesPN, QMqui se coupent au point D. 
La droite CD est la polaire du point A par rapport à la 
circonférence considérée. Donc CD est une droite fixe 
qui rencontre AB en un point fixe E, quelle que soit la 
direction de la sécante BMN. 

La droite CD est aussi la polaire du point A, par rap-
port à l'angle MCP; donc, en désignant par i le point 
d'intersection des droites CP et AB, les points B et i sont 
conjugués harmoniques de A et E; mais les trois points 
A, B, E sont fixes \ par conséquent, il en est de même du 
point i de rencontre des droites PQ et AB. 

Nota. — Cette première partie de la question proposée 
est d'ailleurs une conséquence de cette proposition plus 
générale : 

Si un quadrilatère inscrit dans une conique se déforme 
de telle manière que trois de ses côtés tournent autour 
de trois points fixes en ligne droite, le quatrième côté 
tourne aussi autour d^un point fixe de la même droite* 

Cette proposition existe encore lorsque deux des trois. 

( ' ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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points viennent se confondre en un seul \ on le démon-
trerait comme précédemment. 

2° Soit J le point d'intersection des perpendiculaires 
menées aux droites AM, AN, aux points M, N. Les quatre 
points A, M, N, J appartiennent à la circonférence, qui 
a AJ pour diamètre. Cette circonférence coupe la droite 
AB en un point K déterminé par l'égalité 

B K x B A == B M x B N : 

donc le point K est fixe sur la droite AB, et le lieu du 
point J est la perpendiculaire menée à AB au point R. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. J. Pisani ; Moret-
Blanc; Borletti; P., au lycée de Toulouse; Domenico Montesano. 

Question 1383 

(voir 3e série, t. I, p. r>aS); 

P A R M . L E Z . 

On donne sur un plan une circonférence de centre O 
et un point fixe C. 

On prend un triangle rectangle ACB dont le sommet 
de l'angle droit est en C et dont l'hypoténuse est tan-
gente en K à la circonférence donnée. On abaisse du 
sommet une perpendiculaire sur AB -, cette perpendicu-
laire rencontre AB au point H, et elle rencontre en I 
la perpendiculaire abaissée de B sur OC. Démontrer 
que, quelle que soit la position de AGB, la quantité 

dz ~ est constante. On prend le signe — lorsque H 

et I sont d'un même côté par rapport à C. 
( M A J N N H E I M ) . 
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Soit D le point où l'hypoténuse AB rencontre la 

ligne qui joint le centre O au point C (1 ) ; les droites OA, 
CH étant perpendiculaires à AB, les triangles ODA, 
CDH sont semblables, et l'on a 

n _ A D 
K l ) C H O A . H D 

La droite DI étant une des hauteurs du triangle, BDC 
est perpendiculaire à BC et parallèle àAC-, par suite, 
les triangles semblables DH1, AHC fournissent la pro-
portion 

H A _ H C 
( 2 ) H D ~~ H I ' 

Quelle que soit donc la position du point C par rap-
port à la circonférence O, le point D détermine sur AH, 
comme le point I sur CH, deux segments additifs ou 
soustractifs. 

En effet, la proportion ( i ) donne 

H A _ H C I IA HC 

H D ± H A — H I db H C A D C I ' 

mais, à cause de l'égalité (i), on a 

i _ H A __ H A 

C l ~~ H C . A D ~ O A . H D ' 

Par suite, suivant que HD = AD zt HA, la somme ou 

la différence des inverses g j est constante et égale 

à l'inverse du rayon ^ • 
O A 

( ' ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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Quand HD AD 4- HA, le sommet C est évidem-
ment entre H et I. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Pisani; Moret-
Blane; N. GofTart; Victor Strékalof; Domenico Montesano; Paul 
Boulogne, élève de Mathématiques spéciales au Lycée Saint-Louis 
(classe de M. Ed. Lucas). 

Question 1400 

(voir page 239). 

PAR M. MORET-BLANC. 

On donne un triangle ABC, et un point quelconque 
O. On prend les symétriques <2, b, cde ce point par rap-
port aux milieux de BC, AC, AB. Démontrer : i° que 
les droites A a, Bb, Ce concourent en un même point T*, 
20 que la droite OP tourne autour d'un point Jixe E 
lorsque le point O se meut d'une manière quelconque ; 
3° que le point E divise OP dans un rapport constant. 

( D ' O C A G J V E . ) 

i° Soient AK, Br, C< les milieux des côtés BC, AC, AB. 
D'après la construction la droite ab est parallèle à 

( A 4 B| ) et égale à 2 Kk B{ \ elle est donc égale et parallèle 
à AB, mais de sens contraire. 

De même ac et bc sont respectivement égales, paral-
lèles et de sens contraire à AC et BC. Les trois couples de 
parallèles AB et aè, AC et ac^ BC et bc forment trois pa-
rallélogrammes dont les diagonales A Ce se coupent 
eu un pointP milieu de chacune d'elles. 

20 La ligne OP, médiane du triangle OA a, coupe la 
médiane AA< aux deux tiers de sa longueur à partir du 
point A -, donc elle passe par le point fixe E, point de con-
cours des médianes du triangle ABC; 
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3° Elle est divisée par ce point en deux segments dont 

, O E 2 
le rapport — 

Remarque. — Le point O peut être situé d'une 
manière quelconque dans l'espace. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Ahetroë, et 
Odille Tors, au lycée de Nancy. 

M. le colonel A. Mathieu en a donné une solution analytique très 
simple, au moyen des coordonnées trilinéaires. 

Q U E S T I O N S . 

1418. On donne une ellipse de demi-axes OA, OB 
et deux circonférences concentriques à l'ellipse, et de 
rayons /*, R-, = OB. Une droite, issue du centre O 
commun aux trois courbes, coupe les circonférences /•, 
R en des points C, D par lesquels on mène des paral-
lèles à OA dirigées dans le sens OA. La première ren-
contre l'ellipse au point E , la seconde est rencontrée 
en un point F, par la normale à l'ellipse en E-, trouver 
le lieu géométrique du point F. 

( E R N E S T L E B O N . ) 

1419. Un triangle ABC étant donné, on mène d'un 
point P aux côtés BC, CA, AB des parallèles qui rencon-
trent, respectivement, xAB, BC, CA en A', B', C'. 

i° Pour que les trois points A', B', C' soient en ligne 
droite, il faut que P se trouve sur une conique déter-
minée. 

2° A un point P de cette conique correspondent deux 
droites A'B'C'} quel est le lieu de leur point de ren-
contre quand le point P parcourt la conique? 

Cas particulier du triangle ABC équilatéral. 
( P O U J A D E . ) 
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1420. Trouver la valeur des intégrales 

r*n-idx r dx 

J ;H ' J *[nx-(n-hi)]\/iï' 

dans lesquelles II désigne le polynôme 

nxnH- ( n — I ) xn~2 -H (n — 2 ) xn~z + . . . + + 
( S . R É A L I S , ) 

1421. Soient AOD, BOE, COF les trois hauteurs, et 
G le centre de gravité d'un triangle ABC 5 démontrer que 
les cercles circonscrits aux triangles AGD, BGE, CGF 
se coupent en un second point qui est l'intersection de 
la droite OG, et de l'axe radical du cercle circonscrit au 
triangle ABC, et du cercle des neuf points de ce triangle. 

(Rev. G. RICHARDSON, M.-A5 extrait de : The 

educational Times, august 1, 1882.) 

1422. Tout nombre dont le carré se compose des 
carrés de deux nombres entiers consécutifs est égal à la 
somme des carrés de trois nombres entiers dont deux, au 
moins, sont consécutifs. 

Exemples : 

i692= i 192 -H 120-, et 169 = 32 -I- 42 -F- 122, 

29"2— 2 O 2 H - 212, et 2 9 — 22-H 3 2 4 2 . 

(G.) 

Note. — M. Adr. Pallaz, élève de l'École Polytechnique de Zurich, 
a résolu la question 1377; sa solution est arrivée trop tard pour qu'il 
-ait été possible d'en faire mention dans le numéro d'août. 

ERRATUM 

Page 321,«ligne 2 en remontant : au lieu de point C, D, si l'on. 
Usez : point, si l 'on. . . Il faut y supprimer les lettres C, D. 
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PREMIERS ÉLÉMENTS DE LA GÉOMÉTRIE D E S C R I P T I V E ; 

PAR M. A. MANNHEIM. 

[ S U I T E ( ! ) ] . 

Afin de préparer les élèves aux applications et les 
obliger à lire dans l'espace, il nous paraît utile de placer 
immédiatement après les problèmes théoriques des 

Fig- y-

problèmes d'application dans lesquels les plans sont les 
faces d'un corps solide. 

Par exemple, le problème précédent peut être complété 
par le suivant. 

APPLICATION. — Un cube dont une face est hori-
zontale est traversé [par une droite. On demande de 

(») Même Tome, p. 385. 

Ann. de Mathr.mat., 3e série, t. l6r. (Octobre 1882.) 28 
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représenter les portions de cette droite qui sont exté-

rieures au cube. 

En appliquant la solution du problème théorique, on 
arrive tout de suite à la solution de celui-ci, comme on 
le voit sur la Jig. 9. Le segment caché, figuré par des 
points, est compris entre les points (m/l? ( TZ„). 

Déterminer l'intersection de deux plans dont Vun 
est quelconque et Vautre perpendiculaire à Vun des 
plans de projection. 

Le plan arbitraire est donné par deux droites A, B 
qui se coupent} on a [fig- 10) les projections de ces 
droites. L'autre plan, supposé perpendiculaire au plan 
horizontal de projection, est projeté suivant (P/*). 

En appliquant la solution du problème précédent, 
nous avons tout de suite le point (a/n a{,) où la droite A 
perce le plan vertical donné. De même, pour la droite B, 

Fig. 10. 

on a le point bv). La droite cherchée, qui est une 
ligne de front du plan des deux droites A et B, est alors 
en projection verticale avbv. 

AVPLICÀTION. — On donne un tétraèdre, on enlève 
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la portion de ce solide qui est en avant d'un plan verti-

cal donné. On demande la représentation du solide 

restant. 

Les sommets du tétraèdre sont dans l'espaces, c. 

Le plan sécant vertical est représenté {fig. 11) parla 

Fift. 1T. 

droite ( P A ) . En appliquant la solution précédente, on a 

tout de suite le solide représenté sur la figure. 

Déterminer une droite de front d'un plan lorsque 
celui-ci est donné par une droite et un point. —• Soient 

(Ah, A„) {fig. 12) la droite donnée et(m^, m„) le point 

donné. Par le point mh menons une perpendiculaire à la 

direction des projetantes. 

Cette droite (P^) représente un plan de front. 

Ce plan coupe le plan qui projette horizontalement la 
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droite A suivant, une verticale dont la projection hori-

zontale est le point a E n menant de ce point une 

parallèle à la direction des projetantes, on obtient la 

projection verticale de cette droite. Cette projection ren-

Fig. 12. 

contre A„ au point av qu'il suffit de joindre au point /?/,. 

pour avoir la projection verticale de la droite de front 

demandée. 

De la même manière on détermine une horizontale du 

plan. 

Déterminer le point où une droite donnée rencontre 
un plan quelconque. — D'une manière générale, on 

résout ce problème en menant par la droite donnée un 

plan arbitraire. On prend l'intersection de ce plan et du 

pian donné : la droite, ainsi déterminée, rencontre la 

droite donnée au point demandé. 

Nous allons prendre le cas particulier où le plan auxi-

liaire est le plan qui projette horizontalement la droite 

donnée. 

Soient représentées {fig- i3) les projections des deux 

droites A et B qui déterminent le plan donné, et les pro-

jections de la droite donnée D. 

Considérons la droite D^ comme la projection d'un 

plan vertical. Ce plan coupe la droite A au point a^) 
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et la droite B au point { b b v ) . 11 coupe donc le plan 

donné suivant une droite dont la projection verticale est 

avbv. Le point tv où cette droite rencontre D^ est la 

projection verticale du point cherché. 

Fig. i3. 

On a alors tout de suite la projection horizontale th de 

ce point. 

Nous n'avons pas indiqué que la droite donnée est 

cachée par le plan à partir du point où elle le rencontre, 

parce que dans un problème théorique il n'y a pas lieu 

de faire la distinction entre les parties vues et les parties 

cachées, à moins que l'on n'indique de quel côté du plan 

se trouve le solide dont il est une des faces. 

Aussi, en admettant cette manière de faire, est-il 

indispensable d'ajouter une application. 

APPLICATION. — Une perdie pénètre dans un tas de 
sable placé obliquement ; déterminer le point où elle 
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rencontre Vune des faces de ce tas de sable et figurer 
la partie cachée de cette perche. 

Il suffit de regarder la fig. 14 pour comprendre la 

solution de ce problème. 

Déterminer l'intersection de deux plans qui sont 
respectivement donnés par leurs traces sur un plan de 
front et leurs traces sur un plan horizontal. — Soient 

Fiff. il-

A^ et les traces*des plans donnés sur le plan de front 

(PA), et CA, DA leurs traces sur le plan horizontal ( Q „ ) . 
Le point mv ou se rencontrent A^, appartient a 

l'intersection cherchée. 

La projection horizontale de ce point est en nih sur 

(PA); joignons ce point au point de rencontre //, des 
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droites C^, D^ et nous avons la projection horizontale de 

l'intersection demandée. La projection verticale de cette 

droite est:mvtv. 
Cette solution est simple, parce que les données sont 

très particulières. Eu général, on détermine l'intersec-

tion de deux surfaces en les-coupant par des surfaces 

auxiliaires choisies de façon que les projections de leurs 

lignes d'intersection avec les surfaces données soient 

simples et faciles à construire. 

Dans le problème précédent le plan horizontal (Q?) et 

le plan de front(P^) jouent le rôle de surfaces auxiliaires. 

Si les plans, dont on demande l'intersection, étaient 

donnés, l'un au moyen de deux droites A, B, l'autre au 

moyen de deux droites C, D, on pourrait prendre comme 

surfaces auxiliaires les plans qui projettent horizontale-

ment ces deux dernières droites. On serait alors conduit 

à appliquer la solution d'un des problèmes précédents. 

APPLICATION. — Intersections de la toiture d'une fe-
nêtre et de la toiture dyune maison. 

On a (fig. 16), les projections de la toiture de la 

maison. Le plan vertical qui contient l'ouverture-de la 

Fiff. i"). 
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fenêtre se projette horizontalement suivant la droite bh ch 

qui est parallèle à Y un des côtés du rectangle de la toiture. 

La largeur de la fenêtre est donnée par le segment bh Ch-

Par le point bh menons un plan vertical perpendiculai-

rement à l'horizontale bhCh. Ce plan coupe le plan de 

la toiture suivant la droite (A^ hv /*,). La verticale bh 

a alors pour projection verticale bvev et le plan vertical 

Fig. 16. 

La hauteur de Ja fenêtre étant supposée donnée, on 

achève facilement sa représentation, comme on le voit 

sur la figure. 
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APPLICATIOJV.—Intersections des faces d'un clocher 

avec la toiture du bâtiment qui le supporte. 

Fig. 17. 

On donne les projections : de la toiture du bâtiment, 
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de la base de la pyramide qui forme le clocher et du 

sommet du clocher. 

Cette base i , 2, 3, 4? ••• de la pyramide est tracée dans 

le plan horizontal qui contient les arêtes inférieures de 

là toiture. Pour avoir le point où l'arête du clocher s h 1 

rencontre le plan de la toiture nous avons employé 

comme plan auxiliaire le plan vertical qui projette hori-

zontalement cette droite. 

On trouve ainsi le point av \ de même on détermine le 

point la droite avbv est du reste horizontale. 

La face 2.^3 de la pyramide est rencontrée par l'une 

des arêtes de la toiture. 

Si nous supposons cette arête dans un plan perpendi-

culaire au plan vertical, la construction précédente n'est 

plus applicable. Pour 1'ellectuer, 011 peut projeter obli-

quement les lignes de cette construction sur un plan 

vertical auxiliaire. C'est ainsi qu'est faite la figure au 

moyen du plan vertical auxiliaire (PA) et de proje-

tantes auxiliaires parallèles à l'horizontale r^ Uh. On peut 

employer la même projection oblique pour construire 

les points de rencontre des arêtes $h 3, SA 4 avec le plan 

de la toiture. Les intersections des faces du clocher avec 

les plans de la toiture sont en projection verticale les 

lignes at,bn bf,mn mvcv, cvdv. Nous n'avons pas achevé 

le tracé de la projection horizontale pour ne pas compli-

quer la figure ( 1 ). 

PROBLÈMES MÉTRIQUES. 

Les grandeurs a mesurer sont ou des segments de 

droite ou des angles. Dans chacun de ces cas 011 amène 

( l ) J'ai indiqué l'emploi d'une projection oblique, il serait bon 
d'exposer ici ta méthode des projections obliques pour la recher-
che des ombres. 
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Je segment ou le plan de l'angle à être parallèle à l'un 

des plans de projection. Le segment ou l'angle se pro-

jette alors, sans altération de grandeur, et il peut être 

mesuré sur le plan de projection. On est ainsi conduit 

à résoudre le problème : Amener un plan à être paral-
lèle à l'un des plans de projection. Pour cela il suffit 

de le faire tourner autour d'une droite de ce plan paral-

lèle à ce plan de projection. 

JNous allons d'abord prendre le cas particulier où le 

plan donné est perpendiculaire à l'un des plans de 

projection. Si nous supposons que ce plan est, pat-

exemple, le plan vertical qui projette horizontalement 

un segment de droite donnée, la solution renferme aussi 

celle du problème suivant : Déterminer la grandeur (1 ) 
d'un segment de droite donné par ses projections. 

Soient ah avhv (fig. 18) les projections du segment 

donné. Le plan qui le projette horizontalement est (PA) . 
Pour amener ce plan à être parallèle au plan vertical de 

projection, faisons-le tourner autour de la verticale ah-

Après la rotation, le plan (PA) se projette horizontale-

ment suivant la droite (P^), qui est perpendiculaire à 

la direction des projetantes. Le point b de ce plan décrit 

un arc de circonférence qui est horizontal. Cet arc se 

projette alors verticalement suivant la droite bvb'v per-

pendiculaire à la direction des projetantes. 

Sa projection horizontale est l'arc de cercle bhb'h dont 

le centre est ah et le rayon ah b/t. Les nouvelles projections 

du point b après la rotation du plan (P^ ) sont b'h, b'v. La 

nouvelle projection verticale avbv du segment donné 

permet de mesurer la grandeur de ce segment. 

On peut amener le plan (Ph) à être horizontal. Pour 

( l ) Nous n'adoptons pas l'expression de vraie grandeur générale-
ment en usage. 
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cela il suitit de le faire tourner autour d'une de ses hori-

zontales. Sur la figure nous avons pris comme axe de 

rotation l'horizontale qui passe par le point a. La nou-

velle projection horizontale du point b après la rotation 

est b"h. La grandeur du segment donné est alors ah b"h* 
Nous ne développons pas davantage cette deuxième solu-

tion qui, ainsi que la première, donne l'angle que Je 

segment donné fait avec le plan horizontal de projection. 

Si l'on veut déterminer l'angle que ce segment fait 

avec le plan vertical de projection, on doit amener le 

plan de cet angle, c'est-à-dire le plan qui projette verti-

calement le segment donné, à être parallèle à l'un ou à 

l'autre des plans de projection. 

Arrivons au cas général ; nous allons faire usage du 

lemme suivant, que je me borne à énoncer : 

Un angle droit dont Vun des côtés est parallèle a 
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L'un des plans de projection se projette sur ce plan 
suivant un angle droit. 

Soient annik, avmv (jtfg. 19) les projections d'une 

droite et b^m^ bK,mv les projections d'une autre droite 

qui rencontre la première/Ces deux droites déterminent 

Fig- 19-

mk 

un plan que nous nous proposons d'amener à être de 
front, c'est-à-dire parallèle au plan vertical de projection. 

L'axe de rotation est alors une droite de front de ce 

plan. Pour construire cet axe nous employons, comme 

on le voit sur la ligure, le plan de front (P 

Le point m, en tournant autour de l'axe avbv, décrit 

un arc dont le rayon est la perpendiculaire abaissée de 

ce point sur cette droite. La projection verticale de ce 

rayon est, en vertu du lemme précédent, la perpendi-

culaire mpl abaissée du point mv sur av bv. Après la rota-

tion du plan donné, cette droite reste perpendiculaire 

à avhv et la nouvelle projection verticale du point m est 



( W> ) 

alors sur cette même perpendiculaire à une distance du 

point l égale à la longueur du segment compris entre le 

point m et le point l : nous avons indiqué sur la figure 

une des constructions permettant de déterminer cette 

longueur. 

On la porte depuis le point l jusqu'au point mv. Ce 

point est la nouvelle projection verticale du point 

après la rotation du plan. En le joignant aux points av, 

011 a les nouvelles projections verticales des droites 

données, après la rotation du plan. 

Soit la projection verticale d'un point du plan 

donné; pour avoir la nouvelle projection verticale de ce 

point, après la rotation du plan, il suffit de construire un 

triangle nv cv n\, semblable au triangle mv avmv. 
Inversement, si l'on donne la projection iîv d'un point 

du plan supposé de front, on a la nouvelle projection de 

ce point, lorsque le plan est replacé dans la position qu'il 

doit avoir, toujours par la construction d'un triangle 

semblable à un triangle ayant deux sommets en /;/«,, 

m\, et dont le troisième sommet est un point de la droite 

ax.bv. 

Le problème que nous venons de résoudre donne Ja 

solution de cette question : Déterminer Vangle compris 
entre deux droites. On a, en effet {fig* 19), l'angle 

as,mvbv qui est l'angle compris entre les deux droites 

données. 

Au lieu d'amener un plan à être de front, on peut 

l'amener à être horizontal au moyen de constructions 

tout à fait analogues aux précédentes. 

Voici encore comment on peut résoudre le problème 

précédent. Par le point m menons une horizontale du 

plan donné. Les projections de cette droite sont {fig* 19) 

mt,g i^nift gh- La grandeur du segment compris entre les 

points m et g est nih gh*, puisque ce segment est horizon-



( 44; ) 
tal. En décrivant alors avec ce segment pour rayon un 

arc de cercle dont le centre est au point gv, 011 obtient 

le point mv à la rencontre de cet arc avec la perpendicu-

laire lui». 

Le lemme dont nous venons de faire usage conduit 

immédiatement à cette conséquence : Lorsqu une droite 
est perpendiculaire à un plan, sa projection verticale 
est perpendiculaire à une droite de front de ce plan, et 
sa projection horizontale est perpendiculaire à une 
horizontale du plan. 

Il est donc facile de traceries projections d'une droite 

perpendiculaire à un plan. On détermine alors simple-

ment la distance d 'un point à un plan et l'angle d'une 
droite et d'un plan. 

Je ne développe pas les solutions de ces questions, 

parce que les modifications que je propose dans ce court 

exposé 11e changent pas les solutions généralement 

adoptées. 

Déterminer Vangle de deux plans. — Pour exposer 

la solution de ce problème, 011 peut prendre les deux 

projections d'un tétraèdre et chercher l'angle, compris 

entre deux faces. 

On coupe ces deux faces par un plan horizontal; 011 

obtient ainsi deux horizontales et au moyen de ces droites 

on achève la solution comme 011 le fait ordinairement en 

employant les traces horizontales des deux plans pour 

lesquels on cherche l'angle compris. 

A la suite de ces problèmes théoriques, il sera très 

utile de présenter quelques-unes des applications que 

l'on rencontre dans la pratique. 

En voici une analogue à celles que l'on a à traiter en 

charpente. 

APPLICATION. — Une pièce de bois est terminée par 
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un tenon : déterminer la nouvelle projection de cette 
pièce lorsqu'on la fait tourner de façon que l'une de 
ses faces soit horizontale. 

Fig. 20. 

/ 
/ 

Les projections de la pièce montrent (fig. 20) comment 

elle est placée par rapport aux plans de projection. 
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Supposons que la i'aee ahbh€hdh soit amenée à être 

horizontale après avoir tourné autour de son horizontale 

cih bh> Le point c de cette face a pour projections, après 

la rotation, ct',, ch. Cherchons les nouvelles projections 

d'un point entraîné et qui n'appartient pas au plan delà 

face ah bh Ch dh- Prenons, par exemple, le point (m^, mv) 

qui appartient au tenon. De ce point abaissons une per-

pendiculaire sur le plan de la face abcd. La projection 

verticale de cette perpendiculaire est la perpendiculaire 

mvl abaissée du point mv sur av cv et la projection hori-

zontale est la perpendiculaire abaissée du point nih sur 

ah bh. Le pied de cette perpendiculaire est le point L Ce 

point appartenant à la face abcd, on trouve, commepour 

le point c, ce qu'il devient après la rotation de la pièce de 

bois. 

Mais la perpendiculaire mvl à la face abcd. se projette 

en un seul point lorsque la rotation est effectuée. Par 

conséquent la construction faite pour le pied de la per-

pendiculaire abaissée du point m sur la face abcd donne 

le point iiîh, nouvelle projection horizontale du point m 

après la rotation. On opère de la même manière pour les 

autres points de la figure. 

Telle est une des applications que l'on peut proposer 

parmi beaucoup d'autres. 

Il est indispensable de laisser aux élèves le soin de 

faire toutes ces applications après leur avoir expliqué 

seulement les problèmes théoriques. 

On n'arrive à bien savoir la Géométrie descriptive que 

par l'emploi souvent répété de ces procédés. Indépen-

damment des épures faites à la règle et au compas, on ne 

saurait trop recommander l'usage des croquis à main 

levée. Du reste, il est toujours utile, avantde commencer 

une épure, de faire un choix convenable des données eu 

essayant de voir à l'avance, au moyen de croquis, si 1rs 

Ann. de Matkémae.^ 3e série, t. 1. (Octobre iS8*i. ) ?.J) 
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résultats se présenteront de façon à permettre une lecture 

facile de l'épure. La Géométrie descriptive n'a pas, en 

effet, simplement pour objet de représenter les corps sur 

une feuille de dessin, mais de faire cette représentation 

de façon que la restitution soit facile. 

NOTE SUR UN DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION EN SÉRIE; 

PAR M. J . M A R C H A N D , 

Ancien élève de l'École Polytechnique. 

1. LEMME. — Soit F (A:) une fonction de x qui donne 
une intégrale finie et déterminée lorsquon Vintègre 
entre les limites et [x de la variable. 

La valeur de l'intégrale ne change pas si, conser-
vant les mêmes limites, on substitue à la variable Vex-
pression linéaire -f- u. — x. 

En eiFet, dans . v-
F( -h JJL — x) dx, f 

posons 

on aura 
IJL1 -f- JJL X — ZY 

I F (z)ds= j F (z)dz, 
U. «̂ UL. 

ce qu'il fallait prouver. 

L'intégrale proposée, considérée comme une aire 

plane qu'on ferait pivoter autour de l'ordonnée fournie 

par la valeur moyenne de la variable ^ aurait 

conduit à la même conclusion. 

Les deux intégrales sont dites transformées l'une de 

l'autre. 
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La propriété ci-dessus n'est, à ma connaissance, 

énoncée nulle part. Sans la croire nouvelle, néanmoins 
mon but est de montrer ici qu'on peut en tirer parti. 

2. Soit à intégrer 

f^F'^dx; 

F'(x) est supposée continue ainsi que ses ( n — i) pre-
mières dérivées entre les limites proposées ; remplaçons 
cette intégrale par sa transformée. En appliquant à cette 
dernière la règle de l'intégration par parties, 011 aura 
successivement 

Ç F;(|Xj -h u — œ)dx 

= F'CFJL,) — R^F' ÎHL) - H F 

r* x 
I [J4 H- [X — X ) — dx 
V-i 

= 4 F " ( r i F"('x> ^ f 'F"( 
"Vi 

JC ^ xn~2 

' F"-1^-»- fJL — x) 
1 . 2 . 

1 

1.2. . . (« —1) 1.2. . . ( « — 1) 

-h f F-(|H-|x, — 
^ IL. 

1.2 (/l — i) 

Ajoutant ces égalités membre à membre, et remar-

quant que 

f*F'(x)dx=: F^-FO^ 
J 1JL. 
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il viendra 

F(H)-F(H.) 

= 7 F'( n, ) - Ç F'( I*) + F"( ;x, ) - F"( ¡X) 

F ( ̂  ) 4 F*-1
 ( JJL) 

1 . 2 . . . ( M — I ) V l 7 I . 2 . . . ( /£ • — I ) 

s xn-'dx 
/ I . 2 . . . ( /£ I ) 

Cela posé, on sait que, si u et v sont deux fonctions 

continues et que v conserve le même signe entre deux 

limites données, on peut écrire 

J' uvdv=z U I 
u. «-̂ tx. 

I* 
v dx, 

U représentant la valeur de u pour une certaine substi-

tution xi comprise entre et ¡JU Par suite, appelant 

le dernier terme du développement précédent, on aura 

deux cas à distinguer : 

i° Si les limites ¡JT̂  et ¡JL ont le même signe, on pourra 

écrire 

U." JJL' 

0 étant une quantité positive comprise entre o et i , in-

troduite par la substitution à x de ;JL, -F- 6( ¡JL — U, 
2° Si les limites sont de signes contraires, on remar-

quera que 

r0 ' xn~ l 
= / F'1 ( JX1 + (X — x) dx 

J,t 1.2...(n — i) 
(2) { ' 1 

, x xn~ldx 
-h F « ( I X 1 - f - JJ. — x) - -, 

J0 1.2. . . ( / l - l ) 

ce qui donnera, en appelant 0, et 0 deux coefficients 
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indépendants compris entre o et i, 

(0 

R = 
i. 2. . . n 

+ F" [ * Hr * (i - 0, )] j. 

Donc finalement, représentant par Rw la forme géné-
rale du reste, en laissant au lecteur le soin de particula-
riser suivant les cas, on pourra écrire 

/ F(x) — F(x0) 

) = xF\xQ) - x0F'(x) -h - F«(x) 

F71-1 (x0) F"-*(»-f-R„. 
i.'i...{n — i) i.2. ..(/*— i) 

Annulant l'une quelconque des limites, cette formule se 
réduit à la formule de Maclaurin. 

3. L'intégration par partie appliquée à la transformée 
de l'expression 

/ a. 

F (a -h x) dx 

où a est une constante, eût donné la formule suivante : 

= f£F'(a+*)-+- ^ - F " ( a + x 0 ) - ^ F ' ' ( a + x ) 

RPLL— 1 

. 2 . . . ( — 1 ) 

F"-1 (a -j- a?) -h R£. 
[ .2. . .(/I — i) 

en indiquant par R* la forme générale des restes précé-
dents dans lesquels on est parti de la forme 

f ^ , , xn~ldx 
F " ( A - H H- JJL — X ) -1.2 ...in-
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au lieu Je 

I Fn(lX.-\- IX — X) ; Clx. I \i l-r- r / _ ( / ¿ _ x ) 

Annulant dans cette expression Tune quelconque des 
deux limites, on trouve la série de Taylor*, posanta = o, 
on retrouve la série (1)5 posant à la fois a = o avec 
ou = o, on retrouve la série de Maclaurin. Le déve-
loppement (2) est donc une formule synthétique qui 
renferme comme cas particuliers les trois formules pré-
cédentes. 

Remarques. — Le procédé de l'intégration par parties 

appliqué : i° à la transformée de / F ' [ x ) d x donne 
Jo 

directement la série de Maclaurin; 20 à la transformée 

de / ¥\x -h x0 ) dx, celle de Taylor. 

4. Les développements (1) et (2) sont encore vrais, 
au cas où la fonction à développer dépend de plusieurs 
variables indépendantes: les conditions de continuité de 
la nouvelle fonction restant, bien entendu, les mêmes 
que ci-dessus. 

Soient, par exemple, F u n e fonction de deux 
variables et t une variable auxiliaire, on peut toujours 
poser 

x~ht, y—kt, 

h et A représentant deux constantes arbitraires; ceci 
donne 

F(xyy) = F(ht, to) = <?(*), 
et aussi 

F(x0,y0) — F(ht0, kt0) = o(i0); 
par suite 
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en posant 

_d¥ dF d*o_ 
xyUhk - d x H" ¿p * > - xyD^, 

> 

d'après la notation symbolique ordinairement usitée. 

^ 1 - • - • f d ¥ , d F V Cela pose, si nous représentons par ( x -f-

ou encore par xyD^y //ùme différentielle totale de 

dans laquelle on a remplacé dx et djr respec-
tivement par x et j , on pourra évidemment écrire 

- T)i t ¿2 - D1 
—Xoyo^xy") L0 ^ —xy^jr0yof 

d2v d2 C5 / l — D2 / i- — D2 
dt2 — xoy^xy* 0 — xy^xoy*) 

dn© dno t—1— T)n t ' — D" —^oro^xj) —ary^OJ-O-

Remarquons maintenant que nous avons trouvé 
comme formes du reste de la série (i) suivant les cas, 

- 1 . 2 . ; 

on aura, d'après les notations qui précèdent, pour for-
mer des restes de la nouvelle fonction, 

p [.rpO-Kr(1—8)1 [ y n ( H - y ( l - 6 ) 1 P a r y — [a?oO-Kg(l-8)1 [ y o S + y d - l » ! D ^ y o 

1.2.3. . .n 

et 

p [ir t>-Kr(i-e)Î f v o - f - r f l - 8 H \x»<l 0, )+x] ly„( i - 0, ) + y l ^xêy0 

1 . 2 . 3 . . . « 
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La série (i), appliquée à F(.r, y ) , donnera doue 

•TvD.-o.Vn 
F(J L \ Y ) — F ^ , )'/» ^ ^ ^ 

TV? 1 rvi i 
+ ^ w v — + H 

I . 2 . . . { n — I ) 

l>-j-y) aurait fourni un développement ana-
logue, et le résultat est tellement évident que nous ne 
pensons pas devoir insister. 

5. Le principe du n° 1 peut trouver d'autres applica-
tions intéressantes dans la recherche de certaines inté-
grales définies. Je me bornerai cependant à énoncer le 
fait, en faisant toutefois mention de quelques transfor-
mations qui peuvent alors être mises en usage et en me 
bornant à un exemple. 

INous avons trouvé 

I F ( x ) dx - : I F ( ¡j.j -h ¡x — x ) dx. 
1 >t ¡M 

i° Si dans cette formule on suppose ¡JL, = — a, on 
aura 

l F ( X ) dx : : i F ( — X ) dx. 
* - V. • [J. 

2° Si la fonction F(.r) à intégrer se trouvait de la 
forme 

A < •r ) A {* ) h ( ) • • • fP ( ^ )/,>+1 ( ).../« ( ), 

on pourrait évidemment écrire, d'après le principe (i), 

I A ( ^ -+- [x — ( ji.! + ;x — x)f-A [¿ — x). . . 

'<//>{iJ-1-t- — x)fp+1UO •. / , , O ) ^ 

l f l W/s ÚO/a U') ...//, (¿0//M-1 ( ¡¿1 -i- ~ • . • 
'.M 

X /« 1 — x ) dx-. 
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En particulier, si l'on a l'intégrale 

(a) j x>>~l(i — xyi-Uix, 
* o 

par exemple, on en conclura tout de suite l'équivalence 
de 

3° La considération de l'intégrale comme une aire 
plane nous conduit enfin à écrire immédiatement 

f F(x)dx= f F ( x ) dx -f- j F(<x[-+{x-~x)dx, 

ou indifféremment 

j F {x)dx— Ç F ( x ) dx -i- j " F — x) dx. 
r̂i >J'l ^ ¡x -+-

2 ~ " 2 

Ainsi, par exemple, dans l'intégrale précédente (a), 
posons 

p — fj — i — — 1; 

on pourra écrire 

r 1 - t / 2 ( I —• x ) 2 C/J? 

î i 

r* - t --i r 2 --1-— I x - ( i — ¿r ) 2 dx -j- I ( i — x ) 2 »r - ¿/¿t 
o * c O 

1 
" T - 1 

— 21 x 2 ( i — ,r j 2 c/.r. 

' o 

Prenant la transformée de cette intégrale nouvelle, elle 
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se réduira à 

j* (l — X*y*dxr=L j (I— Kdx 

/ • 71. = (arc sin 2X)0 — 

d'où, finalement, 

r 1 i - 1 

I X~2(L — X ) ldx — T,. 
. /o 

T H É O R È M E M ; C I N É M A T I Q U E ; 

PAR M. E. H\BIGH, 

Directeur de l'Ecole spéciale des Constructions et des Mines, à Lima. 

Soient (A) une courbe tracée sur le plan d'une figure 
mobile dans son plan; (B) son enveloppe sur le plan 
fixe; (C) et (C') les courbes roulantes, c'est-à-dire les 
lieux du centre instantané de rotation sur le plan fixe, et 
par rapport à la figure mobile. 

Soient K' et K les centres de courbure de l'envelop-
pée (A) et de son enveloppe (B); 0< le point actuel de 
contact des lignes ( C') et (C), c'est-à-dire le centre in-
stantané de rotation; et 0 2 le centre instantané géomé-
trique du second ordre. Ce dernier point est situé, 
comme on sait, sur la normale commune aux courbes 
roulantes, et à une distance de O! égale à 

o , o , • HFV 

R et R' étant les rayons de courbure des lignes (C) et 
(C) . 
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On détermine le centre de courbure de l'enveloppe 
(B) ou, ce qui revient au même, de la trajectoire décrite 
parle centre de courbure R' de l'enveloppée (A), par 
la formule connue, 

(0 = % 

H est la projection du centre instantané du second ordre 
0 2 sur la normale K'0 4 . 

Pour interpréter géométriquement la formule (i), 
prenons un point quelconque I du plan, joignons-le aux 
points K', 0< et à la projection H du centre instantané du 
second ordre 0 2 , traçons par le centre 0 { une parallèle 
0 4 L à HI, et par le point L où cette parallèle rencon-
tre K/I, la droite LK parallèle à 10« : cette dernièrejren-
contre K/04 au centre K de l'enveloppe (B). 

Effectivement on a 

K K ' KJh K / 0 1 

K O , ~~ K l ~~ K ' H ' 
d'où 

K K K J I Î ' 

Dans les constructions de la formule (i) que nous 
avons eu l'occasion de rencontrer, dans les ouvrages 
qui traitent de cette question, on suppose le point I en 
coïncidence soit avec le centre 0 2 , soit avec un point 
quelconque de la droite 0 2 H. 

Une construction inverse donnerait la projection H 
du centre de second ordre 02 , connaissant les centres de 
courbure R', R et le centre instantané de rotation 0 2 . 

Il est évident que cette construction est applicable au 
cas çù le centre du second ordre 0 2 se trouverait sur la 
normale commune à l'enveloppée et à l'enveloppe, c'est-
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à-dire quand il serait sa propre projection. En particu-
lier, connaissant les lignes roulantes (C) et (C'), elle 
permettra de déterminer le centre instantané du second 
ordre 0 2 , comme l'avait déjà indiqué M. Pli. Gilbert 
dans son excellent Cours de Mécanique analytique 

(1877, p. 58). 
Soient maintenant V et h les centres de courbure 

d'une seconde enveloppée (a) et de son enveloppe (Z>), 
et h la projection du centre instantané du second ordre 
0 2 sur la normale OjA7. 

Prenons le point d'intersection des droites À'K' et /¿H 
qui unissent respectivement les centres de courbure kJ 

et K' de deux enveloppées (a) et (A) et les projections 
h et H du centre 0 2 sur leurs normales, pour le point 
1 de la construction donnée plus haut, et achevons-la. 
O11 aura O j L parallèle à IIM, et les deux centres de 
courbure k et K des enveloppées (b) et (B) se trouve-
ront sur la même droite LKA parallèle à 0<L On peut 
donc énoncer le théorème général suiv ant : 

Dans le mouvement d'une figure plane dans son 
plan, les droites passant par les centres de courbure 
de deux lignes de la figure mobile et par les centres 
de courbure de leurs enveloppes sur le plan fixe se 
rencontrent en un point de la droite menée par le centre 
instantané de rotation, parallèlement à celle qui joint 
les projectiojis du centre instantané du second ordre, 
sur les normales au premier et au second système d'en-
veloppées et d'enveloppes. 

Si le centre instantané du second ordre se trouvait 
sur une des deux normales, il serait lui-même sa propre 
projection, et la droite O t L serait perpendiculaire à 
l'autre normale. E11 particulier, si un des deux systèmes 
de courbes tangentes («), (A) ou (B), était con-
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stitué par les courbes roulantes (G) et (C) , on obtien-

drait le théorème du à Euler (*), mais attribué généra-

lement à Savary, qui l'avait énoncé sous une forme plus 

explicite que Euler, dans ses Leçons de Mécanique à 

l'Ecole Polytechnique, à savoir : 

Les droites qui joignent les centres de courbure de 
l'enveloppée (A) et de la courbe mobile (C') d'une 
part, et de Venveloppe (B) et de la courbe fixe (C) de 
l'autre, se coupent en un point de la perpendiculaire 
élevée au centre instantané de rotation sur la normale 
commune à Venveloppe et à V enveloppée. 

Une construction inverse de la construction générale 

que nous avons donnée permettrait de déterminer, avec 

la même facilité, les projections h et H du centre in-

stantané géométrique du second ordre 0 2 , connaissant les 

centres de courbure À7 et K' des enveloppées (a) et (A) 

et k et K de leurs enveloppes (A) et (B), correspondant 

(') Supplementum de figura dentium rotarum. {Novi Commen-
tarii Academice Petropolitance, t. XI, pro anno 1765; imprimé en 
1767, pages 307 á 231). 
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à la position considérée delà figure mobile. Les projec-

tions h et H une fois déterminées, on n'aurait qu'à tra-

cer une circonférence de cercle par ces deux points et 

le centre instantané de rotation O*, pour avoir la cir-
conférence des inflexions dont le diamètre passant par 

donne la direction de la normale commune aux 

courbes roulantes (C7) et (C), et le point diamétrale-

ment opposé à O* est le centre instantané du second 

ordre 0 2 . 

Nous n'insisterons pas sur d'autres manières de dé-

montrer notre théorème général et sur ses conséquences, 

l'objet unique de cette Note étant de l'établir par la 

voie qui nous a paru la plus directe et la plus simple. 

RELATION ENTRE LES DISTANCES MUTUELLES : 1° DE QUATRE 
POINTS SITUÉS SUR UN MÊME CERCLE-, 2° DE CINQ POINTS 
SITUÉS SUR UNE MÊME SPHÈRE; 

PAR M. X. ANTOMARI, 

Professeur au lycée de Carcassonne. 

MM. Rouché et de Comberousse, dans leur excellent 

Traité de Géométrie, établissent ces relations en s'ap-

puyant sur la règle de multiplication de deux détermi-

nants. 

Voici une démonstration qui nous paraît nouvelle. 

Soient ( i ^ j i ) , (x2, j 2 ) , ( .r3 , j3) , ) les coor-

données rectangulaires de quatre points A, B, C, D situés 

sur un même cercle; et c,, dK les distances res-

pectives de ces quatre points à un point quelconque 

du plan. Exprimant que ces quatre points sont sur un 
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même cercle, 011 obtient quatre équations de la forme 

a\ 4 - A ^ J -H ¡Îy t 4- Y — O, 
b\ H- ctœ2 H- $y2 4- y =: o, 

c\ 4 - PR3-F- Y — O, 

rf* -h a.r4 4- pyk 4- V — o. 

L'élimination des constantes a, ¡3, y donne 

a? yt i 

y2 i 

Cï y% I 

^î J4 I 

On voit sans difficulté que cette relation exprime que : 
Dans tout quadrilatère inscriptible, si l'on multiplie l'aire 
du triangle formé par trois sommets, par le carré de la 
distance du quatrième sommet à un point quelconque du 
plan, la somme des produits relatifs à deux sommets op-
posés est égale à la somme des deux autres. 

Si donc A est l'aire du triangle opposé au sommet A, 
B celle du triangle opposé au sommet B, etc., la relation 
précédente peut s'écrire 

A a \ — B b \ 4 - Cc\ — Y)d\ — o. 

Soient 0 2 ? O s , 0 4 trois autres points quelconques du 
plan, a2 , b2-) c2, les distances respectives du point 0 2 

aux points A, B, G, D, etc. On aura, comme plus haut, 

ka\ — Bb\ 4- Cc\ — T>d\ = o, 

Aa\ — B b\ 4 - Ccl — Dd\ = o, 

A a \ r B b\ 4 - Ccl - Bdl = o. 

L'élimination des constantes A, B, C, D entre ces 
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quatre dernières équations donne la relation 

a\ d\ ; 

a\ b\ d\ ! 

«1 l'î <n \ 
al b\ cl ai 1 

qui est une relation entre les distances respectives de 
quatre points d'un cercle à quatre points quelconques de 
son plan. 

Pour en déduire la relation que nous avons en vue, il 
suffit de supposer que Ot coïncide avec A , 0 2 avec B, etc. 

Le même procédé est applicable à la recherche de la 
relation entre les distances mutuelles de cinq points sur 
une même sphère. 

Enfin on peut l'appliquer à la recherche des relations 
entre les distances mutuelles de cinq points situés d'une 
manière quelconque dans un plan, de six points situés 
d'une manière quelconque dans l'espace. 

Cette recherche se fait sans difficulté à l'aide de ce qui 
précède; pour cinq points d'un plan, cette relation est 

0 dlti du. d 

O d-2 5 3 d«, 4 d%, rf,,. 0 dif, 

¿A,2 O rh, 
d3li d-., 3 0 

<7/,* désignant le carré de la distance du point i au point /v, 
en appelant i , 2, 3, 4i 5 les cinq points, et en posant 
(hk = dki. 
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COMPOSITIONS DONNÉES AUX EXAMENS DE LICENCE DANS 
LES DIFFÉRENTES FACULTÉS DE FRANCE, EN 1880 

[SUITE ( ' ) ] . 

Bordeaux. 

Composition d'Analyse. — Équation différentielle 
des trajectoires orthogonales des courbes représentées 
par une équation contenant un paramètre variable. 

Extension aux trajectoires obliquangles. 
Application aux trajectoires orthogonales des courbes 

représentées par l'équation 

x1 -i- y2 — 2 X x H- a2 = o, 

\ étant le paramètre variable. 
Etendre, si le temps le permet, la recherche des tra-

jectoires orthogonales ou obliquangles au cas des courbes 
représentées par des équations en coordonnées polaires. 

Composition de Mécanique. — Un point matériel M 
assujetti à rester sur une droite CD est attiré vers le 
point O par une force qui varie en raison inverse du 
carré de la distance. Ce corps part sans vitesse d'un 
point A de la droite. On demande : 

i° De déterminer la vitesse du point M à un instant 
donné (indiquer diverses méthodes); 

2° De trouver la pression exercée par le point M sur la 
droite O A ; 

3° De résoudre complètement le problème en suppo-
sant les angles O et X , que font les droites OM, OA avec 

(1 ) Nouvelles Annales, 3e série, t. t, p. i33. 

Ann» de Mathémat3e série, t. I (Octobre 1883). 3o 



( 466 ) 

la perpendiculaire à CD, assez petits pour que l'on 
ô2 a2 

puisse poser cos9 = i cos a = i — — • Exprimer 

en fonction de 9 le temps t que le mobile met à atteindre 
une position M quelconque ; 

4° De déterminer la longueur L du pendule simple 
OM' qui, vu du point O, paraîtrait osciller dans le même 
temps que le point M (OM et OM; doivent toujours 
former le même angle 8 avec la perpendiculaire à CD, 
au degré d'approximation indiqué). 

Epreuve pratique. — Le 12 mars 1880, on a ob-
servé a d'Orion vers l'Ouest, à 14° 23 au-dessus 
de l'horizon. On demande de calculer l'heure sidérale 
de l'observatoire et l'azimut de l'étoile à l'instant de 
l'observation. Les coordonnées dea d'Orion sont 

3tz=5h48m42s,2I, 

8 7°22f 57", 2. 

La latitude du point d'observation est 44°5or 19^,0. 

Caen. 

Composition de Géométr ie analytique. — Trouver 
le lieu des foyers d'une hyperbole dont on connaît un 
sommet et une asymptote. 

Composition d*Analyse et de Mécanique. — i° Cal-
culer 

/ 
2" «2cos2¿r 4- b2 sin2x , 

— 5 • ,— dx. 
c- cos- X -h dl sin2 x 

2° Déterminer sur une surface gauche de révolution 
les trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes. 

3° Déterminer l'accélération totale d'un point, con-
naissant son mouvement relatif par rapport à certains 
axes et le mouvement de ces axes. 
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4° Une barre homogène et très mince, reposant sur 

un plan horizontal parfaitement poli, est choquée par 
une bille dont la vitesse est perpendiculaire à la barre ; 
en supposant les deux corps parfaitement élastiques, on 
demande le mouvement qu'ils prendront après le choc. 

Épreuve pratique. — Résolution d'un triangle sphé-
rique. 

Grenoble. 

Composition d*Analyse. — Trouver une courbe 
plane telle que, si d'un point iixe pris dans son plan on 
mène des rayons vecteurs à ses différents points, le lieu 
de la projection du centre de courbure sur le rayon 
vecteur correspondant soit une courbe symétrique de 
la proposée par rapport au point fixe. 

On vérifiera que la courbe trouvée satisfait bien à la 
condition énoncée. 

Composition de Mécanique. — On donne un cy-
lindre vertical à base circulaire, et par un point B de sa 
surface on lance un point matériel pesant, assujetti à 
rester sur la surface de ce cylindre. La vitesse initiale 
est VG; elle fait un angle a avec la génératrice du 
point B. 

On demande de déterminer le mouvement du point. 
On demande en outre de déterminer à quelle hauteur 
maximum il s'élèvera. 

Quelle doit être la vitesse initiale V0 pour que le 
point, en atteignant cette hauteur maximum, se retrouve 
sur la génératrice du point de départ B? 

Trouver la forme que prend la trajectoire du mobile 
lorsqu'on développe la surface cylindrique sur un plan. 

Calculer la réaction du cylindre sur le point. 

Épreuve pratique. — On a mesuré en un lieu de 
la Terre les hauteurs d'une étoile et du centre de la 
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Lune au-dessus de l'horizon, ainsi que leur différence 
d'azimut, et l'on demande sous quel angle leur dis-
tance serait vue du centre de la Terre, en tenant compte 
de la réfraction. 

Données. 

Hauteur de l'étoile 
Hauteur du centre de la Lune 35°2o' 
Différence des azimuts I3°I5' 
Parallaxe horizontale de la Lune. . 

Réfraction 60", 6 tang£, z étant la distance zéni-
thale de l'astre. 

Lyon. 

Composition d'Analyse. — On demande d'intégrer 
l'équation 

(/3-f- 2xy2)dy — 2y*dx 4- (x-hy) (xdy —- xdx) — o. 

On indiquera de plus la marche à suivre pour trouver 
un facteur d'intégrabilité homogène, quand l'équation à 
intégrer présente cette forme. 

Composition de Mécanique. — Un mobile libre, non 
pesant, est attiré vers deux centres fixes par deux forces 
proportionnelles à la distance et dont les intensités sont 
respectivement comme 1 à 3, à l'unité de distance. 

On demande d'étudier le mouvement du mobile en 
supposant qu'il soit d'abord en repos et que le mouve-
ment ait lieu, soit dans le vide, soit dans un milieu ré-
sistant. On admettra dans ce dernier cas que la résis-
tance est proportionnelle à la vitesse et a un coefficient 
très faible. 

Épreuve pratique. — En un lieu dont la latitude 
est égale à 48°5o'49'\ o n trouve, à un moment donné, 
pour hauteur d'une étoile i3°57' 5a" et pour déclinaison 
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2. On demande l'angle horaire de l'étoile au 

moment de l'observation. 

Montpellier. 

Composition d'Analyse. — Déterminer l'équation 
finie d'une courbe gauche d'après les conditions sui-
vantes : 

i° La courbe est située sur la surface du cône 
x2-\-y~ = k-z-', 

Toutes les tangentes à cette courbe rencontrent le 
cercle 

Rectification de la courbe. Calcul de la surface du 
cône comprise entre l'arc de la courbe et deux généra-
trices fixes. 

Composition de Mécanique. — Equations de l'équi-
libre d'un fil flexible. Application à la chaînette. 

Epreuve pratique. — On a trouvé pour les distances 
zénithales de deux étoiles les valeurs 

£ =73° i9'26", 5, 

z' = 4o°53'56",3, 

leurs déclinaisons étant d'ailleurs 

Dz=Z69°55/36/,4, 

D'=8I«34', 

et la différence JK—JR! de leurs ascensions droites 
étant 

780 4 9 ' 3 8 " , 3 . 

On demande : i° d'indiquer les opérations à effectuer 
pour trouver l'angle du vertical d'une de ces étoiles et 
de son plan horaire ; 20 en supposant que cet angle ait 
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été trouvé égal à 43° 29'8", 3, calculer la latitude du lieu 
et l'angle horaire correspondant à l'observation des 
deux astres faite simultanément par deux observateurs. 

Nancy. 

Composition d'Analyse. — i° Soit une intégrale 

r b 
définie / f(x)dx, dans laquelle f(x) devient infinie 

do 
pour une valeur x — c comprise entre a et b ; suppo-
sons qu'on puisse mettre f(x) sous la forme 

(c — x)'1 

n étant positif, et ®{x) n'étant pas nul pour x = c et 
restant fini entre x = a et x = b. 

On demande d'expliquer dans quel cas I f(x)dx 

b 
ra fini, dans quel cas J f (x) dx. sera infini. sera 

Exemples à prendre : 

x dx 

r 3 
y.%¿ ^ 0 X 

cos~'; x sin~? x dx. 

On demande de démontrer que I f(x)dx peut être 
d a 

indéterminé. Les candidats choisiront pour exemple 

5 et montreront comment cette intégrale pourra x 
dx 

devenir déterminée si l'on fait varier x de — 1 à + 1 
en le faisant passer par des valeurs imaginaires. 

20 Prouver que l'équation différentielle 

. .. d2 y dy . . 
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où n est un nombre entier positif, peut être satisfaite 

par un polynôme entier et comment on peut en con-

clure la solution générale. 

Composition de Mécanique. — i° Démontrer le 

principe de d'Alembert. 

2° Étudier le mouvement du pendule cycloïdal dans 

un milieu qui résiste proportionnellement à la vitesse. 

Epreuve pratique. — Résolution d'un triangle sphé-

rique. 

Toulouse. 

Composition dyAnalyse. — On considère la surface 

enveloppe de la sphère représentée*par l'équation con-

tenant deux paramètres arbitraires a et by 

+
 2 + j > - F (b)Y = f(a), 

F et o étant deux fonctions données quelconques. Trou-

ver les lignes de courbure de cette surface. On mon-

trera que les lignes de courbure sont des lignes planes 

et que les plans d'un des systèmes sont parallèles au 

plan des yz. 

Composition de Mécanique. — Une plaque pesante, 

homogène, infiniment mince, d'égale épaisseur et dont 

la forme est celle d'un triangle rectangle, peut tourner 

dans un plan vertical autour d'un axe perpendiculaire à 

ce plan et passant par le sommet de l'angle droit. Dé-

terminer : 

i° L'angle que fait l'un des côtés de l'angle droit 

avec l'horizontale située dans le plan d'oscillation de 

la plaque et passant par le sommet de cet angle droit, 

quand la plaque est en équilibre ; 

2° L'amplitude des oscillations que la plaque exécute 
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lorsqu'on l'abandonne à son poids après avoir amené le 
côté considéré dans une position horizontale. 

Epreuve pratique. — Une étoile don t la déclinaison 
est + i5° passe au méridien d'un lieu à i[l (temps si-
déral). La latitude du lieu est 35°. A quelle heure 
sidérale l'étoile se couchera-t-elle? [A suivre.) 

CORRESPONDANCE. 

Lettre de M. Ii. Faure, chef d'escadrons d'Artillerie 
en retraite. 

Dans mon Mémoire sur la Théorie des indices, j'ai 
démontré le théorème suivant {Nouvelles Annales de 
Mathématiques ; 1876, p. 317) : 

Si l'on prend sur une sphère de rayon R, dont le 
centre est au point O, deux points a! et b\ et sur une 
autre sphère de rayonW, dont le centre est au point O', 
deux points a et b, on a la relation 

aa! . bb' — ab' . ba' 
— ^ab.a' b'[RW cosT(f cosô + (O. y) (O' , y') cos DD'], 

dans laquelle y et •/ indiquent les droites ah, a!b' 
( o , y) et (0',y') sont les dislances-des centres à ces 
droites, Q est l'angle sous lequel se coupent les sphères, 
enfin D et D'sont les plans diamétraux Oab, Qfa!b!. 

La question 1414 est un cas très particulier de cette 
relation. Il suffit d'y supposer : i° que les sphères O 
et O' se coupent à angle droit} 20 que les plans D et 0 
sont rectangulaires. 

Ce] a suffit pour que 1 a relation indiquée par M. Schröter 
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ait lieu. Pour avoir l'énoncé même de la question 1414, 
il faut encore supposer que les plans D et D' passent par 
la ligne des centres. 

Note du l'édacteur. — La démonstration directe du théorème de 
M. Schröter, dont l'énoncé est très simple, n'exige la connaissance 
d'aucune nouvelle théorie ; elle s'appuie entièrement sur les proposi-
tions les plus connues de la Géométrie élémentaire. La question 1414 
reste au nojnbre des questions proposées dans les Nouvelles Annales 
de Mathématiques. (G.) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1337 
( voir a* série, t. XVITI, p. 480) ; 

PAR M. E. FAUQUEMBERGUE . 

Trouver un cercle par rapport auquel la cissoide se 
transforme en elle-même par polaires réciproques. 

( F . F O U R E T . ) 
Soit 

(1) F(x, y) = x(x2y2)— ay2 — o 

l'équation de la cissoide donnée. Cette courbe étant sy-
métrique par rapport à l'axe des x , le cercle directeur 
cherché aura son centre sur cet axe, et son équation sera 
de la forme 

(2) f(x, y) = x2-hy2-\-Ax-+-G=zo. 

On obtiendra l'équation de la courbe polaire réci-
proque de la cissoide en éliminant x et y entre l'équa-
tion (1) et les relations suivantes : 

f* 1 fy\ 
F.;, ~ F ; ~ F: ' 
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c'est-à-dire 

, o\ 2«rt 4- A yi __ A ^ + a C 
3 ̂  + /(¿r— a) — a y2 

Multipliant les deux termes du premier rapport par a 
et ajoutant ternie à terme avec le dernier, on en déduit 

(2a + A)^, + A« + 2G i yt 

3 a x2 y(x — a) 9 

et 
{ia 4- A) xt-+- Aa 4- iC i A t r 1 4-2C 

3 a x2 — a y2 

Si, maintenant, on multiplie ces deux proportions 

l'une par l'autre, après avoir élevé la première au carré, 

on obtient 

+ + + 2 C l 3 1 __ y\{Aa^-j-aC) 
L 3a J —ay\x — aY 

Or, l'équation (1) peut s'écrire 

(5) x3—(a — d?où x6-=:(a — x)-yk; 

l'équation (4) devient donc 

"(2a + A) ^ + A a + 2CI 3 y\ - — i -+- — A ^ + 2C) = 0. 3a A a 

Pour identifier cette équation avec l'équation (5)> il 

suffit de poser 

2 a 4- A = 3 a et A a 4- 2 C = o, 
d'où 

A = a et C — 
2 

Par suite, le cercle cherché a pour équation 

4- y2 4- a x ~ o, 
2 



ou 

4 ' 

Note. — La même question a été résolue par MM. Moret-Blanc et 
Leinekugel. 

Question 1404 
(•oir 3* série, 1 .1 , p. 335); 

PAR M. MORET-BLANC. 

On peut toujours trouver deux nombres t et u, tels 
que 

A ¿ 3 H - B W 2 - T - C 

soit divisible par y; A, B, C étant trois nombre sentiers, 
positifs ou négatifs, non divisibles par n. 

( P E L L E T . ) 

Il suffît de prouver que l'on peut toujours choisir t 
et u de telle sorte que le résidu de Ai 3 + B u2, par rap-
port au module 7, soit l'un quelconque des nombres 1, 
2, 3, 4î 6} et, par conséquent, qu'ajouté au résidu 
de C, il donne une somme égale à 7. 

Les résidus de t3 sont o, 1, 6; ceux de u2 sont 0 , 1 , 
2 , 4. 

On a donc la Table de résidus suivante : 

A. A t3. B. Bu2. 

1 o , i , 6 1 0 , 1 , 2 , 4 

2 o , 2 , 5 2 0 , 2 , 4 , 1 

3 o,3,4 3 o,3,6,5 

4 o,4,3 k o,4>i>2 

5 0,5,2 5 o,5,3,6 

6 0,6,1 6 o,6,5,3 

Il faut vérifier que, quels que soient les résidus de A 
et B, on obtient les nombres 1, 2, 3, 4? 5, 6 en ajoutant 
un résidu de At3 à un résidu de Bu2. La vérification se 
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fait immédiatement sur les deux premières lignes; or 
elle suffit, car, en multipliant les résidus 1 ,2, 3, 4? 6 
par un nombre quelconque premier avec 7 et divisant 
par 7, on ne fait que reproduire les mêmes résidus dans 
un autre ordre. 

La vérification des lignes 1 et 1 entraîne donc la 
vérification des lignes 2 et % 3 et 3, 4 et 4, 5 et o, 6 et 6; 
et, par suite de deux lignes de rangs quelconques, car 
on a toutes les combinaisons de valeurs, comme on le 
voit dans le tableau. Le théorème est donc démontré. 

Question 1408 
(voir 3* série, t. I, p. 330), 

PAR M . L I O Î V N E T . 

Trouver les nombres pairs et positifs ayant chacun 
cette curieuse propriété d'être d'autant de manières la 
somme de deux impairs premiers que celle de deux 
impairs composés. (LIONNET.) 

Pour résoudre ce problème, nous ferons usage de la 
formule 

dont nous avons donné la démonstration (4), et dans 
laquelle q désigne le plus grand nombre entier contenu 
dans le quart d'un nombre pair et positif quelconque 2 a, 
x le nombre des manières dont 2 a est la somme de deux 
impairs premiers, y celui dont 2a est la somme de deux 
impairs composés et inégaux, et z celui des impairs pre-
miers inférieurs à i a . 

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques. 2® série, t. XVIII, 
p. 356. 
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Cela étant, nous distinguerons trois cas, selon que a 
est pair, impair premier, ou impair composé. Dans chacun 

des deux premiers cas, 2a n'étant pas la somme de deux 

impairs composés égaux, chaque fois que nous trou-

verons x = y ou, bien plus facilement, q = z, nous 

aurons pour ia une solution du problème proposé. Dans 

le troisième cas, il faudra qu'on ait x =-y H-1 ou 

q — z = — 1. Or, de 2 à ia = 122, on ne trouve 

que les six solutions comprises dans le tableau suivant : 

2 a.... . q 4 - x — y 4 - Z, 
96.. . . . 244 - 7 = 7 " » - 2 4 , 

9 8 . . . , .. 24-h k= 34 h 25, 

1 0 0 . . . 25 -h 6 = 6 H h 25, 

1 0 2 . . . , , . 25 4 r " 9 = SH r 26, 

I 2 0 . . . 3o -h I 2 =12 H h 3o, 

122 . . . . , . 3o -h 4 = 4-h 3o, 

et, pour chacune des trente valeurs suivantes et consé-

cutives de 2 a : 

122 + 2, 122 H— 1 2 2 4 - 6 0 = 1 8 2 , 

on trouve constamment q — z^> o. S'il en est ainsi pour 

toute valeur de ia >> 182, il est clair que les six nombres 

inscrits au-dessous de 1 a dans le tableau précédent ré-

pondront seuls à l'énoncé. C'est ce que nous allons 

établir en nous appuyant sur le principe suivant : 

Quelle que soit la différence q — z (négative, nulle 
ou positive ), relative à un nombre pair 2 a ^>5, la diffé-
rence (f—z\ relative au nombre pair 2 ci •=. ia-\- 60, 
sera au moins égale à q — z. 

En effet, comme on aura qf—q=i 5, il suffira de 

prouver que zf — z est au plus égal à i5, c'est-à-dire 
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que, parmi les trente impairs consécutifs, 

il y a au plus quinze impairs premiers ou au moins 
quinze impairs composés. Or, parmi trente impairs con-
sécutifs > 5, il y a : i° deux impairs composés multiples 
de i 5 ; 2°(6 — 2) = 4 impairs composés multiples de 5 
et premiers k 3 ; 3° (io — 2) = 8 impairs composés mul-
tiples de 3 et premiers à 5 ; 4° a u moins 4 impairs com-
posés multiples de 7, dont il faut déduire au plus un 
multiple de 35 pouvant se trouver parmi les multiples 
de 5 déjà comptés comme impairs composés, puis deux 
multiples de 21 pouvant se trouver parmi les multiples 
de 3. Il restera donc au moins un impair composé mul 
tiple de 7 et premier à i5, lequel nombre 1, ajouté au 
nombre (2 -f- 4 4- 8) = i4 des impairs composés non 
premiers à i5, donne un minimum de quinze impairs 
composés différents. 

Ce principe étant démontré, si l'on ajoute 60 à chacun 

des trente nombres pairs consécutifs 124, 126, . . 182 

pour chacun desquels 011 a q — z o, on obtiendra une 

nouvelle série i84? 186, . . . , 242 de trente nombres 

pairs consécutifs faisant suite à la précédente, et pour 

chacun desquels 011 aura encore q — z o, et ainsi de 

suite 5 donc, en vertu de ce qui précède, aucune valeur 

de 2«, supérieure à 122, n'est une solution du pro-

blème proposé 5 c'est ce qu'il restait à démontrer. 

Question 1409 
(yoir 3* série, t. 1 , p. 336 ); 

PAR M. E. BÉNÉZECH, 

Elève au Prytanée militaire, à La Flèche. 

Quelle valeur faut-il donner à Vangle A au sommet 
d'un triangle isoscele ABC, pour que le quadrilatère, 
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ayant pour sommets les pieds A', B', C des trois hau-
teurs du triangle, et le milieu de la droite qui joint 
leur point de concours au sommet A, soit un parallélo-
gramme? (LION H ET.) 

Soient M le point de concours des hauteurs et D le mi-
lieu de MA. 

Les quatre points A', B', C', D se trouvent sur le cercle 
des neuf points du triangle. Tangle B'DC' est le supplé-
ment de B'A'C', et, comme ces deux angles doivent être 
égaux entre eux, pour que le quadrilatère B'DC/A' soit 
un parallélogramme, chacun d'eux est droit. Il faut, de 
même, que les angles DB'A', DC'A' soient droits. Le 
triangle ABC étant isoscèle, A'B' est égal à A'C: ainsi le 
parallélogramme est un carré. 

Le quadrilatère A B ' M C est inscriptible dans un cercle 
dont D est le centre : donc l'angle A est égal à 45° (' ). 

Note.— Même solution de MM. L. Reboul ; E. Dervillée ; Clausset; 
Clavel; Robaglia; Regnier, élèves au Prytanée militaire, à la 
Flèche ; et par M. Victor de Strékalof, à Saint-Pétersbourg 

M. Moret-Blanc a résolu la question au moyen de calculs trigono-
métriques qui ont donné, pour l'angle A, les valeurs 45° et i35®. 

QUESTIONS. 

1423. On donne une conique fixe et deux points A 
et A! situés sur une tangente à cette courbe. 

Par le point A', on mène une seconde tangente qui 

( 1 ) Cette solution suppose que le point de concours des hauteurs est 
intérieur au triangle ABC; lorsque ce point est extérieur au triangle, 
l'angle A est de i35°. Dans les deux cas, le côté du carré est égal à 
la moitié de la base du triangle. (G.) 
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touche en un point d la conique. On mène la droite Ad 
qui rencontre de nouveau la conique au point e, la 
droite Afe qui coupe la conique au point f\ et enfin la 
droite A f rencontrant de nouveau la conique au point g. 

Démontrer que la tangente à la conique au point g , et 
la droite hlef se coupent en un point de la seconde tan-
gente menée du point A à la courbe. 

( G E H T Y . ) 

1424. Etant donnés un ellipsoïde et un point A, on 
mène par ce point une sécante variable D} soit la 
droite conjuguée de D par rapport à l'ellipsoïde. Trouver 
le lieu de la projection M du point A sur la droite D*. 

( B A R B A R I K . ) 

1425. La normale en M à une parabole rencontre 
cette courbe en un second point N, et son axe en P. Par 
le point Q milieu de MN, on mène une parallèle à 
l'axe de la parabole, et du point M on abaisse la perpen-
diculaire MR sur cette droite : 

i° Démontrer que PR est perpendiculaire à MN; 
2° Trouver le lieu géométrique du point R lorsque le 

point M se déplace sur la parabole. 
(CHAMBOW.) 

1426. D'un point P pris sur la sphère circonscrite à 
un tétraèdre, on abaisse des perpendiculaires sur les 
quatre faces du tétraèdre : 

i° Démontrer que les pieds de ces perpendiculaires 
sont dans un même plan; 

2° Trouver l'enveloppe de ce plan. 
( FATJQUEMBERGUE . ) 
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SUR LES PROPRIETES MECANIQUES DE LA LEMNISCATE; 

PAR M. H. RESAL. 

1. Préliminaires. — On sait que la lemniscate de 

Jacques Bernoulli est un cas particulier de l'ellipse de 

Cassini, et qu«'elle est définie par la condition que le 

produit des distances de chacun de ses points m à deux 

points fixes ou foyers F, F' est égal au carré de la 

moitié k de la distance focale. 

Prenons pour origine des coordonnées le milieu O de 

FF'; pour axe des x la direction de la distance focale. 

On trouve facilemènt, pour l'équation de la courbe, 

(x~ -h y-)"2 2 k2 (y2— x2) — o. 

Soient r le rayon vecteur O//*, <p l'angle qu'il forme 

avec Ox, et posons 

(0 * = 4 = -
V2 

Nous aurons, pour l'équation polaire de la courbe, 

r2—a2 cos2<p. 

La lemniscate est formée de deux boucles qui se réu-

nissent à l'origine par un point double. 

Il nous sera plus commode, dans ce qui suit, de sub-

stituer aux axes coordonnés ci-dessus les droites qui 

sont respectivement inclinées sur eux de l'angle de 45°, 

et, en désignant par 9 l'angle formé par/* avec le nouvel 

axe des x, nous aurons 

(2) /'2=a2sin2 0, 

( 3 ) r — a y/sin2Ô, 

. a cos 2 6 .. 
(4) d r = - r = M . 

y sin 2 6 

Ann. de Mathérnat3e série, t . 1. (Novembre 1882. ) 3 l 
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i° Tangente.— On a 

¿0 
r dr = Ung2 ' 

ce qui exprime que /a tangente forme, avec le rayon 
vecteur, un angle égal au double de Vangle polaii e. 
On voit ainsi que les axes sont tangents en O ii la 
courbe. 

a0 Sous-tangente. — Elle a pour expression 

. A • r3 
r sin 2 0 =: — • 

a-

3° Rectification. — Si ds est l'élément de la courbe, 
on a 

dr ds cos 2 ô ; 

d'où, en vertu de l'équation (4), 
a dB 

(5 ) ds : 
y/sin 2 0 

î/0 
s — ai -

J y/sin2 0 
Si nous posons 

sin 2 6 = cos2 a, 

on a 

sin a cos a cos a ¿/a cos a ¿/a 
-

y/1 — cos4 a y/i -+- cos2 a y/2 y/1 — { sin2 a 

et 

* — * / V A — 
y 2 f y i — { s i n 2 a J ' \ l — { sin2 a 

fonction elliptique de première espèce, dont le module 

est y / î • On retombe ainsi sur une formule de M. Serret. 
4° Hayon de courbure. — L'angle formé par la tan-
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gente avec O x étant 39, Tangle de contingence est 3 rf9. 
Nous avons, en nous reportant à la formule (5), pour 
le rayon de courbure, 

ds a 
(6) 

ou encore 

3 d& 3 y/sin2ft 

(6') 

5° Quadrature.—L'aire comprise entre la courbe 0.r 
et un rayon vecteur quelconque a pour expression 

y « » ^ 0 2 

(7) A = - / r*dt = — I s i n 2 0 - y sin26. 
*Jo 2 Jo 4 

Pour une boucle entière 9 = 90°, d'où la valeur 
connue 

2 . THÉORÈME DE SALADINI ( * ) . — Quelle est, parmi 

toutes les courbes comprises dans un même plan ver-
tical ayant une même origine, celle pour laquelle un 
point pesant partant du repos en cette origine parcourt 
un arc de longueur quelconque dans le même temps 
qu'il mettrait ¿1 décrire la cçrde correspondante. 

(') Memorie del Istituto nazionale italiano, t. I, p. 49 (i8o4). 

Fu ss, en I 8 I 5 (Mémoires de l'Académie des Sciences de Saint-Pé-

tersbourg, t. I X ) , a donné, du théorème, une solution analytique 

plus simple que celle de Saladini. 

Enfin, en 1867 (Mémoires de la Société d'émulation du Doubs), 

sans connaître les auteurs précédents, je me suis posé la question, 

et je l'ai résolue géométriquement. J'ai reproduit cette solution géo-

métrique dans mon Traité de Cinématique pure, et dans mon Traité 

de Mécanique générale, t. I. 
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Soient 

Ox la verticale du point de départ O; 
/• le rayon vecteur d'un point quelconque m de la 

courbe; 
0 l'angle que forme ce rayon avec O x ; 
90 la valeur de cet angle en O. 

L'équation des forces vives appliquée au mouvement 
du point sur la courbe devient, en désignant par v la 
vitesse, 

- r-dV+dr«-
(8) (>-= =Z2£7'COSO, 

d'où, pour le temps employé à parcourir l'arc O/;/, 

/v^ 
•A. v 

dr* 

1= I V i g r cosO 

Le temps qui serait employé à parcourir la corde Oui 
sera donné par 

* t'1 
r ~ sr cosO - ? 

° 2 
d'où 

Egalant les deux valeurs de t que nous venons de 
trouver, il vient 

d'où, par la différendation par rapport à 9, 

.(ir . _ 
c o s O - + - sinO 

db — / — 
~ V dV ' 
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Si l'on élève au carré, on obtient 

dô 
rdr ~ tanS2°> 

ce qui est l'équation différentielle des lemniscates dontO 
est le centre, dont l'axe est incliné de 45° sur la verti-
cale, et qui sont représentées d'une manière générale 
par l'équation ( 2). 

En portant la valeur de r déduite de cette dernière 
équation dans la formule (9), on trouve, pour la durée 
du parcours de l'arc O m, 

t— 1 / 2 a Jsin20 — 2 1 / —\J tangO. 
\ g cosò V ¿>V2 

Si la courbe est l'axe d'un tuyau ayant une section in-
finiment petite, dans lequel le mobile est assujetti à cir-
culer, on voit que ce mobile ne reviendra jamais au 
point de départ O, puisque t est infini pour 8 = 90°. 

Supposons maintenant que le tuyau soit remplacé par 
un canal ouvert à l'intérieur de la boucle, et soit N la 
pression exercée par le mobile sur la courbe ; nous 
aurons, en remarquant que la composante normale de 
la pesanteur est ^sinSQ, 

c2 
N = h g sin 36, 

P 

ou, en remplaçant p, y2, r par leurs valeurs (6), (8) 
et (3), 

N = g ( 6 cosQ sin 2 0 -h sin 38) —.g sin 6(15 — 16 sin20). 

La pression sera donc nulle au pointde départ, croîtra 
avec 9 jusqu'au moment où l'on aura 

sin Ô — Ì y/5, d1où 0 = 53° 59'. 
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Le maximum de N sera ainsi 

N = f ^ = 1,1187^-

À partir de là, N décroitra et deviendra nul pour 

sinÔ — * y/i5 , d'où Q — 74°58'. 4 

Cette valeur de 9 déterminera la position du point 
d'échappement ; le mobile arrivé en ce point quittera la 
courbe et, en vertu de la vitesse acquise et de la pesan-
teur, tombera dans l'intérieur de la boucle en décrivant 
une parabole. 

J'espère pouvoir bientôt mettre en évidence, au moyen 
d'un appareil spécial, quelques-unes des propriétés mé-
caniques qui viennent d'être démontrées. 

3 . T H É O R È M E NE M . O . B O N N E T ( * ) . — Quelle est, 

parmi toutes les courbures ay ant une origine commune, 
celle pour laquelle un mobile partant de cette origine 
sans vitesse initiale, soumis à l'action d'une force 
dirigée vers un centre fixe et proportionnelle ¿1 la di-
stance, décrirait un arc quelconque dans le même temps 
quil mettrait ci parcourir la corde correspondante P 

Soient 

O le point de départ pris pour origine polaire; 
A le centre d'attraction; 
r = O m un rayon vecteur d'un point quelconque m de 

la courbe ; 
6 l'angle qu'il forme avec OA ; 
90 sa valeur au point O ; 

(l) Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. IX; 18^. 
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[x2.Am l'attraction exercée sur m, ¡JL étant une con-

stante ; 

/ la distance OA. 

/ • 

M\ 

Le principe des forces vives donne 

r2 öfö2 -h dr2 

dt* 
— (x2 (2/cosò — /-2); 

or, 

par suite, 

(.0) 

Am = / 2 +r 2 —2/ r cosò; 

r2 d^r -h dr2 

dt2 
{x2 ( 2 /r cosò — r2); 

On déduit de là, pour Je temps employé par le mobile 

à décrire l'arc Om, 

0 0 /V rfô2 

2 Ir cosO— 
¿0. 

En ce qui concerne le parcours de la corde 0/72, il 

suffit de supposer ds = dr et 9 constant dans l'équa-
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tion (10), ce qui donne 

~ = ji.2 ( 2 Ir cos ô r2 ), 

d'où, par la differentiation par rapport à 

d2r 

— — [x2 ( / cos 6 — r). 

équation linéaire dont l'intégrale est, en remarquant que 
v = Tt = p o u r 1 = 

( 1 2 ) /' — / C 0 S Ô ( l C O S f J L Î ) , 

d'où, pour la durée du parcours de la corde Om, qui 
doit être la même que celle qui est donnée par la for-
mule (11), 

(13) ¿ = - a r c c o s ( i — / cos 6 

En égalant entre elles les valeurs (12) et (i3), on ob-
tient 

\ l L C O S Ò / J V 2 //• C€ 

dr2 

/ 1 . « / arc cos 1 — ~ / V —; du ; 

•cosò — /•-

d'où, en différentiant par rapport à 9, 

,dr r dr* — sin Ò — cos ò — = cos 04/ r'2 H—7- ; 

tfò y db2 

et, après avoir élevé au carré, r T f = ta„g28, 

équation différentielle de deux systèmes de lemniscates 
ayant leur centre en O et dont les axes font un angle 
de 45° avec la droite OA. 
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4 . Démonstration géométrique du théorème précé-

dent ( 1 ). — Soient B la projection de A sur la direction 

de la droite Om, M l'une des intersections de la perpen-

diculaire élevée en m avec la circonférence décrite du 

point B comme centre, et dont le rayon est égal à BO. 

En supposant 9 constant, le point en parcourant la 

droite OB avec une vitesse initiale nulle, obéit à l'accé-

lération [JL2 X niB dirigée de m vers B; d'où il suit que 

m sera constamment la projection de M sur OB, en sup-

posant que le rayon B m soit animé autour de son centre 

de la vitesse angulaire fx. On a ainsi 

m B = MB cosfxi, 

ou 

l cos 6 — r — l cos Ô cos JJL t, 

ce qui n'est autre cliose que l'équation (12). 

En considérant maintenant t comme constant et 0 

comme variable, on voit que cette équation représente 

un cercle passant par le point O, dont le centre C est 

situé sur OcT, et dont le rayon est 

OC = - (1 — cos ]xt). 

Soient maintenant m' un point de la courbe infini-

ment voisin de m, n le point de la circonférence ci-

dessus déterminé par la droite Om. 

Le mobile met le même temps pour parcourir les 

cordes O m, On que s'il décrivait l'arc O m\ le temps 

employé pour aller de O en m! doit donc être le même, 

que le mobile reste sur la courbe ou sur la corde, de 

(*) Cette démonstration, dont je n'ai eu l'idée qu'au dernier mo-
ment, pourrait, peut-être, être simplifiée dans quelques détails. 
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sorte que Ton doit avoir 

mm! — m'n, 
d'où 

mm^ri — i8o°— 2 m/im'=: 180°— 2(90°— 26) = 26, 

ce qui caractérise les lemniscates auxquelles nous 

sommes arrivé au numéro précédent. 

NOTE SUR LA RÉSOLUTION, AU MOYEN DE TARLEAUX 
GRAPHIQUES, DE CERTAINS PRORLÈMES DE COSMO-
G R A P H I E ; 

PAR M. ED. COLL IGNON , 

Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées. 

Nous avons indiqué, par une Note insérée dans les 

Nouvelles Annales, 2e série, t. XVIII, 1879, la construc-

tion d'un Tableau graphique qui fait connaître à vue les 

heures du lever et du coucher du Soleil en un point 

quelconque du globe et à une époque quelconque de 

l'année. Ce Tableau peut servir aussi à déterminer l'heure 

du passage du Soleil dans le plan vertical est-ouest. On 

peut enfin le compléter de manière à tenir compte de la 

durée du crépuscule. La présente Note a pour objet 

l'étude de ces nouveaux problèmes. Nous y avons joint 

quelques recherches sur la détermination du crépuscule 

de moindre durée en un point donné de la Terre. 

I. 
Soient ( ' ) 

O le point du globe où se fait l'observation : nous le 

supposerons situé dans l'hémisphère boréal ; 

( ' ) Le lecteur est prié de faire les figures. 
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ON la tangente au méridien, dirigée vers le nord ; 

OZ la verticale ascendante, dirigée vers le zénith Z ; 

OE la tangente au parallèle, dirigée vers Test*, 

P le pôle boréal ; 

L le point de l'horizon où le Soleil se lève ; 

K le point où le Soleil rencontre le plan vertical ZE di-

rigé de l'ouest à l'est. 

L'arc de grand cercle PN est la latitude X du lieu. 

L'arc PL = PK est le complément de la déclinaison D 

du Soleil au jour de l'observation. 

L'angle ZPK = A, converti en temps, à raison de i5° 

par heure, est l'angle horaire cherché. Il fait connaître 

combien d'heures séparent le passage du Soleil au point 

K et son passage au méridien. 

Le triangle sphérique PZK a pour côtés PZ = 90° — 

PK = 90° — D, et il est rectangle en Z. L'angle cherché 

h est compris entre les côtés PZ et PK; il sera donné par 

l'équation 
tangPKcos/* = tangPZ, 

ou bien 

(1) cos/i =: cotX tangD. 

Si l'on cherche l'angle horaire H = ZPL qui corres-

pond au lever du Soleil, pour le même lieu et le même 

jour, on aura 

(2) cosH = — tangX tangD. 

Pour passer de la première équation à la seconde, il 

suffit de changer h en H, et cotl en —tangX, ce qui 

revient à changer \ en go° — et h en 180° — H. 

Les solutions de l'équation ( 1 ) sont données à vue par 

leTableau graphique des levers et des couchers du Soleil. 

Le même Tableau fera connaître les solutions de l'équa-

tion (1), moyennant qu'on fasse subir aux données et à 



( 492 ) 
l'inconnue les modifications convenables. Au lieu de 
prendre sur le Tableau l'horizontale qui correspond à la 
latitude donnée, on prendra l'horizontale qui correspond 
à la latitude complémentaire; on opérera comme si l'on 
voulait trouver l'heure du lever et du coucher du Soleil 
pour cette latitude au jour de l'observation, puis on substi-
tuera aux heures qu'on aura trouvées leurs différences 
avec i2h, ce qui équivaut à prendre les heures telles 
qu'elles sont fournies par le Tableau, sauf à permuter 
ensemble les mots soir et matin. 

Par exemple, on veut savoir à quelle heure le Soleil 
traversera le plan vertical est-ouest le jour du solstice 
d'été, pour la latitude de 6o°. 

On prendra sur le Tableau la latitude complémentaire, 
c'est-à-dire 3o°; le Tableau montre que, pour cette lati-
tude, le Soleil, au solstice d'été, se lève à 5h5m matin, 
et se couche à 6h 55m soir (temps vrai). On en conclura 
immédiatement que le même jour, sous la latitude de 6o°, 
le Soleil traverse le plan vertical est-ouest à 6h55m du 
matin, et qu'il le retraverse à 5h 5m du soir, de sorte qu'il 
en éclaire pendant ioh iom la face méridionale. Ces ré-
sultats ont été obtenus à l'aide d'un Tableau où le cercle 
des heures a un diamètre de om,io : l'erreur commise 
est de i minutes, environ; une telle approximation est 
plus que suffisante dans les problèmes usuels. 

IL 

Durée du crépuscule. — Le Soleil éclaire le lieu de 
l'observation, non seulement quand il est levé, mais avant 
son lever et après son coucher, tant qu'il est au-dessus 
d'un cercle parallèle à l'horizon, mené au-dessous à une 
certaine distance angulaire a, supposée connue. 

Si l'on appelle L' le point où le Soleil rencontre ce 
cercle, qu'on pourrait appeler Yhorizon déprimé, et 
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H' l'angle horaire ZPL', on aura pour déterminer H'l'é-

quation 

| = — sin a = sinD sin X 4- cosD cos X cos H', 

fournie par le triangle ZPL', où ZL' est égal à 90° -4- a. 

L'angle horaire H du lever du Soleil est la valeur que 

prend l'angle H7 quand on fait a == o; la durée du cré-

puscule est la différence H7— H réduite en temps. 

L'angle H est donné par le tableau graphique en fonc-

tion de \ et de D} pour en déduire H', observons qu'on 

a, à la fois, 

sinD sinX -+- cosD cosX cosH' ~ — sina, 

sinD sinX 4- cosD cosX cos H = o. 

Retranchant, il vient 

( 4 ) COS I I ' — COS II -
cosD cosX 

Cette relation fait connaître la correction qu'il faut 

faire subir à cos H pour trouver cos H', correction tou-

jours négative, puisque le crépuscule, augmentant 

toujours l'angle H, diminue son cosinus. Il suffira donc 

de déplacer vers la droite la verticale dont les intersec-

tions avec le cercle donnent les heures du lever et du 

coucher du Soleil, pour obtenir une verticale qui fera 

connaître, de même, les heures du commencement de 

l'aurore et de la lin du crépuscule. La même méthode 

s'appliquerait à une dépression quelconque, a, de 

l'horizon apparent. 

La valeur de cette correction est facile à calculer, ou 

mieux encore à construire. Soit A le centre d'un cercle 

de rayon égal à l'unité, du cercle du Tableau graphique 

par exemple} soit M le point du diamètre horizontal de 

ce cercle qui correspond à l'angle horaire H, en sorte 
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qu'on ait cos H = AiVI, le segment AIYI portant avec lui 
son signe. Menons par le point A une ligne AN faisant 
avec le diamètre horizontal un angle NAM = D, puis 
par le même point une droite AP, faisant avec AN un 
angle PAN = \ et avec AM un angle PAM = \ -h D. 
Projetons M en m sur AN, et le point m en m! sur AP. 
Prenons sur AP, dans le sens O m', une longueur m!n' 
égale à sin a; puis relevons le point n' en n sur AM, en 
menant n!n perpendiculaire sur Azz', et le point n en M' 
sur le diamètre horizontal, en menant 71 M' perpendicu-
laire sur A n. Le point M'sera le point cherché, pied 
de la verticale qui correspond à cos H'. 

Un diagramme construit une fois pour toutes permet 
d'éviter cette construction. 

Dans l'équation (4) faisons 

¿rzncosH — cos H', j ' —cosD; 

cette équation prendra la forme 

_ sin a 
cos), 

et représentera une série d'hyperboles, qu'on peut 
supposer rapportées à deux axes rectangulaires asym-
ptotes de toutes ces courbes. Le dénominateur cosX est 
le paramètre qui définit chacune de ces hyperboles en 
particulier. Imaginons qu'on les ait construites pour 
diverses valeurs de la latitude \ et qu'on ait pris pour 
échelle des abscisses x l'échelle qui sert à la construc-
tion du Tableau d«s heures du lever du Soleil ; l'échelle 
des ordonnées y peut être prise arbitrairement. Si l'on 
trace sur cette nouvelle épure des horizontales y = cosD, 
correspondant à différentes valeurs de la déclinaison 
D, les abscisses des points d'intersection de ces horizon-
tales avec les hyperboles donneront, pour toutes les 
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latitudes \ inscrites sur l'épure, les valeurs de la correc-

tion x = cosH — cosH', c'est-à-dire de la quantité dont 

doit être déplacée vers la droite la verticale correspon-

dant à l'angle H, pour donner celle qui correspond à H'. 

Une circonstance particulière simplifie beaucoup cette 

épure : y , représentant le cosinus de la déclinaison du 

Soleil, ne peut varier qu'entre les limites 

y C0S23°28' = 0 ,91729, 

lorsque D atteint aux solstices ses limites extrêmes 

zb 23°28', et y = 1, pour D = o, aux équinoxes. Deux 

horizontales menées aux distances o, 917 et 1,000 de l'axe 

des abscisses limitent donc la région utile du diagramme 

et y déterminent une bande assez étroite pour qu'on 

puisse, sans erreur importante, substituer des droites aux 

arcs d'hyperbole qu'on aurait à y tracer. La fin du crépus-

cule et le commencement de l'aurore sont des phénomènes 

dont on ne peut définir l'époque avec précision, la nuit et 

le jour se succédant par une série de variations insen-

sibles; aussi une rigueur absolue n'est-elle pas de mise 

dans de tels calculs, et peut-on faire sans inconvénient 

la substitution de droites aux hyperboles. 

Discussion de la formule. — On évalue en général 

l'angle a à 180 : c'est la limite extrême qui correspond 

à la plus grande durée du phénomène. C'est la valeur 

que nous adopterons dans ce qui suit. En pratique, s'il 

s'agit de déterminer la durée du jour effectif, il convient 

de réduire a à moitié environ, et de le prendre égal à 90, 

au lieu de 180. Cette évaluation résulte des observations 

faites sous les hautes latitudes où le Soleil se couche, et 

où néanmoins il n'y a plus de nuit à l'époque du solstice 

d'été. C'est vers la latitude de 5y° que ce phénomène 

de nuits complètement claires commence à être constaté. 
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En adoptant cette valeur pour la latitude, on devra avoir 
à la fois 

H' — i8o°, X = 57°, D = 4-23°28', 

d'où résulte pour a 

a = 90° — D — X — 9° 32', 

qu'on peut réduire à 90 dans les applications usuelles. 
Les sinus de 90 et de 180 étant sensiblement dans le 
rapport de 1 à 2, on voit que la correction cos H' — cos H, 
calculée pour a = 180, devra être réduite à moitié si l'on 
fait a = 90 -, elle devrait être réduite aux de sa valeur 
si Ton faisait a = 9°32'. Généralement le diagramme des 
corrections, construit pour une valeur de l'angle a, 
pourra s'appliquer à toute autre valeur de cet angle 
moyennant une réduction des abscisses x dans le rapport 
des sinus des deux valeurs de l'angle a. 

Reprenons les formules 

(2) cos II = — t a n g X t a n g D , 

Tir fi s i n a 
( O ) COS I T COS H T ? 

cos X cos D 

où nous ferons a égal à 180, X positif et <^90°, et où 
nous ferons varier D de — 23° 28' à 4- 23° 28'. 

L'angle H sera réel si \ est moindre que le complément 
de la plus grande valeur de D, c'est-à-dire entre les 
limites X = o° et 1 = 66°32/, qui correspondent à 
l'équateur et au cercle polaire. Pour les valeurs de À 
comprises entre 66°32' et 90°, H devient imaginaire, et 
le Soleil ne se cduche plus, ou ne se lève plus, pour 
certaines valeurs de la déclinaison D. 

L'angle H', pour une latitude donnée, sera réel si 
cos H' est compris entre — 1 et -f-i , et les valeurs 
extrêmes de la déclinaison D qui laissent réel l'angle H' 
s'obtiendront en remplaçant dans l'équation (5) cos H' 
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par ces limites. Il vient, en désignant par D* et D" les 
valeurs cherchées de la déclinaison, les deux équations 
suivantes, 

sin a 
— tangX tangD' 

cosX cosD' 
et 

. sin a 
— tangX tangD" - — = — i, 

° cos X cos D" 
ou bien 

cos(X — D') — — sina 
et 

cos(X 4-D") = sina 

équations qui donnent 

X 4- D" := 90° — a ou D" = 90° — X — a — 72° — X et 

±. (X — D') =90° 4- a, Dfz=z X (90° -h- a) = X zp 1080. 

Substituant ensuite à D" et à iy les valeurs extrêmes 
de D, on aura les limites correspondantes de on a 
d'abord 

( 7 2 ° — 2 3 0 3 2 ' 
X "72° — D ~ < 

( 72°+23°28^95028 ,> 9O°. 

La première valeur est admissible pour X. La seconde, 
supérieure à 90°, doit être rejetée. On voit qu'à partir 
de la latitude de 48°32', c'est-à-dire à peu près la latitude 
de Paris, jusqu'au pôle, le crépuscule rejoint l'aurore 
lorsque la déclinaison du Soleil est voisine de sa valeur 
maximum. 

De même on aura, pour la seconde limite, 

o ' o 

23 28 4-108 inadmissible > 90® 

23 28 4-108 = 84°32' 

23 28 — 108 inadmissible <; o® 

2328 —108 inadmissible < o°. 
Ann, de Mathêm3e série, t . I (Novembre 1882). 32 
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Jusqu'à la latitude de 84*32'. il y a un crépuscule 

chaque jour de l'année plus près du pôle, la nuit est 
complète dès que le Soleil s'approche suffisamment du 
solstice d'hiver. 

Cette discussion fait ressortir deux latitudes particu-
lières, 48°32' et 84°32'; la première indique le point 
du globe où le crépuscule peut rejoindre l'aurore au 
moins un jour par an 5 la seconde, le point du globe 
où il y a absence de crépuscule et d'aurore au moins un 
jour par an. Entre le cercle polaire 66°32' et la latitude 
de 84°32', le Soleil, constamment couché une fois qu'il 
est parvenu dans l'hémisphère austral, éclaire encore 
chaque jour l'horizon du lieu par ses rayons réfractés 5 
le jour est crépusculaire. 

III. 

Crépuscule minimum. — La durée I I ' — H du cré-
puscule variant, en général, avec la déclinaison D du 
Soleil, proposons-nous de chercher la déclinaison D qui 
rend minimum cette durée, en un point du globe donné 
par sa latitude \ (1 ). 

Nous aurons à la fois les équations 

(6) sinD sinX -h cosD cosXcosH' =—sina , 

(7) sinD sinX -h cosD cosX cosH = o, 

où D, H et H' sont des variables que nous ne supposerons 
d'abord assujetties à aucune restriction. La condition du 
minimum de la différence H ' — H est 

dW = dtì. 

( l ) On trouvera la solut ion géométr ique de cette question dans 

'Analyse des infiniment petits du marquis de l'Hospital, 

»«mpie XÎII § 61 
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DifFérentions les équations (6) et (7) en laissant a et 
constants. Il viendra 

sinX cos D dù—cosX cosH'sin D dD — cosD cosX sin H' Î/H'^ O, 

sinX cos D dD—cos X cos H sin D </D — cos D cos X sin H dYL=o. 

Entre ces deux équations, éliminons le rapport 

et nous aurons, pour la condition du minimum, 

sinX cosD — cosX sinD cos H' (sir 

sir , sinXcosD— cosXsinDcosII 
(S) 

cosD cosX sinH' sinH' 

cosDcosXsinH sinH 

De cette équation chassons cosH' et cosH au moyen 
des équations (6) et (7). On obtient 

. . . . ~ /—sina — smDsmXX 
sinXcosD — cosXsinDI =r r- ) 

\ cos D cos X' / 

1 . . _ . . _ / sin D sin X\ 
(QW sinXcosD — cosX sinD ^ r ) vyM \ cosDcosX/ 

sin H' 
sinD sinX \ sin H 

sin X cos2 D 4- sin D sin a 4- sin2 D sin X sin X 4- sin D sin ot 
sinX cos2D 4- sin2D sinX sinX 

Il reste à éliminer H et H' entre les équations (6), 
(7) e t (9)- L'équation finale sera la relation cherchée 
entre D et X. 

Elevons au carré l'équation (9), et remplaçons sin2 H 
et sin2 H' par 1 — cos2 H et i —cos 2 H' \ il viendra 

/sinX 4- sinD sina\2 1 — cos2 H' 
sinX 1 1 — côs2H 

/sin a 4- sin D sin X \2 

— y cosDcosX / 
~~ / sinDsinX V 

\cosD cosX / 
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ou bien 

sina -+- sinD sin X\ * 

cosDcosX ) 

1 _ _ / sinDsinaV f /s inDsinXyi 

( \ / L \ cosDcosX/ J 

Avant de réduire à sa plus simple expression cette 
équation (10), observons qu'elle est plus générale que 
l'équation (9), puisqu'elle résulte de l'élévation de 
celle-ci au carré; elle comprend, outre l'équation (9), 

sinX sinD sin a sin H' 

sinX sin H 9 

l'équation 
sin X -+- sin D sin a sin H' 

sinX sin H 

qui est étrangère à la question. 
Multiplions l'équation (10) par le produit cos2D cos2X. 

Le premier membre devient, en développant le carré, 

cos2 D cos2 X — ( sin2 a -+- 2 sin a sin D sin X -4- sin2 D sin2 X ) 

m — sin2 D — sin2 X — sin2 a — 2 sin a sin D sin X. 

La seconde parenthèse du second membre, transformée 
de même, se déduira du premier membre en y faisant 
a = o, ce qui donne 

1 — sin2D — sin2X ; 

celte fonction doit être multipliée par le facteur 

sin D sin a sin2 D sin2 a 
1 + 2 r-r 1 r-rr ; 

sin X sin- X 
le produit est 

• .r^ • 2sinDsina sin3Dsina 
1 — sin-D — sm-X H ;—r — 2 ;—-

sinX sinX 
— 2 sinD sin a sin X 

sin5Dsin2a sin*Dsin2a 
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et l'équation ( IO) devient, après réduction et après la 

multiplication par inverse du coefficientde sin4D, 

/ . 2sinX . 
l sm4D 4 : sin3D 
y Sina 

( I 1 ) j 2 sin X 
( —cos2X sin2D ; sinD — sin2X —o, 

équation du quatrième degré en sinD; elle a ses quatre 
racines réelles, et il est aisé de les obtenir. 

On aperçoit sur-le-champ qu'elle admet pour racines 
•4- i et — i ; on a, en effet, en remplaçant sinD par 

— 15 
. 2sinX _ 2sinX . 

1 Z t ; COS- X ZlZ ; s i n- X = o , 
S i n a s i n a 

ce qui se réduit à une identité. On pourra donc diviser 
le polynôme de l'équation (i i) par le facteur sin2 D — î, 
ce qui amène l'équation du second degré 

. 2 sinX . . a . 
( 1 2 ) s i n - D H ; s i n D 4 - s i n 2 X — o . 

s i n a 

On en déduit 

sinX /sin2X 777 • . ( i ± 
s i n D = . — d z 4 / - r — ; s i n - X m — s i n X ( r 

s i n a y s i n - a y s i s i n a 

Si l'on prend le signe supérieur, il vient 

i H - c o s a a 
s i n 1) = — s i n À : == — s i n X c o t - ; 

s i n a 2 

et avec le signe inférieur, 

. ~ . . i — c o s a . a 
s i n D = z — s i n A : — — sin A tan g - • 

s i n a 2 

Les quatre racines de l'équation (i i) sont donc 

a . a 
— i , — s i n X c o t - > — s i n X t a n g - -

' 2 ^ 2 
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Les deux premières racines font la déclinaison égale 
à dh 90o, et placent le Soleil à l'un des pôles ; elles ren-
dent imaginaires les angles H et H', et ne donnent pas 
une solution du problème. Restent les deux racines 

a , a 
— sin X cot - et — sinX tang - , 

qui satisfont toutes deux à l'équation (12), et dont l'une 
se déduit de l'autre en changeant a en 1 8 0 0 — c e qui 
résulte en effet de ce que l'angle a entre dans les équa-
tions (11) et (12) par son sinus, lequel correspond 
aussi bien à l'angle donné a qu'à sou supplément 
180o— a. 

Ces deux racines satisfont à l'équation (11), mais elles 
11e satisfont pas toutes deux à l'équation (9) qui est la 
traduction exacte du problème. Substituons, en effet, 

à si 11D dans l'équation (9) la valeur —sin) , cot puis 

la valeur —sinAtang^; il viendra 

. rwí sinX-b( — sin X cot - ) sina 
sin H' __ \ 2 J 

sin H sinX 
_ a 

— 1 — 2 cos- - = — cos a 
2 

quand on adopte la première racine, et 

. T,, sinX-f-i—sin X tañí? - ) sin a 
sin H' \ °2 / 

sin H sinX 

• o a 
— 1 — 2 sin- - ~cosa. 

2 

quand on adopte la seconde. 
Or cosa est toujours positif} les angles H et H', s'ils 

sont réels, sont toujours compris entre o° et 180o; leurs 
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sinus sont positifs, et par conséquent la seconde racine 
n'entraîne aucune impossibilité, tandis que la première, 
au lieu de satisfaire à l'équation (9), satisfait à la rela-
tion conjuguée 

sinX H-sinD sina sinH' 

sinX sin H* 

et est étrangère à la question. 
En définitive, le problème n'a qu'une solution, 

savoir : 

a 
(13) sinD — — sinXtang-, 

toujours admissible, puisque sinX* est au plus égal à 

l'unité, et que tang^> égal à tangg0, est moindre que la 

plus grande valeur absolue qu'on puisse attribuer à 
sinD; et pour le crépuscule minimum, Tangle H' est 
donné en fonction de H par la relation 

(14) sin H ' s i n H cosa, 

avec la condition d'être plus grand que H, ce qui fait 
disparaître toute ambiguïté dans la détermination de 
cet angle FF. 

De ces formules il est aisé de déduire la valeur de 
y/ jj 

sin — - — > lorsque la durée du crépuscule est minimum. 

On a, en effet, 
„ , „ . H' + H . H - H 

cos H — cos 11 = — 2 sin sin  
2 2 

sina 

cosX cosD 

. T T / • Tf . H'-f-H H' H • TT / 
sin H -f- sin H = 2 sin cos = sin H ( i -f- cos a}. 
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Divisant la première équation par la seconde, il vient 

H' — H sina 
tang-

2 cos X cos D sin H ( i -f- cos oc ) 

tangi 

cosX cosD sin H 

Remplaçons dans cette relation cosD par sa valeur 

y /1 — sin2 X tang2 ̂  

et sin H par 
y/i — cos2 H 

ou bien par 

\/i — tang2 X tang2 D 

V 
il viendra 

H — H 

• ï a • »s oc 
i — sin- X tang- - — sin- X tang- A tang2 -

> 
oc 

i — sin2X tang2 -

tang^ 

^ i — sin2 5 cosX 4 / i — sin2X tane2 - — sin2X tang2X tang2 -

a 
t a n g -

cosXy/1 — sin2X tang2^ (i-f-tang2X) 

a 
t a n g -

cosXy/1 — tang2X tang2 * 

puisque i -f- tang2X = ^ 
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jj/ j | 

Cette équation donne — - — par sa tangente. Mais il 

est plus simple de chercher son sinus : or on en déduit 

H' — H 

a 
tang-

2 

tang2- cos2X ̂ i —tang2X tang2-^ 

a 
(i5)j tang-

a . a 
tang2 - -h cos2X — sin2X tang2 ~ 

a . a 
tang - sin 

2 

\J ̂ iH-tang2^(i —sin2X) 
cosX 

Pour que le crépuscule minimum soit réel, il faut et 
jj/ j j 

il suffit que sin soit moindre que l'unité, ou que 
2 

a 
cosX soit plus grand que sin~> o u enfin que l'on ait 

a 
X< 9o° —-, 

2 

c'est-à-dire, pour a = i8°, X 8i° ; de sorte qu'il n'y a 
de crépuscule minimum, au point de vue analytique, 
que si la latitude est au plus égale à 8i°. 

Des considérations géométriques font retrouver faci-
lement les équations (i4) e t ( i 5 ) . 

Considérons sur la sphère les deux triangles sphé-
riques ZPL et ZPL/, qui ont pour côtés, l'un 

ZP = 90°— X, 

ZL = 90°, 

PL = 900— D, 
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et l'autre 

ZP = 900— X, 

ZU=z9o»+ a, 

PL' — 900— D ; 

l'angle H est, dans le premier, opposé au côté Z L , et 
l'angle H', dans le second, est opposé au côté ZL'. Dési-
gnons par L et L' les angles des deux triangles opposés 
au côté ZP. 11 viendra 

T sin X 
cosL — =r > 

cosD 

sin X H-sin a sin D 
cos U = 

cosa cosD 

ou bien, si l'on remplace sinD par — sinXtang-, 
2 

sinXfi — sinatang-) . . 
\ V sinX 

>L I = - — COS L, 
cos a cos D cosD 

puisque 1 — sin a tang - = cos a. On en déduit L = L'. 
' 2 

Sur le côté ZL', opposé à l'angle H', prenons Z Z ' = a, et 
menons l'arc de grand cercle PZ'. Les deux triangles 
PZL, PZ'L' auront un angle égal, L = L', compris entre 
côtés égaux chacun à chacun, 

L'Z' = 90°=: LZ, L'P = LP ; 

donc l'un peut être considéré comme étant une seconde 
position de l'autre, qu'on aurait fait tourner sur la sphère 
autour du point P, dans le sens convenable, d'un angle 
Z P Z ' = L P L ' = H ' — H . Le triangle ZPZ ' a donc le 
côté PZ égal au côté PZ', et l'angle compris est égal à 
H'—H. L'arc de grand cercle PI, qui coupe cet angle 
en deux parties égales, partage la base en deux seg-
ments égaux, et le triangle en deux triangles rectangles 
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en I, qui oui pour hypoténuse P Z = P Z ' = 900—X et 

pour côté de l'angle droit Z I = Z'I = L'angle op-

, H' H 

posé à ce côté est — - — » et l'on retrouve l'équation ( i5) 

. a 
, TT sin — 

. H' — H 2 T . , , . sin = La construction precedente est con-

2 cos À r 

nue sous le nom de construction de Cagnoli. 
L'équation (¡4) résulte de la comparaison des deux 

triangles Z L P et ZL'P, pour lesquels la proportion 
des sinus donne les relations 

sin H' sinL' sinL 

sin(90°-h a) sin(90°—X) cosX' 

puisque 
sinL'=: sinL. 

Mais 
sinL sin II =z 
cos X* 

donc 
sin H' = sin H sin (90° -4- a) = sin H cos a, 

c'est-à-dire l'équation (i4)-
La recherche du crépuscule minimum se ramène faci-

lement à des constructions géométriques. 

Décrivons un cercle d'un point C comme centre avec 

un rayon égal à l'unité5 menons par le point C deux 

diamètres rectangulaires A A', BB'. Prenons sur le qua-

drant AB un arc AM égal à la latitude X; projetons le 

point M en N sur le diamètre BB', et par le point N me-

nons NP, faisant avec BB' l'angle PNB' égal à ~. Soit P 

l'intersection de cette droite avec le premier diamètre 
CA. Nous avons 

CP = CN x tang - = sin X tang - • 
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Donc CP est, en valeur absolue, le sinus de la décli-
naison D qui assure le moindre crépuscule. Il suffit de 
mener par le point P une parallèle PQ à BB' jusqu'à la 
rencontre de la circonférence, pour avoir en B'Q un arc 
égal à la valeur absolue de D. Quant aux signes, on 
saura que D et X sont toujours de signes contraires. 

Connaissant D, on pourra en déduire la correction de 
cosH et se servir des diagrammes pour déterminer H'. 
On peut aussi se rappeler que, lorsque le crépuscule est 
minimum, s inH'= sinH cosa. Il n'y aura donc qu'à 
projeter le sinus de l'angle H, donné par le diagramme, 
sur une oblique faisant, avec les verticales, un angle égal 
à a; la projection ramenée à être verticale, et déplacée 
ensuite parallèlement vers la droite jusqu'à ce qu'elle 
devienne une ordonnée du cercle, fera connaître la valeur 
de l'angle H' cherché. 

SOLUTION D'UNE QUESTION DE MÉCANIQUE PROPOSÉE 
AU CONCOURS D'AGRÉGATION EN 1 8 7 9 ; 

(voir 2* série, t. XIX, p. 182); 

PAR M . G A M B E Y . 

Un point pesant M, assujetti à rester sur la sur face 
d'un cône de révolution dont l'axe est vertical est 
attiré par un centre placé au sommet S du cône : l'attrac-
tion est proportionnelle à une fonction inconnue de la 
distance MS : 

i° Trouver quelle doit être cette fonction pour que 
la trajectoire du point M soit plane. 

20 Etudier, dans ces conditions, le mouvement de la 
projection du point M sur un plan horizontal. 

3° Déterminer la réaction du cône, pour une position 
quelconque du point M sur sa trajectoire. 
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Je suppose le point M sur la nappe inférieure du cône 
et je prends des axes rectangulaires se coupant au som-
met, F axe des z étant vertical et dirigé dans le sens 
de la pesanteur. 

Soient M( la projection du point M sur le plan des xy9 

et cp l'angle de SM* avec S x , cet angle étant compté posi-
tivement de l'axe des x vers l'axe des^. 

Je pose encore 

OM — p, O M ^ r , 

d'où les relations 

z = p cos 0, r = psin6. 

Le principe des forces vives donne immédiatement 

(i) dV2 2/(p)dp 4- 2 g d z y 

/*(p) étant une fonction inconnue de p. 

Le principe des aires ayant lieu pour la projection du 
mouvement sur le plan des x y , on a encore 

M r<% = l. 

Pour que la trajectoire du point M soit plane, il faut 
et il suffit que sa projection sur le plan des xy soit une 
conique ayant le point S pour foyer. 

En supposant que le plan de la trajectoire du point M 
soit perpendiculaire au plan des zx, ce qui est toujours 
permis, et qu'en outre le sens du mouvement soit celui 
qui fait croître l'angle l'équation de la projection 
sur le plan des xy sera 

(3) r=r P-v ' i -+- e cos cp 

Les paramètres p et e peuvent être supposés donnés ou 
déterminés en fonction des données initiales du mouve-
ment. 
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La vitesse v du point M sur le cône s'exprime par 

(4) Ç - de* + P S m ~ sin2û dt* + r ^ 

Les relations (i), (2), (3) et (4) vont nous servir à 
déterminer la fonction ). 

D'abord l'équation (4) devient, si Ton tient compte de 
l'équation (2), 

,2 — JL. H 
V~ ~ sin*~6 dtz + r2' 

Mais de l'équation de la conique on déduit, en ayant 
encore égard à l'équation (2), 

Donc 

dr e X sin cp 

dt p 

(5) e2 = sin5cp \, 
p-sin20 4 r-

et 
e2X2 . 2X2 

rfe- = . . ,ft d sin2 cp dr. 
pi sin2Ô ' r3 

Mais de l'équation (3) on déduit encore 

Par suite, 

, . „ 2 p dr 2p2 dr 
d sin2 cp = £ — 4- - Ç i • 1 et r3 

> » 2 ^ > a a A dr 
r-T? — 4 - 2 X 2 COt 2 ô 

/>sm56 r2 r5 

au bien 
j s ^P 2 X2 cos* 6 dp 

V p sin3 6 p " + sinvô " f ' 

En comparant cette équation avec l'équation (1), on 
en déduit 

X2 1 X*cos*6 1 
\p sin3 6 p2 sin4 8 p3 



Il en résulte 

2X2 i X2cos28 i ; - . . ^ m 

/>sin3ô p sin4 6 p2 r 

X2 cot ô — -h M-, 
r» r-2 » 7 

p sin2 6 r 

JJL étant une constante. 

Détermiuons maintenant les constantes \ et [x. Soient 

Vo la vitesse initiale du mobile M sur le cône, el r* la 

valeur initiale de r $ nous aurons d'abord 

X2 cot28 ~ h- {j., 0 p sin- 6 r0 r\ r 

et, comme la valeur (5 ) de v2 devient, pour<p = <p0, valeur 

initiale de cp, égale à • « . sin* œ0 H TJ il en résulte 
17 D p% sin*8 1 rl 

cette autre relation 

0 r j jo2sin28 1 

Éliminant entre elles le rayon vecteur initial par la 

relation r0 = - et la vitesse il vient 
iH-ecoscp0 

p 1 [j. sin2 8 — X2 (e2 — i ), 

équation qui peut remplacer l'une des deux précédentes. 

On voit que, pour e < i , = i , > i , o n a 

H < o , = o , > o 

et qu'on a 

= p = v i r i c i ~ 

Étudions maintenant le mouvement du point M, sur 
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le plan des xy. Soit w la vitesse de ce point ; nous aurons 

r*do2 -H dr2 
i-J-T dt-

A" X*"é?2 . À" h~ 6~ . 
— — H r sin-cp = - i + e coscoV H — sin-cp, 

r- p- p2 x • 7 /?2 

c'est-à-dire 

(V- =: — (I + e- -h 2£ COSCp). 

Comme nous avons 

. X2 X2e2 

sin-q 
r2 /?2sin26 

il en résulte 
. e2X2cot2ô . . 

e2 — w* — sm2cp. 
Pm 

Donc la vitesse w est toujours plus petite que r, 
excepté pour <p = o ou cp = tz-, alors w = v. 

En supposant w ne peut s annuler; donc, sur 
l'ellipse ou sur l'hyperbole, le mouvement aura toujours 
lieu dans le même sens. 

Mais sur la parabole on aura w = o pour <p = iz. 
Comme le rayon vecteur sera alors infini, on en conclut 
que sur la parabole le mouvement aura aussi toujours lieu • 
dans le même sens. 

Le maximum de w2 est donné par (p = o, et son mini-
mum par cp = 7c. 

Cherchons à exprimer y en fonction du temps. Nous 
avons 

mais de 

nous déduirons 

dt 

i -h e coscp 
p8 

— i 
(i -h e cos® y 
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el, en multipliant par > 

dt 

dt ~ (i -h ecoscp)2 ~~ '' 
d'où 

P" dv . , 
7—-—; — ~ \dt. (i-Hecoscp)-

Pour intégrer, il faudrait considérer les trois cas de 
e o, o et e = o. Nous nous occuperons spéciale-
ment du cas de l'ellipse et de celui de la parabole. 

i ° e < ( o . La conique est une ellipse. 
Posons 

d'où 
du 

do — d \ — e1 et i -f- e coso = 
i — ecosw * i — ecos u 

Substituant et intégrant, il vient 

\t — d2\Ji — e2(u — e sinm) H- const. 

Supposons que, pour t = o, on ait cp = <p0 et u =± ¿¿0, 
il en résultera 

It — aïsji — e\u — u0 — e sin u H- e sin uQ), 

ce qui donne l'angle u, et par suite l'angle <p, en fonction 
du temps. 

Si l'on fait u = 2ii -h la formule devient 

XT = 2 7ta2 sji — e2 • 

Or iza2 y/i — e2 est l'expression de l'aire de l'ellipse. 
En l'appelant A, on a, pour le temps mis par le point M4 

2A 
à parcourir l'ellipse entière, T = — > X ayant, comme 

cela a été dit, la valeur v0ro* * 
Ann. de Mathèmat3e s é r i e , t . I e r . (Novembre 1882.) 33 
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2° e i . Cas de Vhyperbole. On intègre en posant 

9 le -+-1 u 

et Ton obtient 

\t = a2y/e2 — i ĵ e tangw -h log tangly — const. 

3° e = i . CVz.ç de la parabole. On a alors 

p2 r/'-p 
( l - h C O S ' f ) 2 

c'est-à-dire 
do . . 1 ' — X 

4 cos4 -̂

Ln posant tang^ = y, il vient â p = i-^ ^ 011 

n2 (J3 

2 X£ — H- const. 

rrr/?2^tang^ -+- ^ tang3^j -h const. 

Si, pour cp == o, on a t =. o, la constante est nulle, et 
il vient simplement 

7?2 / O I ffl 
tang- -h TT tang3-

2X\ n2 3 2 

Pour cp =r H, t = 00 . 
Il reste à calculer la réaction du cône. Soit R cette 

réaction. Pour la déterminer, on peut se servir de l'équa-
tion du mouvement le long de l'axe des z. Cette équa-
tion est la suivante 
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d'2 z 

En y substituant les valeurs de p,/(p) et en fonc-

tion de on obtient X2 
R g-sinô — — cos6. 

CORRESPONDANCE. 

1. Sur une nouvelle propriété de la chaînette. (Extrait 
d'une Lettre adressée à M. Gerono par M. H. Resal.) 

Soient 

m le paramètre d'une chaînette ou l'ordonnée de son 
sommet A ; 

a, l'inclinaison sur O x de la tangente en un point M de 
la courbe ; 

M'le symétrique de M par rapport à O^-, 
I, T les projections de M et M' sur Ox. 

Le théorème dont il s'agit consiste en ce que le centre 
de gravité de V aire MI FM' se trouve au milieu de 
V ordonnée du centre de gravité de rare M'A M = 2 s{. 

Si s est l'arc de la courbe mesuré à partir de A et 
terminé en un point (.r, y) où la tangente est inclinée 
de l'angle a sur O x , on a les formules connues 

, doL m 
m tang a, as ~ m — •> y ~ > 

cos2a 17 cosa 
doL 

dx — m ? 
cosa 

aire AOMI ^ m ^ . 

Soientj ' , les ordonnées des centres de gravité de 
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l'arc M'A M et de l'aire MII'M'. On a évidemment 

, f*1 d* m . r*x d% 
SiX — / m—r = m* ! 

J • coŝ  a cosa J cos<*a 

_ r*1 m dx i m mz r** doc 
ms\Y — / ' m — — ! — , w J cosa cosa 2 cosa 2 7 cos3oc 

d'où 

J 2 
ce qu'il fallait établir. 

La détermination de l'intégrale dont dépend yf ou 
n'offre aucun intérêt. Il est facile de reconnaître 
d'ailleurs que l'on a 

f ** o 

du. , ( 1 \ sin a, 
— - = log tangaj-h — 

cos^aj 

2. Nous avons reçu plusieurs solutions analytiques 
de la question proposée pour l'admission à l'Ecole Po-
lytechnique en 1882. JNous les ferons connaître dans un 
prochain numéro. 

COMPOSITIONS DONNEES ALIX EXAMENS DE LICENCE DANS 
LES DIFFÉRENTES FACULTÉS DE FRANCE, EN 1 8 8 0 

[ F I N ( « ) ] . 

Rennes. 

Composition d'Analyse* — Intégration de l'expres-
sion 

Xdx 4- Ydy -h Z dzy 

dans laquelle x,y, z sont trois variables indépendantes 

(l) Nouvelles Annales. 3e série, L I, p. 463. 
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et X , Y , Z trois fonctions données de ces variables. 
Prouver que, si l'expression est une différentielle exacte, 
la valeur de l'intégrale 

dans laquelle on regarde y et z comme des fonctions 
de œ, est indépendante de ces fonctions, pourvu que 
leurs valeurs limites soient toujours les mêmes. 

Composition de Mécanique. — Un mobile sollicité 
par une force dirigée vers un point fixe et fonction de 
sa distance à ce point est observé par une personne 
placée au centre d'action, perpendiculairement au plan 
qui contient ce centre, et la vitesse initiale du mobile 
est animée d'un mouvement de rotation sur elle-même. 
Le rayon vecteur qui joint l'observateur au mobile 
paraît tourner uniformément avec la vitesse angulaire co'. 
Quelle est à chaque instant la vitesse angulaire co de 
l'observateur et quelle sera la trajectoire apparente? 

Si la force est proportionnelle à la /i,èmepuissance de 
la distance, que devra être l'exposant de cette puissance 
pour que les calculs puissent se ramener aux fonctions 
élémentaires? Examiner spécialement les cas n = i , 
n — — 

Epreuve pratique. — Epure : intersection d'une 
sphère et d'un cône. 

Clermont. 

Composition d1 Analyse. — Trouver les aires des 

boucles formées par les courbes dont les équations sui-
vent : 

i° ^2/î-f-i __ a{xy)n, 

2° œ2n - t-y 2 n = a(xy)n~l. 

Dans les deux cas, n désigne un nombre entier positif 
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Composition de Mécanique. — Mouvement d 'un 

point pesant sur la courbe 
gns j 

ax -h s — o, 
n 

sachant qu'il y a une résistance proportionnelle, au 
carré de la vitesse, cette résistance étant exprimée par 
la formule R = nv*. 

Epreuve pratique. — O n donne la déclinaison et 

l'ascension droite d'une étoile. On demande de cal-
culer la longitude et la latitude. 

Lille. 

Composition d'Analyse. — i ° Intégrer l 'équation 

différentielle du premier ordre 

m - m ) ' = < • > — • • 

2° Des lignes asymptotiques sur une surface à cour-
bures opposées. Equation différentielle de ces lignes. 
Détermination de leur plan oscillateur. Leur courbure 
peut-elle s'obtenir par l'emploi du théorème de Meus-
nier, relatif à la courbure des sections obliques d'une 
surface? 

Composition de Mécanique. — i° Etabl ir les trois 

équations, dites équations d'Euler, qui déterminent 
le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe 
sous l'action de forces données. 

2° Un pendule composé est formé ; i° d'une tige OA 
pesante et homogène, de longueur connue ia et de 
masse m\ 2° d'un corps de forme quelconque, de masse 
[JL, dont le centre de gravité B peut être fixé en un point 
variable de la tige OA. On connaît le rayon k de gyra-
tion de ce corps par rapport à un axe mené par son 
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centre de gravité, parallèle à Taxe de suspension hori-
zontal Oz. 

Comment varie la durée des oscillations infiniment 
petites de ce pendule avec la position du point B sur la 
tige? (On ne déplace le corps B le long de la tige que 
par un mouvement de translation.) 

Epreuve pratique. — La longitude de Moscou étant 
35°i7/3o'/ et sa colatitude 34°i4'47v> trouver l'azimut 
de Moscou sur l'horizon de Paris, azimut compté du 
Nord, et sa distance sphérique à Paris. On sait que la 
colatitude de Paris est 4i°9/8". 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1 8 8 2 . 

Mathématiques spéciales. 

Par un point P pris dans le plan d'une parabole 
donnée, dont le sommet est en O, 011 mène à cette courbe 
trois normales qui la rencontrent aux points A, B, C. 
Les longueurs PA, PB, PC, PO étant représentées res-
pectivement par Z>, c, /, on demande de former l'équa-
tion du troisième degré dont les racines sont l 2 — a2, 
Z2—&2, l 2 — c 2 , et d'indiquer les signes des racines 
d'après la position du point P, dans les diverses régionà 
du plan. 

NOTES DIVERSES-, 

PAR M . E . C A T A L A N . 

Méthode des isopérimètres. — Dans l'avant-dernier 
numéro des Nouvelles Annales (juillet 1882), M. Rou-
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ché s'énonce ainsi : « Cela posé, considérons la suite de 
Schwab 

ne doit-elle pas porter le nom de Descartes. En 1864? 
j'ai rappelé que la Méthode des isopérimètres est due 
au grand Philosophe. [Nouvelles Annales, 1864, p. 546.) 

Un théorème de MLionnet. — Probablement par 
suite de fautes typographiques, l'énoncé de ce théorème, 
tel que le donne M. Moret-Blane (Nouvelles Annales, 
août 1882, p. 362), est presque inintelligible. Voici 
comment on peut le rectifier : 

Le produit de plusieurs nombres impairs consécutifs 
ne peut être une puissance exacte. (Bien entendu, on 
fait abstraction de la puissance un ) (i ). 

Or, ce théorème, et d'autres du même genre, ont été 
démontrés par M. Liouville [Journal de Mathématiques, 

(*) Pou r rectifier l 'énoncé V, p. 362, i l suffit de remplacer les vir-

gules qui séparent les nombres 1, 3, 5, 7, 9, . . . par des points qui en 

ma rquen t la mu l t i p l i c a t i on . Cette rectif ication est b ien c la irement 

ind iquée par la démonstra t ion du théorème re lat i f au p rodu i t 

1 . 3 . 5 . 7 . 9 . . . ( 2 n — j ) . . . ( p . 362). 
Quan t à cette proposit ion générale, que le produit de plusieurs 

nombres impairs consécutifs ne peut être une puissance exacte 
d'un degré supérieur à l'unité, elle n'est démontrée qu 'au tan t qu ' i l 

y ait , au moins, un nombre premier pa rm i les facteurs du produ i t . 

(*) Ceci n'est pas r igoureusement exact, car la démonst ra t ion de 

ce théorème a été abandonnée par M. L iouv i l le à la sagacité du 

lecteur. C'est qu'en effet le théorème dont il s'agit, et plusieurs autres 

du m ê m e genre (vo i r Nouvelles Annales, i r e série, t. X V I , p. 39$ 

> r\, a2, rt. 

, 8 5 7 , p. 2 7 8 ) (») . 

(G . ) 
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II y a plus-, mon illustre Maître s'appuie, comme 

M. Moret-Blanc, sur le postulatimi de M. Bertrand. 

Question proposée par M. Lionnet (numéro d'août, 
p. 361). — Cette question, également résolue par 
M. Moret-Blanc, est un cas très particulier de celle-ci : 

Trouver plusieurs cubes entiers consécutifs, dont la 
somme soit un carré, dont la solution, publiée dans les 
Actes de VAcadémie des Nuovi Lincei, a été repro-
duite» dans les Nouvelles Annales (2e série, t. VI, 
p. 63 et 2 7 6 . ) 

Théorème de M. Cambier (voir Nouvelles Annales, 
août 1882, p. 383). — Dans Mathesis, M. Cambier en 
a donné la démonstration. On peut le généraliser ainsi : 

Soit ABCDE un pentagone inscrit,, dans lequel les 
cotés AB, BC, DE sont égaux : i° Si l'on mène une 
transversale XY, parallèle à AB, celte droite rencontre 
les diagonales AC, AD, BD et le côté AE, en quatre 
points F, G, H, K, tels que 

F K . G H = B H . D H . 

20 Si l'on prend sur le prolongement de KF, FI = HK, 
les points B, G, D, I appartiennent à une même circon-
férence. 

PUBLICATIONS RÉCENTES. 

1 . T B À I T É É L É M E N T A I R E DES QUÀTERNIOIVS, par P . - G . 
Tait, professeur des Sciences physiques à l'Université 

et t. X V I I , p. 187 et 236), sont des corollaires bien simples de ce 
principe fondamental , établi par M. Tchebychef , que entre un 

nombre a > 1 et son double 2 a, il y a, au moins, un nombre pre-
mier. (G.) 
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d'Edimbourg. Traduit sur la seconde édition anglaise, 
avec additions de l'auteur et notes du traducteur, 
par Gustave Plarr, docteur es sciences mathématiques. 
Première Partie : Théorie. Applications géométriques. 
— Paris, Gauthier-Villars, imprimeur-libraire (1882). 

2 . ELÉMENTS DE CONSTRUCTION DE MACHINES, OU In-

troduction aux principes qui régissent les dispositions 
et les proportions des organes des machines. Contenant 
une collection de formules pour la construction des 
machines, par M. W. Cawthorne Unwin, professeur 
de Mécanique au Collège royal indien des ingénieurs 
civils. Traduit de l'anglais, sur la deuxième édition, 
avec l'approbation de l'auteur, par M. J.-A. Bocquet, 
ancien élève de l'Ecole centrale, chef des travaux à 
l'Ecole municipale d'apprentis de la Villette (Paris) ; 
et augmenté d'un- Appendice, par M. II, Léauté, 
docteur ès sciences mathématiques, Répétiteur à l'Ecole 
Polytechnique. — Paris, Gauthier-Villars, imprimeur-
libraire (1882). 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1 1 1 2 
( v o i r 3* s é r i e , t . I , p . 38,°.) ; 

PAR U N A N O N Y M E . 

Par le sommet B d'un triangle ABC, on mène une 
parallèle à la base, la médiane, la bissectrice et la 
hauteur; du milieu D de la base on abaisse sur la bis-
sectrice une perpendiculaire DH, qui rencontre en E 
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et F la hauteur et la parallèle à la base : il s'agit de 
démontrer que DA2 = DH X EF. (A. CÀMBIER. ) 

Soient BG et BG' les bissectrices, intérieure et exté-
rieure, de Tangle B (1 ). Les quatre points A, C, G, G' 
étant conjugués harmoniques, D A 2 = D G X DG', ou, 
parce que DG' = BF, comme parallèles comprises entre 
parallèles, DA2 = DG X BF. Mais les triangles rectan-
gles semblables EBF, DHG donnent 

T § = w o u D G x B F = D H x E F ; 
donc 

DA2 = DH x EF. 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc. 

Question 1414 
( v o i r 3" s é r i e , t. I , p. 383) 

P A R U N A N O N Y M E . 

Soient, dans deux plans rectangulaires, deux cir-
conférences ayant respectivement pour diamètres deux 
segments conjugués harmoniques de l'intersection de 
ces plans ; si de deux points quelconques de l'une de ces 
circonférences on mène des droites à deux points quel-
conques de Vautre, on formera un quadrilatère, gauche 
[en général), dont deux côtés opposés ont le même pro-
duit que les deux autres' côtés opposés. 

(H . ScH ROTER.) 
Soient 

P, P' les deux plans rectangulaires des circonférences 
ayant respectivement pour diamètres des segments 
conjugués harmoniques MN, M'iV de l'intersection 

( ! ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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de ces plans} O, O7 les milieux de ces segments, centres 
des circonférences 5 

A, B deux points quelconques de la circonférence dont 
O est le centre et P le plan -, 

A7, B' deux points quelconques de l'autre circonférence. 

Il s'agit de démontrer que, dans le quadrilatère ABA'B', 
A A ' x B B ' = A B ' x B A ' (<). 

La démonstration que nous allons donner s'appuie 
sur les propositions suivantes, qui sont généralement 
connues : 

I° Si M N , M 'JV sont deux segments conjugués har-
moniques d'une droite, et O, O'les milieux de ces seg-
ments, on a 

O N 2 O M ' X O N ' , 
O ' M ' ^ O ' M X O ' N , 

O O ' 2 — O N - - H O ' M ' 2 . 

20 Les points de la circonférence qui a pour diamètre 
l'un des deux segments, MN par exemple, sont à des 
distances des extrémités M', N' de l'autre segment dans 
le rapport invariable 

N M / _ M M ' 
"NN7 M N 7 * 

Et comme, en faisant tourner le plan de la circonfé-
rence autour de son diamètre MN, les distances d'un point 
de cette circonférence à M', N' restent constamment les 
mêmes, il en résulte que la sphère dont O est le centre 
et ON le rayon est le lieu géométrique des points de l'es-
pace dont les distances à M' et N' sont dans le rapport 
NM7 

N N ' ' 

( ' ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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3° Si, MN et M'N' étant deux segments d'une même 

droite, dont les milieux sont 0 , O', on a 

ON2 = O M ' x O N ' ou 0 ' M ' 2 = 0 ' M x 0 ' N , 

ces deux segments seront conjugués harmoniques (*). 
Cela admis, je mène dans le plan P, au point O', une 

perpendiculaire O'C à M'IV, qui rencontre en C la droite 
AB prolongée, et du point C comme centre et avec CM' 
ou CN' pour rayon je décris une circonférence dans le 
plan P. Soient D et E les points d'intersection de cette 
circonférence et de la droite AB, les segments AB, DE 
seront conjugués harmoniques. 

En eifet, les triangles rectangles CO'M', CO'O donnent 

C M ' 2 = C O ' 2 + O ' M ' 2 , C O 2 = C O / 2 + O ' O 2 , 
d'où 

C M ' 2 = C O - + O ' M ' 2 — 0 0 / 2 = C O 2 — O N 2 , 

puisque OO'2 = O N 2 + O'M'2 (i°). 
L'égalité CM'2 = CO 2 —ON 2 montre que la droite 

CM' est égale à la tangente menée du point C à la cir-
conférence dont O est le centre et ON le rayon. Donc 
CM'2, ou C D 2 = CB X CA j et par conséquent (3°) les 
deux segments AB, DE sont conjugués harmoniques. Il 
s'ensuit (20) que la sphère dont C est le centre et CD 
le rayon est le lieu géométrique des points de l'espace 
dont les distances aux points A et B sont dans le rapport 
DA 
DB' 

Or il est facile de reconnaître que cette sphère coupe 
le plan P' suivant la circonférence qui a M'N' pour dia-
mètre -, car la droite CO', étant perpendiculaire au plan 
P', tous les points de cette circonférence sont à une di-
stance de C égale au ray ou CM' de la sphère. 

( ' ) En supposant, toutefois, que les points M', N ' soient situés 

d'un même côté du milieu O de MN. 
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On a donc 

d'oii 

A'A DA BA DA 

A'B DB e t B'B~~DB' 

À'A IVA 
^ = AA' x BB' = AB' x BA'. 
A'B B'B 

c. Q. F. n. 

P 

Question 1415 
( ro ir 3* série, t. I, p. 383); 

PAR M . H . B . D . , 
Professeur de Mathémat iques à R o m e . 

Trouver la valeur de Vintégrale 

' a x -h 3 p dx 

a et ¡I étant des constantes données. (S. REALIS.) 

En posant 

(i) ^ = ( « ^ + ^ » ( ^ ± 1 ) 

et difïerentiant cette équation, on a 

(2) [3¿c2 — 2<x(cn.x H- dx m 2 ( a a? -+- ¡3 )2zdz. 

Eliminant ( z 2 ± i) entre les équations (i) et (2) et 
réduisant, nous avons 

x-(zx - H 3 3 ) dx •= 2 ( A - H zdz 
ou 

a¿c + 3B , i(v.x z _ 
- dx rrz — _ dz, 

/y .-y«* 

ou bien, d'après l'équation (1), 

cT zb I 

Mais de l'équation (1) on déduit 

( 4 ) z{ax 4 - P ) = V / A ? , H F ( « ® - + " P ) A -



( ) 
Donc 

3 dr idz 

Par conséquent, 

= 2 arc tang ĵ -f- C 
• 00 sjx* — (ccx -H p)2 

et 
H - 3 p dx z—l 

i — log h G, 

ou bien 
x -h 3 p 

x \Jx* zp (<xx -f- p )2 

- G 
v/± i \ V ± » 

, t . , . , s/x* + (*x-+- p )2 

z étant toujours eçaie a ^—— J 55 CLX -h p 
En généra], on a 

/
gq? +(/i + i )p + '¿/¿c 

z p ( a - h p ) » 

2 

v/±r 

égale à y / : 

C, 

z étant es^1" A * ' ^ v r / 
(oc a? + P)» 

Note.— La même question a été résolue par M. Charles Chabanel. 

QUESTIONS. 

1427. Trouver la valeur de l'intégrale 

(x — i )mxndx 

S/PnXH+P n 



( ) 
où Ton a posé, pour abréger, 

k 1 . 2 . 3 . . . ( 2 m + i ) 

( S . R E À L I S . ) 

1428. Si Ton considère les solutions entières (non 
négatives) de chacune des équations 

x 4- n — i, ix -\-?>y— n — 3, 3.2? 4- l\y =. n— 5,... 

le nombre total de ces solutions égale l'excès de n-\- 2 
sur le nombre des diviseurs de n H- 2. 

Exemple. — Soit n = io; la première des équations 
admet 5 solutions-, la seconde n'en admet qu'une seule; 
les équations suivantes sont impossibles; le nombre total 
des solutions est donc 6. 

Or, 12 admet 6 diviseurs, et 12 — 6 = 6 . 
( C A T A L A N . ) 

L r ( ! ) J 8 25 48 81 120 
( C A T A L A N . ) 

Note. — La quest ion 1383 a été réso lue pa r M . F ranço i s Bor l e t t i , 

i n g én i e u r à M i l a n ; et les ques t ions 1400, 1409 pa r M . V i c t o r de 

S t réka lo f , à Sa i n t-Pé te r sbou rg . 

RECTIFICATIONS. 
( voir 3* série, t. I.) 

Page 346, ligne 2, au lieu de lisez 

Page 347, ligne 7, au lieu de sjx -f- 3 a?8 H-, lisez 3x6-t-. 
Page 349, l i gne 2 en r e m o n t a n t , au lieu de fia;2, lisez 

Page f\8oy le t h éo r ème 1426 é t a n t i nexac t , la ques t ion 1426 est re-

tirée. 
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SUR L'ÉLIMINATION; 

P A R M . C H . B I E H L E R . 

L Considérons deux équations 

et supposons que m soit supérieur à p. 
Soient de plus 

/{X — A o ^ - H A t ^ - 1 - h . . . - H A|X, 

cpjx — B 0 ^ 4- Bj 

Formons le système des équations 

/i?(aO = o, 

f m . p ^ ( x ) ~ (p0/(a?) = o, 

?(«*•) — — 

et désignons par A le déterminant du système de ces 
équations, considérées comme linéaires et homogènes 
entre les quantités xm~h, «rm_1, ..., x{, ; le détermi-
nant A sera symétrique par rapport à la diagonale prin-
cipale. Désignons en outre par A< le déterminant du 
système des équations 

o(x) = o, 

x<?(x) = 0, 

xm-p-i9(x) = O, 
Ann.de Mathèmat.% 3 e série, t . ¡ . (Décembre 1882.) 34 
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— — O, 

o, 

considérées comme linéaires et homogènes en «r"14, 
—2 0 

tv ^ • • • ^ ^ L̂C • 

Il est aisé de voir que l'on a entre A et A, la relation 
très simple 

Il nous sera avantageux, dans ce qui suit, de considé-
rer le déterminant A qui est symétrique, de préférence 
au déterminant A4 qui ne jouit pas de la même propriété. 
Cette substitution de A à A{ ne présente aucun inconvé-
nient si, comme nous le supposons, A0 est une quantité 
différente de zéro. Posons 

/0<p(a?) = Gulœm~l 4- . . .4- Gu„n 

= G2Aœm~x 4- G2/„,2 4- . . . 4- G2,„m 

fm-p-l <p(#) - - Gm-p^v» 1 - 1 -^. . 

- . . . 4 - G / n - p + i ^ , , 

J 'm-1 <? (¿C) — f i P ~ l A X ) — G » M 4 - . . . 4 - G „ 

on aura alors 

Gi,. 
G 2 , I 

G I , 2 

G, 2,2 

Gi>;/1 

G2,m 

G/w-p,/» 

GW|i GmiWl 

et il est clair que A = o est une condition nécessaire 
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. . G i ^ - i G i jn-i 

g 2 , 2 . . . G 2 , J I-1 /. • •• G 2 , m 

Gm-p,i ... Gm—p^—\ fm-p- I Gm-p^+\ ... Gfft—p^m 

Gm-p-t 1,1 G/n^p-hj,2 ... Gm—p-t-i^. -1 fm-p Gm—jo-f-j^-f-j . . . G m _ p 4 - i t , 

G m , 5 ••• G m , n _ i fm-\ G 77!, 1 ... Gm%m 

e t 

G i , i G , , a . . G i ^ - t O GI,H-M Gi,m 

G 2 , i G 2 , 2 . . . G 2 i l t _ i O G 2 , ^4- I Giym 

Gm-p, 1 G m-p,t ... Gm—p^—i O G m. G m—pym 
Gm-p 4-1,1 ... G/n-/?-4-l,(i--1 <Po G m Gm—p+.\yrn 

•• G m , j j i _ i c p G m ) l i + 1 
G m,m 

Cette identité, dans l'hypothèse de A = o, devient 

elle montre donc que les deux équations f(x) = o, 
cp(a:) = o ont une racine commune, à moins que les 
deux fonctions U et Y ne soient identiquement nulles 
quel que soit p., auquel cas on ne peut rien en conclure. 

3. Nous allons montrer que, dans l'hypothèse faite, 
que les déterminants d'ordre m — i , mineurs de A, ne 
sont pas tous nuls, les fonctions U et V ne peuvent pas 
être identiquement nulles, quel que soit ¡JL. 

Désignons en effet par A (p., v) le déterminant d'ordre 
m — i obtenu en supprimant dans la figuration de A la 
colonne d'ordre p. et la rangée d'ordre v. 



( 533 ) 

Les fonctions U et V pourront s'écrire 

± U = / w m X A ( ^ m) 

—/ m _ 2 X Mja, m — 0 A(jx, i ), 
± V =zcp/,_1xA((x, m) 

— <?p-zX — i) -H. . çp0A((x,7?i — p -f-i) 

ou bien, en ordonnant ces polynômes par rapport aux 
puissances décroissantes de x , 

: U = A 0 A ( ( j L , m ) a ? m _ 1 - f - A 1 A({x, m) 

— A 0 A((A, M — I ) 
A 2 A ( [ a , m ) 

— AIA((x, m — i) 
-f- A 0 A ( [ x , m— 2 ) 

: V = B0 A((x, m)^-1-}- Bj A ({/., m) 
— B0A((JI, M — 1) 

#/>-2 - T -B 2 A ( ¡ A , M ) 

— B!A((jl, m — 1) 
-H B 0 A ( [ x , m — 2) 

Si donc U et V étaient identiquement nuls, on 
aurait 

A( lA,m)=:o, A([X, m — 1 ) — o, A(jx,l)=:o, 

et par suite 
A([x, v) — o , 

pour toutes les valeurs de ¡x et de v, depuis 1 jusqu'à /;/, 
ce qui est contraire à l'hypothèse; on peut donc con-
clure de ce qui précède : 

Si A = o et si les déterminants d'ordre m — 1, mineurs 
de A, ne sont pas tous nuls, les équations proposées ad-
mettent au moins une racine commune. 

4. Nous allons démontrer en outre que, si A = o et si 
les déterminants A ( ¡x, v) ne sont pas tous nuls, A(jx, m) 
est nécessairement différent de zéro, quel que soit p., 
et par suite les fonctions U etV formées plus haut sont 
respectivement de degré m — 1 et p — 1. 
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que l'on peul écrire 

(b) x ^ - V ^ u vi) ± Vj) = U 1 ?(^)Y 1/(^); 

les fonctions Û  et V\, qui sont en général de degrés 
m — i et p — i, ne sont plus que de degrés m — 2 et 
p — 2 lorsque v, == m. 

Si A(jx,m) était égal à zéro, pour une valeur parti-
culière donnée à p., l'égalité précédente, pour |x, = ¡x, 
v4 =r m, prendrait la forme 

rh ( {x2, m) = - \ t / ( x ) 9 

et comme, d'après ce que nous avons démontré, f(x) = o 
et y ( x ) = o ont au moins une racine commune, il s'en-
suit que l'on a 

M m ) = 

quelque soit fx2 } par suite, si un seul des déterminants 
A (¡A, m) était nul, tous les déterminants obtenus, en 
faisant varier [x depuis 1 jusqu'à m dans A([x, m), seraient 
aussi nuls. 

Mais, le déterminant A étant symétrique, on a 

A([x,v)=A(v, JX); 

par suite, l'identité (£), pour uu = my se réduit à 

et, comme les deux équations f[x) = o, cp [x) = o 
admettent au moins une racine commune, on aurait 

Mî i» vi) = o> 

quels que soient fx4 etv4, ce qui est contraire à l'hypo-

thèse. Donc : 

Si A = o, et si les déterminants A( jx, v) ne sont pas 
tous nuls, on a nécessairement A(jx, quel que 
soit ¡x, et, par suite, les fonctions U et V sont respec-
tivement de degrés m — 1 et p — 1. 
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S. Nous allons démontrer enfin que si A = o, et si les 

déterminants A(fx,v) ne sont pas tous nuls, les équations 
proposées n'admettent qu'une seule racine commune. 

Faisons, en effet, V| = m, ¡jl< = m, ¡jl2 = m — i dans 
l'identité (6), il viendra 

x A (m, m) -h A (m — i, m) — JJi o(œ) — Vt f(x). 

Les quantités A (m, m), A (m — sont, d'après ce que 
nous avons démontré, toutes les deux différentes de zéro ; 
de plus, les fonctions Uj et V<5 qui sont dans ce cas de 
degré m — 2 au plus, ne peuvent être identiquement 
nulles, puisque le premier membre ne l'est pas ; par suite, 
si f(x)= o et <p(x) = o admettaient deux racines 
communes ou plus de deux, ces racines devraient satis-
faire à l'équation du premier degrc 

x A(my m) -j- A(m — i, m) = o, 

et, par suite, cette équation devrait se réduire à une iden-
tité, ce qui est contraire à ce que nous venons de démon-
trer. Donc : 

Si A = o et si les déterminants A ( p., v) ne sont pas 
tous nuls, les équations proposées n'admettent qu'une 
seule racine commune, et cette racine est fournie par 
V équation 

x A(m, m) 4 - A(m — 1, m) = o, 

ou, comme il est facile de s'en assurer, par l'une des 

équations 
„ x A ( (x, m ) 4 - A ( (x, m — 1 ) = o , 

obtenues en donnant à ¡x les valeurs 1 , 2 , . . . , m. 
L'identité (S) donne aussi,pour fjL2 = /w, p., = 1. 2, . . . , 

m — 1 ^ une série d'expressions pour les puissances de la 
racine commune, depuis la puissance m — 1, jusqu'à la 
première puissance. 
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II. 

6. Supposons maintenant que A = o, que les déter-
minants A(p.,v) soient tous nuls, et que les détermi-
nants d'ordre m — 2, mineurs de A, ne soient pas tous 
nuls. 

L'identité (b) se réduit à 

o = U i o ( x ) - V i f ( x ) . 

Elle montre que les deux équations f(oc) = o, 
o [x) = o ont au moins une racine commune, à moins 
que les fonctions U| et V4 ne soient identiquement 
nulles. Mais s'il en était ainsi, on aurait 

M Pi» ^2; vi> m) = 0, A({a1, (x2; vt, m — i) = o, 
A({Xi, (x2; i) = o, 

et par suite 

en désignant d'une manière générale par A (¡JL4 , ¡JL2 ; v4, v2) 
le déterminant d'ordre m — 2, mineur de A, obtenu 
en supprimant dans la figuration de A les colonnes 
d'ordre et [JL2 et les rangées d'ordre v4 et v2. 

Or nous avons supposé que les déterminants de la 
forme A( , ¡JL2 -, v4, v2) ne sont pas tous nuls ; par suite, 
les fonctions U* et V4 ne sont pas identiquement nulles. 

7. Nous allons démontrer, de plus, que les deux équa-
tions f (x) = o, (p(x) = o ont, dans les hypothèses 
faites ci-dessus, au moins deux racines communes. 

En effet, pour v4 les deux fonctions U| et V4 de 
l'identité (b) s'abaissent respectivement aux degrés 
m — 2 et p— 2; par suite, si ces fonctions ne sont pas 
identiquement nulles pour v4 = m, le théorème d'Erler 
nous montre que les équations f(x)= o, <p(x) = o 
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admettent au moins deux racines communes. 11 est aisé 
de démontrer que, dans ce cas, U* et ne sont pas 
identiquement nulles quels que soient les nombres ¡JL4, 
¡JL2 ; il faudrait pour cela que l'on eût 

comme il est aisé de le voir en développant et V<. 
Mais on peut établir, comme nous l'avons fait pour 

l'identité (¿), une identité nouvelle, dans le premier 
membre de laquelle figurent trois déterminants d'ordre 
m — 2, mineurs de À, savoir : 

/ x»l~V<a A((xu (x2 ; Vj, v2) ziz A( jx3, (x2 ; vt, v2) 

( C ) ±œm~V-x A ( { x 3 , { X 1 ; V 1 , V 2 ) 

( = U s < p ( * ) - V a / ( t f ) . 

Si l'on fait dans cette identité ¡JL3 = m, il viendra 

A ( Hi, fx, ; v,, v2) ± xm"V-2 A ( m, jx2 ; v,, v2 ) 

Si l'on avait 

j x 2 ; / w , v a ) = 0 , 

on aurait aussi, à cause de la symétrie de A, 

A ( m , [ j . 2 ; v „ v , ) = o , A ( m , [ x t ; v t , v 2 ) = o , 

et par suite l'identité (c) prendrait la forme 

et comme, d'après ce qui précède, f ( x ) = o, ) = o 
ont au moins une racine commune, on aurait 

Muni**; vi>v2) —o, 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Les fonctions U4 et V4 11e sont donc pas identiquement 

nulles, quand v< = m et quels que soient pt| et P a r 



( 539 ) 

suite, les équations proposées admettent au moins deux 

racines communes} on a donc cette proposition : 

Si et si tous les mineurs A(u,v) sont nuls, 
sans que les déterminants d'ordre m— 2, mineurs de A, 
le soient tous, les deux équations proposées admettent 
au moins deux racines communes. 

8. Nous allons démontrer maintenant que, dans les 
hypothèses faites précédemment, les équations proposées 
n'admettent que deux racines communes. 

Faisons en effet, dans l'identité (c), 

[jl3 = m, \x.2 — m — 1, (J4 — m — 2, 

011 aura 

A ( ,n — 2 , m — 1 ; v , , v2 ) ziz x A ( m, m — 1 ; V j , v2 ) 

ziz ¿t*2 A ( m , m — 2 ; v t , v 2 ) 

Si les deux équations f{x) — o, <p(x) = o admettaient 
plus de deux racines communes, l'équation du second 
degré 

A ( m — 2 ,m — 1 ; v l 5 v 2 ) ztz xk(m, m — i ; v , , v 2 ) 

d z x* A ( m, m — 2 ; Vj, v2 ) — o 

se réduirait à une identité} par suite, on aurait 

A ( m — 2y m — 1 ; v t , v 2 ) == o , 

A ( / w , m — 1 ; v j , v 2 ) = z o , 

A ( m , m — 2 ; v t , v 2 ) = o . 

En faisant dans ( c ) 

{JLj — m, (x2 = m — 1, 

cette identité devient 

x m ~ H A ( m , m — 1 ; v , , v 2 ) z h x A ( jx3, m ; v l 5 v 2 ) 

ziz A ( Î X 3 , m — 1 ; V N v 2 ) = z z U î c p ( ^ ) — \tf(x), 
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et comme 

A (m, m — i ; v,, v2 ) = o, 

dbaîA^s, m; v^Vj) 

dz A(îx3, m — i ; v,, v,)— — V2f(x). 

L'équation du premier degré 

±:a?A(fx8i ± A(p.3, w — i ; v 1 v î ) = o 

devant admettre au moins deux racines, on a 

Mt*3, WjVt, vs) = o, 

A((x3}m — i; v^vj jz :o . 

Or nous avons vu que, dans ce cas, on a 

M^i» K-iî v2) — o, 

ce qui est contraire à l'hypothèse ; 011 a donc cette nou-
velle proposition : 

Si A = o et si tous les mineurs A (p., v) sont nuls, 
sans que les mineurs du second ordre A( JJL, ¡x2 ; vM v2 ) 
le soient tous, les équations proposées admettent deux 
racines communes et n'en admettent que deux. 

Les racines sont données par l'une des équations du 
second degré 

A (m — 2y m — 1 ; vt, v2) ±z xk (m, m — 1 ; vt, va) 
±z x2 A(m, m — 2 ; v1? va) — o. 

9. On peut faire voir de plus que, si A = o et si 
tous les mineûrs A([x, v) sont nuls, tous les mineurs 
A ( [JI|, JJL2 ; , v2) sont aussi nuls, du moment que le mi-
neur A (m, m — 15 m, m — 1) est nul. 

En effet, faisons, dans l'identité (c), 

{Xj rz: mt (x2 — m — 1, v, =z m, v2 =z m — I, 
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elle deviendra 

xm-V-z A(m, m — i ; m, m — i) zho?A({x3, m — i ; m,m — i) 
d=A({i.3,m; m,m — i) = U%<?(x) — Y,/(a?). 

Dans l'hypothèse de 

A (m, m — i ; w, m — i ) = o, 

cette identité devient 

±:A?A([JT.3, m — i ; m, m — i) ± A(JA3, m ; m, m — i ) 

Comme f(x) = o et <p(.r) = o ont au moins deux 
racines communes, dans les hypothèses faites, on aura 

A([X3, m — i ; m, m — i) = o, A([A3, m ; m, m — i) ~ o. 

Faisons maintenant, dans (c), = m, ¡JL2 = M — i , 
v, = m, on en déduira 

A(|A3, m — i ; m,v2) = o, A((x3, m, v,) = o, 

puis, pour p3 = m, v, = m, on en tirera 

M f - i ^ ; m, v2) = o; 

et enfin, en faisant, dans (c), p.3 = m, on en déduit 

Vl> v«) = 0, 

ce qui montre que, dans le cas où 

A ~ o, A((x,v) = o, A (m, m — i ; m, m — i) = o, 

tous les déterminants À ([JLM FX2} V 4 ,V 2 ) sont nuls. 
Mais nous avons démontré que, si A = o, A (m, m) = o, 

on a A (p., v) = o; par suite, si A = o, A (m, m) == o, 
A (m, m — i -, m, m — i ) = o, tous les déterminants 
A(jjl4, fju; Vj, vt) sont nuls. 
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10. En continuant de la même manière que précédem-
ment, on démontrerait que, si A = o, A(p., v) = o< 
A ( ¡JLf, [¿2 ; V|, v2 ) = o, sans que les déterminants d'ordre 
m — 3, mineurs de A, soient tous nuls, les équations pro-
posées admettent trois racines communes et n'en ad-
mettent pas plus de trois, et ainsi de suite. 

On peut donc énoncer cette proposition générale : 

Si A = o, et si les déterminants d'ordre m— i , 
m— 2,.. . , m — p + i, mineurs de A, sont tous nuls> sans 
que tous les déterminants d'ordre m — p, mineurs 
de A, soient nuls, les équations proposées admettent 
p racines communes et n'en admettent pas plus de p. 

Ou bien encore, 

Si A = o, et si les déterminants d'ordre m — i , 
m — ..., m — p -4— i, mineurs de A, obtenus respective-
ment en supprimant dans A la dernière colonne et la der-
nière rangée, puis les deux dernières colonnes et les deux 
dernières rangées y etc., enfin lesp— i dernières colonnes 
et les p — i dernières rangées sont nuls, et si le mineur 
d'ordre m—obtenu en supprimant dans A les p 
dernières colonnes et les p dernières rangées, est diffé-
rent de zéro, les équations proposées admettent p ra-
cines communes et n'en admettent pas davantage. 

TRANSFORMATIONS PAR SEMI-DROITES RÉCIPROQUES; 

PAR M. LAGUERRE. 

1. Une droite étant donnée, on peut supposer qu'elle 
soit décrite dans un certain sens par un point mobile ; 
une telle droite, déterminée ainsi par sa position et le 
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sens dans lequel elle est décrite, est désignée sous le nom 
de semi-droite ; ce sens est indiqué sur la figure par 
une flèche placée près de la droite (Jig* i). 

Une même droite pouvant être décrite dans deux sens 
différents détermine deux semi-droites distinctes, que 
l'on appelle semi-droites opposées. 

2. Un cercle étant donné, on peut supposer également 
qu'il soit décrit dans un certain sens par un point mo-
bile*, un tel cercle, déterminé ainsi par sa position et le 
sens dans lequel il est décrit, est désigné sous le nom 
de cycle ; ce sens est indiqué sur la figure par une flèche 
placée près de la circonférence du cycle. 

Un même cercle pouvant être décrit dans deux sens 
différents détermine deux cycles distincts que Ton ap-
pelle cycles opposés. 

3. En un point A d'un cycle, la tangente doit être 

Fig. i. 
A ^ B 

considérée, le long de l'élément infiniment petit commun 
au cycle, comme décrite dans le même sens que le cycle ; 
la tangente au point A est donc une semi-droite bien 
déterminée. 

De là résultent les conséquences suivantes : 
i° On ne peut mener à un cycle donné quune tan-

gente parallèle à une semi-droite donnée. 
Il est clair, en effet, qu'on peut mener au cercle dé-

terminé par le cycle deux tangentes parallèles à la droite 
déterminée par la semi-droite donnée-, mais, si l'on dé-
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signe par A et par A' les points de contact de ces tan-
gentes, on voit que les tangentes en ces points ont des 
directions opposées ; une seule d'entre elles est donc pa-
rallèle à la semi-droite donnée. 

2° Deux cycles donnés ont deux tangentes com-
munes et n en ont que deux. 

Sur la fig. 2, on voit que les semi-droites AA' et BB' 
sont tangentes à la fois aux deux cycles K et K'. Les cercles 
déterminés par ces cycles ont quatre tangentes com-
munes, dont deux sont précisément AA' et BB'$ si l'on 
considère une quelconque des deux autres, par exemple 
CC', il est aisé de voir que, quel que soit Je sens dans 
lequel on suppose décrite cette droite, elle ne peut 
toucher les deux cycles donnés, d'après la définition, 
donnée du contact d'un cycle et d'une semi-droite. 

Deux cycles ont donc seulement deux tangentes 
communes; leur point de rencontre P est le centre de 
similitude des deux cycles. 

Ce centre de similitude est unique (1 ). 
La distance AA', comprise sur l'une des tangentes 

communes entre les points de contact avec les cycles, 
est la distance tangentielle des cycles; elle n'est déter-
minée qu'en valeur absolue, mais non en signe. 

4. Le rayon d'un cycle sera regardé comme positif si 
ce cycle est décrit dans le sens du mouvement des ai-
guilles d'une montre, comme négatif dans le cas con-
traire. 

Par suite, en désignant par T la distance tangentielle 
des deux cycle» dont les centres sont O et CK, la fig. i 

( 1 ) Une proposition bien connue peut, par suite de cette définition, 
s'énoncer de la façon suivante : 

Étant donnés trois cycles, les trois centres de similitude de ces 
cycles pris deux à deux sont en ligne droite. 
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montre immédiatement que, en désignant par D ^dis-
tance des centres, on a la relation 

T * = D S — ( R — 

Cette formule détermine, dans tous les cas possibles, la 
distance tangentielle de deux cycles 5 en particulier, si 

Fig. 2. 

nous considérons deux cycles opposés, si le rayon d'un 
de ces cycles est R, l'autre est — R ; d'ailleurs, la di-
stance de leurs centres est nulle; on a donc, dans ce cas, 

T 2 = : _ 4R2. 

5. Une semi-droite étant donnée, ainsi qu'un point P, 
le cycle qui a pour centre ce point et qui touche la semi-
droite est bien déterminé; la distance du point P à la 
semi-droite est le rayon de ce cycle : elle est donc déter-
minée en grandeur et en Jigne. 

6. Un point doit être considéré comme un cycle d'un 
rayon infiniment petit; toutes les semi-droites passant 
par ce point doivent être considérées comme tangentes 
à ce cycle. 

7. Etant données deux semi-droites quelconques, on 
peut construire une infinité de cycles qui leur soient 
tangents; les centres de ces cycles sont situés sur une 
même droite que l'on appellera la bissectrice des semi-
droites. 

Ann. de Ma ihéma t., 3e s é r i e , t. I . (Décembre 1882.) 3 5 
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Si, le point, P d'intersection des semi-droites restant 

fixe, l'angle que font ces semi-droites diminue indéfini-
ment, en sorte qu'elles tendent toutes les deux à se con-
fondre avec leur bissectrice, les rayons de tous les cycles 
inscrits diminuent indéfiniment et à la limite se rédui-
sent à des points, tandis que les deux semi-droites de-
viennent deux semi-droites opposées. 

On voit ainsi que les cycles qui touchent deux semi-
droites opposées sont les divers points de la droite 
qu'elles déterminent. 

8. Il résulte aussi de ce qui précède qu'un cycle 
assujetti à toucher trois semi-droites données est entiè-
rement déterminé. Son centre est le point de rencontre 
des trois bissectrices des semi-droites prises deux à 
deux. 

M É T H O D E DE TRANSFOUMATION PAU SEMI-DROITES 

9. Considérons une droite fixe Q; traçons dans le 
plan un cycle quelconque K ayant pour centre le point O 
et, sur la perpendiculaire abaissée du point O sur la 
droite Q, prenons un point arbitraire P (fig . 3). 

Cela posé, à chaque semi-droite MN du plan on peut 

RÉCIPROQUES. 

Fig. 3. 
/ K 

il M 

faire correspondre une autre semi-droite de la façon sui-
vante. Menons au cycle K la tangente AB parallèle à MN, 
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joignons le point de contact A au point P, et, au point A' 
où la droite ainsi obtenué rencontre le cycle, menons 
la tangente A'B'; menons enfin, par le point M où la 
semi-droite donnée coupe la droite fixe Q, une semi-
droite MN' parallèle à A'B'. 

MN' correspond ainsi à MN, et il est clair, en exami-
nant les constructions effectuées, que MN correspond 
réciproquement à MN7*, on dit que ces deux semi-droites 
sont réciproques. 

Il résulte évidemment de ce qui précède que : 
i° Deux semi-droites réciproques se coupent sur la 

droite Q que Von appelle /'axe de transformation; 
2° Des semi-droites parallèles ont pour réciproques 

des semi-droites parallèles, 

10. Si, du point P, on mène des tangentes au cycle K, 
on voit que les semi-droites parallèles à ces tangentes sont 
leurs réciproques à elles-mêmes. Il y a donc deux séries 
de semi-droites parallèles qui se transforment en elles-
mêmes-, ces semi-droites font des angles égaux avec 
l'axe de transformation. Il est toutefois à remarquer que 
ces semi-droites ne sont réelles que si le point P est ex-
térieur au cycle K. 

11. THÉORÈME.— Deux couples quelconques de semi-
droites réciproques sont tangents à un même cycle. 

Soient, en effet, Q l'axe de transformation, MN et MN' 
deux semi-droites réciproques, SK une semi-droite quel-
conque du plan {fig- 4)-

Construisons le cycle qui touche les semi-droites MN, 
MN' et SR; menons la droite NN' qui joint les points de 
contact de MN et de MN', et désignons par P le point 
où cette droite coupe la perpendiculaire abaissée du 
point O sur l'axe Q. Il est clair, d'après ce qui précède,. 
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que la transformation qui a pour axe Q et dans laquelle 
MN correspond à MN' peut*être définie au moyen du 
cycle K et du point P. Si maintenant on remarque que P 
est le pôle de la droite Q relativement au cycle K, on 

voit que la tangente RS' est la réciproque de SR ; les deux 
couples de semi-droites réciproques MN et MN', RS et 
RS' sont deux tangentes au cycle K, ce qui démontre la 
proposition énoncée. % 

12. La transformation par semi-droites réciproques 
est awsi caractérisée par les deux propriétés suivantes : 

jDeux semi-droites réciproques se coupent sur Vaxe 
de transformation ; deux couples de semi-droites réci-
proques sont tangents à un même cycle (i ). 

Il est clair que la transformation est entièrement dé-
finiè quand on se donne l'axe de transformation et deux 
semi-droites réciproques D et D'. Pour obtenir la réci-
proque d'une semi-droite quelconque A, que l'on con-
struise le cycle tangent à D, D' et A, et que, par le 
point M où A coupe l'axe de transformation, on mène la 

( * ) La transformation par rayons vecteurs réciproques est égale-
ment caractérisée par les deux propriétés suivantes : 

Deux points réciproques sont situés sur une droite passant par 
le pôle de transformation; 

Deux "¿couples de points réciproques sont situés sur un même 
cercle. 

Fig. 4-

M 11 Û 
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deuxième tangente au cycle, cette tangente sera la semi-
droite cherchée. 

13. Considérons une courbe K comme l'enveloppe 
d'une semi-droite mobile A, la réciproque A'de A enve-
loppera une courbe K' qu'on appelle la transformée 
de la courbe K. 

THÉORÈME. — Quand on effectue une transformation 
par semi-droites réciproques, un cycle a pour trans-
formé un autre cycle. 

Soit Q l'axe de transformation, et considérons un cycle 

quelconque K coupant l'axe aux points A et B. Ménons 
à ce cycle des tangentes MiNT et M'IV parallèles à la di-
rection des semi-droites qui, dans la transformation, son i 
leurs réciproques à elles-mêmes, et désignons par P le 
point de rencontre de ces droites (fìg. 5). 

Cela posé, construisons le second cycle K' qui, pas-
sant par les points A et B, touche les semi-droites PM et 
PM'; je dis que le cycle K' est le transformé de K. 

On voit en effet que la transformation est définie par 
l'axe Q, le cycle K et le point P (9). 

Par le point P, menons une sécante quelconque cou 

Fig. 5. 

K 

P 
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pant le eycle K' au point a et le cycle K aux points ¡3 
et y. On sait que les tangentes menées en a et y se cou-
pent en un point T de l'axe radical Q des deux cycles ; 
d'ailleurs, (32 est parallèle à a T : il résulte donc de la 
définition donnée plus haut (9) que aT et y T sont 
deux semi-droites réciproques. L'enveloppe des réci-
proques des semi-droites qui enveloppent K est donc le 
cycle K': ce qu'il fallait démontrer. 

14. On voit ainsi qu'un cycle K a pour réciproque 
un cycle K'. La relation qui existe entre deux cycles ré-
ciproques est caractérisée par les deux propriétés sui-
vantes : 

i° Leur axe radical est Vaxe de transformation ; 
2° Leurs tangentes communes sont parallèles à deux 

directions fixes, à savoir aux directions des semi-droites 
qui se transforment en elles-mêmes. 

Désignons respectivement par R et R' les rayons des 
deux cycles (ces quantités étant données en grandeur et 
en signe) et par 1) et D' les distances de leurs centres à 
l'axe (1 ). 

La première propriété donne la relation suivante : 

I)2 — D;- = R2— R'2, 

et la deuxième, la relation 

(1) D — D' = a ( R — R' ), 

où a désigne une constante caractérisant la transforma-
tion; d'où encore, en combinant ces deux relations, 

(2) D -4- \y — - (R + R'). 

( * ) On doit ici considérer l 'axe de transformation comme une 
semi-droite, en lui donnant un sens arbitraire, de sorte que 1) et !>' 
sont aussi déterminés en grandeur et en signe. 
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Oil en déduit 

D' = 
D(gig- I) — 2 aK 

i — a2 

et 

IV = 
2aP — R ( i -f- «8 ) 

I —a2 

Le cycle K' est ainsi complètement déterminé, quand 
le cycle R est donné, puisque l'on connaît la distance de 
son centre à l'axe et son rayon. 

Remarques. — Le cycle K' se réduit à un point, si 
R' = o, ce qui exige que l'on ait 

Il en résulte qu'un cycle étant donné, ainsi que l'axe de 
transformation, on peut toujours déterminer le mo-
dule a de la transformation, de façon que ce cycle ait 
pour transformé un point, dans le cas où ce cycle ne 
coupe pas l'axe. En désignant, en efïet, par R son rayon 
et par D la distance de son centre à l'axe, on voit que, 
D2 — R2 étant positif, l'équation précédente détermine 
pour le module a deux valeurs réelles. 

SoitK (fîg-6) le cycle donné; de son centre O abaissons 

Ra2—2aD + R = o 
d'où 

a = D ±y/D2— R2. 

Fig. 6. 

B 

une perpendiculaire OP sur l'axe de transformation, et de 
son pied P comme centre décrivons le cercle qui coupe 
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orthogonalement le cycle donné. Ce cercle coupe la 
droite OP en deux points A et B; on prouvera aisément 
qu'il y existe une transformation telle que les tangentes 
au cycle K aient pour réciproques les semi-droites qui 
se croisent au point A. Il y existe également une autre 
transformation dans laquelle le point Best le réciproque 
du cycle K. 

2° Une transformation étant définie par l'axe de trans-
formation Q et par le module a, il y existe une infinité 
de cycles qui ont pour transformés des points-, ils sont 
définis par la relation 

R _____ 2 A 
D ~~ a2-i- R 

Leur propriété caractéristique est que leur rayon 
varie proportionnellement à la distance de leur centre 
ii l'axe; elle présente une grande importance dans l'ap-
plication de la transformation par semi-droites réci-
proques à la théorie des anticaustiques par réfraction. 

LO. THÉORÈME. — La distance tangentielle de deux 
cycles est égale à la distaiice tangentielle des deux 
cycles correspondants. 

Considérons, en elfet, deux cycles; désignons respec-
tivement par R et /* leurs rayons, par D et d les di-
stances de leur centre à l'axe de transformation, par p la 
projection sur cet axe de la droite qui joint leurs centres, 
et par T leur distance tangentielle; on aura évidem-
ment 

T 2 = (D - dy - (R — r)\ 

Soient de même R' et / les rayons des cycles trans-
formés, D' et df les distances de leurs centres à l'axe, et 
T'leur distance tangentielle. Si l'on remarque que deux 
cycles réciproques ont leurs centres sur une même per-
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pendiculaire à l'axe, il est clair que l'on a 

T'= —p1 (D' - d ' ) 2 - (R' — r' )l. 

Or les formules données plus haut donnent aisément 

D'- d' = + 
i — a- ' 

R' = r- = _ 
i — a2 

Substituant ces valeurs dans l'expression précédente, il 
viendra, toutes réductions faites, 

T'2 =/>2-h (D — d y — (R — r)2=:T2; 

ce qui démontre la proposition énoncée ( i ). 

APPLICATIONS DE LA M É T H O D E . 

16. Soient trois cycles K, K' et K;/ ayant respective-
ment pour centre les points O, O' et 0/;. Soient P" le 
centre de similitude des cycles O et O', P' le centre de 
similitude des cycles O et O". Supposons que la droite 
P'P" ne coupe pas le centre O; en prenant cette droite 
pour axe de transformation, nous pourrons toujours, en 
choisissant convenablement le module de la transfor-
mation, transformer le cycle O en un point OJ. Les deux 
tangentes P"A et P^B auront pour transformées les semi-
droites opposées déterminées par les points V" et co; le 
cycle K', étant tangent à P"A et P/7B, aura pour trans-

( * ) Relat ivement à la transformation par rayons vecteurs réci-
proques, le théorème analogue est le suivant : IJangle sous lequel se 

coupent deux cercles est égal à l'angle sous lequel se coupent les 
cercles correspondants. 

Ce théorème s'étend à deux courbes quelconques, et de même dans 
la transformation par semi-droites réciproques : 

Si une semi-droite A touche deux courbes aux deux points a et b, 
et si la semi-droite réciproque A' touche les courbes transformées 
aux points a.' et b', les deux longueurs ab et a.'b' sont égales. 
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formé un cycle tangent à ces demi-droites opposées, et, 
par conséquent, un point o>' qui sera l'intersection de 
P"to avec la perpendiculaire abaissée de (y sur l'axe P'P". 

Les deux tangentes P'C et P D {fig- 7) auront pour 
transformées les semi-droites opposées déterminées par la 

droite P'to, et il est clair que le cycle O", qui touche P'C et 
P'D, aura pour transformé le point w", où P'to rencontre 
la perpendiculaire abaissée de O" sur l'axe P'P". Si l'on 
considère maintenant les deux tangentes communes aux 
cycles K'K", elles auront pour transformées les semi-
droites opposées déterminées par les points o>' et a/7. D'où 
il résulte que ces tangentes se coupent au point P où la 
droite c/to" rencontre P'P", et de là une démonstration 
nouvelle de cette proposition rappelée plus haut : Les 
trois centres de similitude de trois cycles considérés 
deux ci deux «sont en ligne droite; il suit de là égale-
ment que si trois cycles sont tels que la droite, qui con-
tient leurs centres de similitude, ne les rencontre pas, 
on peut, par une transformation par semi-droites réci-
proques, les transformer en trois points (1 ). 

( l ) La propriété analogue dans la théorie de la transformation 

o 

p p' 
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17. La transformation par semi-droites réciproques 

peut servir, comme la transformation par rayons vec-
teurs réciproques, soit à simplifier la solution de cer-
tains problèmes, soit à généraliser diverses propriétés 
des figures. 

18. Pour en donner un exemple simple, considérons 
le problème suivant : Construire un cycle touchant trois 
cycles donnés. 

Supposons que les cycles donnés K, K' et K/7 soient 
tels que la droite qui contient leurs centres de simili-
tude ne les coupe pas, nous pouvons, d'après ce qui pré-
cède, en prenant cette droite pour axe de transformation, 
transformer les cycles donnés en trois points w, to' et a/7. 
Le cercle passant par ces points détermine deux cycles 
opposés H et Ii7 dont les réciproques seront les solutions 
du problème. Deux cycles opposés rencontrant l'axe de 
transformation aux mêmes points, il en est de même de 
leurs réciproques; d'où il suit que le problème pro-
posé a deux solutions, et que l'axe radical des deux cycles 
qui satisfont à la question est l'axe de similitude des 
cycles donnés. 

Le problème de mener un cercle tangent à trois 
cercles donnés se ramène immédiatement au précédent. 
On peut, en effet, donner à un des cercles un sens arbi-
traire, de façon à le transformer en un cycle; on trans-
formera également les deux autres cercles .en cycles en 
fixant leur direction, ce qui pourra se faire de quatre 
façons différentes. A chaque groupe de cycles corres-
pondent deux solutions; le problème proposé aura donc 
en tout huit solutions. 

par rayons vcclcurs réciproques est la suivante : Lorsque deux 

cercles se coupent, on peut toujours les transformer en deux 
droites. 
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19. Un point décrivant dans un sens déterminé une 

semi-droite ou un cycle, si l'on emploie la transfor-
mation par rayons vecteurs réciproques, on voit que le 
point transformé décrit une autre semi-droite ou un autre 
cycle (lequel peut se réduire à une semi-droite quand 
le pôle de transformation est sur le cycle considéré). 

On peut souvent, avec avantage, employer simulta-
nément la transformation par rayons vecteurs réci-
proques et la transformation par semi-droites réci-
proques. Ainsi, en général, étant donnés cinq cycles, on 
peut, par deux transformations successives, les trans-
former en deux semi-droites et en trois points. En 
effet, si deux des cycles se coupent, par une première 
transformation par rayons vecteurs réciproques, 011 
pourra les transformer en deux semi-droites. Les trois 
autres cycles ayant pour transformées K, K/ et K", 
si l'axe de similitude de ces cycles ne les rencontre pas, 
011 pourra, par une transformation par semi-droites ré-
ciproques, les transformer en trois points, tandis que les 
semi-droites se transformeront en semi-droites. 

ÉQUATION EN S DE DEGRÉ m ET DÉCOMPOSITION 
D'UNE FORME QUADRATIQUE EN CARRÉS 

[FIN C1 )]; 

PAR M. WALECKI? 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée Fontanes. 

1. Soit f ( x , y, . . . , z) une fonction homogène, réelle, 
du second degré, des m variables x, y-, . . ., z. 

( ' ) Même Tome. p. 'JOI. 
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Par la substitution 

I ' 

\ 5 = Yl + Ï2y + • . • + y,n ¿y 

il vient identiquement 

(2) j\x, Y, z) — A^r/2-h y' -h B r'2 . . . + C2"-

Je dis que l'on a 
(3) A =:«,/«, 4-

où les f désignent les demi-dérivées de f. 
En effet, pour isoler A dans le second membre de ( a ), 

il suffit de prendre la demi-dérivée du second membre 
par rapport à x \ puis d'y faire x ' égal à l'unité, les 
autres variables y', . .., z! nulles. 

J'effectue les mêmes opérations sur le premier membre, 
regardé comme fonction composée, et j'obtiens l'éga-
lité (3). 

De même j'aurai (4) en égalant les demi-dérivées des 
deux membres de (2), prises par rapport à yf, et où je 
fais ensuite x' égal à l'unité, les autres variables nulles. 

On peut remarquer que le second membre de (4) ne 
change pas par l'échange des indices 1 et 2. 

2. Je suppose maintenant que la substitution (1) 
r é d u i s e . <z) à la formejcanonique 

et que cette substitution soit orthogonale, c'est-à-dire 
réduise x* -hy2 -t-. . . H- à x'2 -f- y'2 -f-. . . -f- zf2. 

Par cette substitution, ou aura, quel que soit S, 



l'identité 

( 558 ) 

i / ( * , j , — -h j 2 . .4-~2) 

_ = ( A — S) ;? ' 2 ( B — S ) J ' 2 - { - . . . H - ( C — S ) ^ ' 2 , 

où je regarde maintenant . . . , z* comme des fonc-
tions indépendantes de j , j , . z , définies par la 
substitution inverse de (i). 

Si aucun des coefficients A — S, B — S, C — S 
n'est nul, le premier membre de (5) est décomposable 
en m carrés indépendants, son discriminant est différent 
de o; si l'un de ces coefficients est nul, le discriminant 
est nul-, d'ailleurs ce discriminant est le premier membre 
de l'équation en S p o u r ^ x , ^ , . . . , z). 

Donc l'équation en S admet pour seules racines les 
coefficients de la forme canonique obtenue par une substi-
tution orthogonale, si la réduction est possible. 

Déplus, les dérivées partielles du premier membre de 
(5)? quand on remplace S par A, par exemple, admettent 
des solutions non nulles : celles qui annulent j ' , . . . , z' 
et non x'. Si je prends x' égal à i , les valeurs corres-
pondantes des variables x, y, . . . , z sont, en vertu de 
(i), a,, ¡3,, . . . , y, : donc on a 

/ /«, —Aai = °> 

(6) \ 

( / ; - A Ï 1 = = O . 

Donc enfin, si la réduction est possible, le coefficient 
A du carré x'2 dans la forme réduite est une racine de 
l'équation en S; les coefficients de x! dans la substi-
tution (i) sont un système de solutions non nulles des 
équations ( 6 ). 

3. Il faut voir maintenant si les coefficients ainsi 
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définis déterminent effectivement une substitution ortho-

gonale et réduisent la fonction. 
Je suppose d'abord que toutes les racines de l'équation 

en S soient distinctes*, à l'une S1 correspond un système 
de solutions en a,, ¡3M . . . , y1 que je détermine par la 
condition 

à une autre S2 correspondra un second système ou, 
¡ 3 . . . , y2. Je dis que l'on a 

Pi P2 H - . . . 4 - YIY2 = O-
En effet, si j'ajoute membre à membre les équa-

tions (6) après multiplication par ou, (32, yo> et 
en y mettant S4 à la place de A il reste 

H - h A - + - • • • + 7 , / ; = ST ( A2 H - PS - H . . . -+- Y! Y2 ) ; 

on aurait de même l'égalité qui s'en déduit par l'échange 
des indices i et i . 

Comme l'échange des indices ne change pas le premier 
membre et que Si est différent de S2, il faut que l'on ait 

A,A2 H - ^ P Ï H- • • • - + - 7 I 72 = O, 

«2/«, + A + . • . + 72/;, = o. 

La première et les analogues montrent que la substi-
tution est orthogonale. 

La seconde et les analogues montrent que cette substi-
tution annule les coefficients des rectangles et donne à la 
fonction la forme canonique. 

Enfin, on vérifie, en ajoutant membre à membre les 
égalités (6) après multiplication par a 0 ¡3,, . . y< et 
en y remplaçant A par la racine S4 de l'équation en S, 

ai A + Pi A + + 7i/Tt = si» 

qui exprime que le coefficient du carré x'2 est bien la 
racine S4 qui a donné les coefficients a4, ¡34, . . . , y<. 
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i . Je suppose enfin que l'équation en S ait des racines 
multiples. Au lieu que la substitution orthogonale, 
propre à la réduction, soit déterminée d'une façon unique, 
elle pourra être choisie de plusieurs manières. 

A chaque racine simple correspond une colonne de 
coefficients de la substitution (i), comme dans le cas 
précédent. 

A une racine multiple en correspondront plusieurs : 
pour S racine multiple d'ordre p de l'équation en S, les 
équations (6), où l'on remplace A par S, se réduisent à 
m — p distinctes. Je choisis arbitrairement un premier 
système de solutions vérifiant a, -f- ¡3* -+-. . . -f- = i. 

Puis, j'en choisis un second en associant aux mêmes 
équations la condition 

et ainsi de suite, de façon à obtenir des colonnes de 
coefficients, qui, par l'adjonction de ces conditions, 
satisfont entre elles et avec les autres à la condition 
d'orthogonalité. 

Parmi les coefficients qui répondent à cette racine 
multiple d'ordre p, on en peut choisir arbitrairement un 
nombre donné par 

p(p — 0 (P - I) (P — a) -H... -H I = CM- L 

Quel que soit le choix fait, moyennant ces conditions, 
la forme réduite sera 

S M S2, . . . , Sm étant les racines de l'équation en S, et 
chacune d'elles étant répétée autant de fois qu'il y a 
d'unités dans son degré de multiplicité. 
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CONSTRUCTIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA TANGENTE 
ET DU RAYON DE COURBURE DES SECTIONS PLANES DU TORE; 

PAR M. LAQUIÈRE. 

Considérons le tore comme l'enveloppe d'une sphère 
de rayon constant dont le centre décrit un cercle de 
rayon a. Un plan quelconque sera défini par l'angle <p 
qu'il fait avec l'axe du tore, ou axe du cercle lieu des 
centres, et la distance p du point 0, où il coupe l'axe, au 
centre de la surface. 

Cela posé, les centres des sphères enveloppées par Je 
tore auront pour projection une ellipse de rayons prin-
cipaux a et a sincp, ce dernier dirigé suivant la ligne de 
plus grande pente du plan sécant, en supposant l'axe du 
tore vertical. Ces projections seront les centres des cer-
cles d'intersection du plan sécant avec les sphères enve-
loppées, cercles dont l'enveloppe sera elle-même la 
courbe d'intersection du tore et du plan considéré. 

Les lignes de contact des sphères avec le tore étant des 
méridiens de la surface sont contenues dans des plans 
passant par l'axe, et par suite les cordes de contact des 
cercles enveloppés par la courbe d'intersection du plan 
et de la surface passent toutes par le point £î, où le plan 
est percé par l'axe. De plus, comme cordes d'intersection 
de deux cercles infiniment voisins, elles sont perpendi-
culaires à la ligne des centres, c'est-à-dire à la tan-
gente à l'ellipse lieu des centres. Ainsi : 

Le diamètre polaire de la section plane du tore est la 
podaire, par rapport au point Q, de l'ellipse projection du 
cercle directeur de la surface canal. Mais, d'autre part, le 

Ann. de Mat hé mat3e série, t. 1. (Décembre 1882.) 3 6 
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produit des distances du pôle Q aux deux points de la 
courbe situés sur le même rayon, et ayant pour milieu 
un point de la podaire à l'ellipse, est constant et égal à la 
puissance (a2 -H/?2 — r2) du point Q par rapport aux 
sphères enveloppées. Les points de la courbe d'inter-
section se déterminent donc avec la plus grande facilité 
par la construction suivante : 

Sur un diamètre AA'du cercle O de rayon a (Jîg. i), 
prenons OF = OF' = a cos <p. L'ellipse auxiliaire aura 

Fig . i . 

/'O V 12 0 r 
/ \i 

M 
:7 e1 j 

1 Y 0 r Oz 

A A' pour grand axe et F, F' pour foyers. Sur le rayon 
perpendiculaire à A A', prenons O Q — p cos cp ; le point O 
sera la trace de l'axe du tore sur le plan sécant; enfin, 
autour du point Q, traçons un cercle de rayon 

f ~ \/a- p1 r*. 

Menons les parallèles FQ, F'Q' au rayon vecteur QP, 
sur lequel nous voulons déterminer les points de la 
courbe d'intersection. La corde QQ' du cercle O de 
rayon a sera tangente à l'ellipse des centres au centre 
du cercle sur lequel se trouvent les points S et S; cherchés. 
Menons la parallèle QP à ces droites. Son pied P sur 
QQ' sera le point de la podaire, milieu des points cher-
chés, et si, sur cette droite, de part et d'autre du point P, 
on rabat la tangente PT menée de ce point au cercle Q, 
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les extrémités S et S'de ces rabattements seront les points 
cherchés de la courbe d'intersection. 

Cette construction permet d'écrire immédiatement l'é-
quation de la courbe en coordonnées polaires, en prenant 
la droite QO pour axe polaire et Q pour pôle : 

p2 -h 2p ( a y/sin2 u> -+- sin2 cp cos2 — p sin tp cos w ) 

H- a 2 — r 2 4- />2 — o. 

Construction de la tangente. — Considérons le 
point S de la courbe que l'on sait construire ainsi qu'il 
précède ( jig. 2). Joignons-le au point M où la droite QQ' 

Fig. 2. 

s 

touche l'ellipse auxiliaire, intersection de QQ' avec la 
droite qui joint le foyer F au point H symétrique du 
second foyer par rapport à cette droite. 

La droite SM, rayon du cercle enveloppé par la courbe 
d'intersection, sera la normale à cette dernière. 

Remarque. — Dans le cas où le plan sécant serait bi-
tangent au tore, le point Q se confondrait avec O et les 
longueurs OS, OS' seraient respectivement égales à F'Q' 
et FQ. Les points F', S', H sont en ligne droite, ainsi que 
leurs analogues. Par conséquent la normale SM passe 
par le foyer F, et la normale S'M par le foyer F', ce qui 
fournit une démonstration du théorème de M. Yvon Vil-
larceau. 
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Rayon de courbure. — On sait que, pour obtenir le 

centre de courbure a- de l'ellipse au point M, il suffit de : 
i° Elever nri perpendiculaire à la normale par le pied 

n de celle-ci sur l'axe transverse {fig- 3) ; 
2° Mener par le point n! où cette perpendiculaire 

Fig. 3. 

V 

coupe le rayon vecteur F ; M une perpendiculaire n'<7 à ce 

rayon vecteur-, 
3° L'intersection de cette dernière avec la normale est 

le centre ar de courbure. 
Ce point déterminé, par la trace Q de l'axe du tore sur 

le plan sécant élevons Qto' perpendiculaire au rayon po-
laire Q S de la courbe d'intersection (parallèle à la nor-
male Mn au point correspondant de l'ellipse qui définit 
la normale SM). Du point o>', où cette perpendiculaire 
rencontre la normale SMa/ à la courbe d'intersection, 
élevons à cette normale une perpendiculaire u>' u>" qui 
vient couper en a/le rayon polaire. 

La droite o/o- qui joint le point co" au centre de cour-
bure de l'ellipse déterminera le centre de courbure S de 
la courbe d'intersection par sa rencontre avec la nor-
male SM. 
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En effet, soient S' et M' les points correspondants de 

la courbe et de l'ellipse infiniment voisins de S et M. Le 
centre de courbure cherché S sera l'intersection des deux 
normales SM et S'M' infiniment voisines. Or les droites 
QS'et o-M' étant parallèles, comme toutes les deux per-
pendiculaires à la tangente à l'ellipse au. point M', les 
angles infiniment petits SQS' et M a-M'sont égaux. Donc, 
s étant l'intersection de QS' avec la perpendiculaire S i / 
à QS, c'est-à-dire la parallèle à MM', on a l'égalité 

Ss __ QS 
MM7 ~~ ÏM' 

De plus, si nous désignons par s'l'intersection de cette 
même parallèle avec la normale voisine qui est perpen-
diculaire à SS', dans le triangle infinitésimal S/S' dont 
tous les angles sont finis, la longueur S s est la projection 
de SS' qui est elle-même la projection de S/. La figure 
formée par les quatre points S, s, S', sf est donc semblable à 
celle que nous avons construite avec les points S, Q, a/, G/ 
qui leur correspondent, puisque l'angle QSo/ est égal à 
sSsf. En conséquence, 

s y _ Sa/ 
Si ~~~ S12 ' 

S s' _ S a / 
MM' Ma' 

Sx __ 
è MË ~~ MM' ' 

Ss __ S'-o" 
MÏ Mer ' 

Ce qui, en vertu du parallélisme des droites Sa/ et 
Mo-, justifie la construction indiquée ci-dessus du centre 
de courbure S. 

d'où 

Or on a 

Donc 



( 566 ) 

T A B L E D E S M A T I È R E S P A R O R D R E M É T H O D I Q U E . 
(TOME I , 3« SÉRIE.) 

Théorie des nombres. 
Pagos. 

Démonstration des propositions de M. Lionnet; par M. Moret-
Blanc 357 

Algèbre. 

Sommation d'une série remarquable; par M. Maurice d'Ocagne... 
Sur les équations algébriques de la forme (xp — aP) 4» {x) = 0 ; 

p a r l e P . Berlo ty 
Sur le développement des logarithmes et des exponentielles; par 

M. Maurice d'Ocagne 
Solution de la question de Mathématiques élémentaires proposée 

au concours général de 1880 ; .par M. Moret-Blanc 
Équation en S de degré m et décomposition d 'une forme quadra-

t ique en carrés; par M. Walecki 4 0 1 

Concours d'admission à l'École spéciale militaire en 1881 ; par 

M. Lez 
Sur l 'é l iminat ion; par M. Ch. Biehler 

Géométrie élémentaire. 

Solution de la question proposée au concours général de 1879, 
pour la classe de Philosophie; par M. A. Leinekugel i84 

Solution des questions proposées au concours général de 1879, pour 

la classe de troisième; par M. H. Lez 185 

Solution de la question de Mathématiques élémentaires proposée 

au concours général de 1 8 8 0 ; par M. Moret-Blanc 2 6 7 
Sur la méthode des isopérimètres; par M. Eugene Bouché 325 
Premiers éléments de la Géométrie descriptive ; par M. A. Mann-

heim • 3 8 5 e t 4 3 3 

Cinématique. 
Sur quelques applications du théorème de Savary, relatif aux enve-

loppes des courbes planes; par M. H. Besal 7 
Étude sur un mode de détermination des courbes planes. Applica-

tion cinématique; par M. Maurice dyOcagne 4 ° 

^ Sur les systèmes articulés de MM. Peaucellier, Hart et Kempe; 

A . p a r M . V. Lignine i 53 

171 

241 

266 

556 

4io 
529 



( 567 ) 
Paçes. 

Sur la théorie du déplacement; par M. Halphen 296 

Sur quelques propriétés géométriques du mouvement d'un po in t ; 

p a r M . V . Lignine . . . 3oo 

Théorème de Cinématique; par M. E. Habich 4^8 

Géométrie supérieure. 

Théorème de l'hexagone inscrit dans une conique; par M. H. 
Du/au gg 

Solution de la question de Géométrie descriptive proposée au 

concours d'agrégation de l'enseignement spécial en 1 8 8 0 ; par 

M . Ernest Lebon 2 6 9 

Théorème relatif à certain réseau de quatre sections coniques; 

p a r M . Fritz Hofmann 3a 1 

Composition mathématique pour l'admission à l'École Polytech-

nique en J882 (solution géométrique) ; par un ancien élève de 
Mathématiques spéciales 351 

Géométrie à deux dimensions. 

Sur un critérium relatif à la théorie des sections coniques; par 

M . Halphen 5 

Note sur les coordonnées bipolaires; par M. P. Barbarin i5 

De l'involution de plusieurs points sur une conique ; par M. Weill. 6 2 
Sur deux propriétés relatives aux foyers et aux cercles focaux dans 

les coniques; par M. X. Antomari 102 
Solution de la question proposée pour l'admission à l'École Nor-

male supérieure en 1881 ; par M. Moret-Blanc 114 

Solution d'une question proposée pour l'admission à l'École Poly-

technique en 1 8 8 0 ; par M. H. Cartier 118 

Concours d'admission à l'École Centrale en 1880 (première 

session); solution par M. H. Lez 122 
Concours d'admission à l'École Centrale (deuxième session, 1879); 

solution par M. / . Auzelle 176 

Solution de la question de Mathématiques spéciales proposée au 

concours général de 1 8 8 0 ; par M. E. Dorlet 256 

Concours d'admission à l'École Centrale (première session, 1881); 
solution par M. L. Rien 278 

Solution des questions proposées au concours pour les bourses de 

licence (Marseille, 1881); par M. Moret-Blanc 283 

Généralisation du théorème de Brianchon et de l'hexagone de 

Pascal; par M. E. Brassinne 318 

Transformation par semi-droites réciproques; par M. Laguerre. 
Constructions géométriques de la tangente et du rayon de cour-

bure des sections planes du tore; par M. Laquière 56i 



( 568 ). 

Géométrie à trois dimensions. 
Page*. 

Généra l i sa t ion d ' u ne propr ié té de la surface de l ' o n de ; p a r un 
Abonné 29 

Sur l ' intersect ion de l ' hyperbo lo ïde de révo lu t ion et d ' une d r o i t e ; 

p a r M . E. Rouché 97 

Solu t ion de la quest ion proposée pou r l ' admiss ion à l 'École Poly-

techn ique en 1881 ; par M. J.-B. Pomey. . m 

So lu t ion de la quest ion de Mathémat iques spéciales proposée au 

concours d 'agrégat ion de 1880; par M. Boudenes 1 8 0 
Appl ica t ion des propr ié tés des po lynômes homogènes à la discus-

sion de l ' équat ion en S ; par M. Ch. Drisse 193 

Réduc t ion de l ' équat ion générale des surfaces du second ordre 

en coordonnées ob l iques ; par M. Ch. Brisse 2 0 7 
Sur l ' intersect ion d ' une dro i te et d ' une surface de révolut ion du 

second degré ; par M. J. Caroti 217 

Sur l ' intersect ion d ' une dro i te et d ' une surface de révo lu t ion de 

second o rd re ; par M. Ernest Lebon 219 

So lu t ion de la quest ion de Mathémat iques spéciales proposée au 

concours d 'agrégat ion de 1 8 7 9 ; par M. Gambey 245 

Re la t ion entre les distances mutue l l es : i ° de quatre po in ts situés 

sur u n m ê m e cercle; 2 0 de c inq po in ts situés sur une m ê m e 

sphère; par M. X. Antomari 4^2 

Mécanique. 

Remarques sur le pendu le ; par M. Maurice d'Ocagne 32 

Sur u n théorème d e P a p p u s ; par M. Laquiere 1 1 0 
Stabi l i té de l ' équ i l i b re d ' un po i n t matér ie l at t i ré ou repoussé par 

u n n omb re que lconque de po in ts matériels fixes p ropor t i on-

•ne l l ement aux masses et à une puissance de la d is tance; par 

M. A. Legoux i45 
So lu t ion de la quest ion de Mécan ique é lémenta i re proposée au 

concours d 'agrégat ion de 1 8 7 9 ; par M. Gambey 254 

Solut ion de la quest ion de Mécanique proposée pou r l ' ob ten t i on 

d u brevet de C luny en 1880; par M. C. Roubaudi 274 

Sur la courbe synchrone de la cyc lo ïde ; par M. H. Resal 2 8 9 
Sur les équat ions de l ' équ i l ibre astat ique ; par M. A. de Saint-

Germain 3o6 

Manière directe de ramener la compos i t i on des forces concouran-

tes à la théor ie d u lev ier ; par M. E. Brassinne 320 

Déve loppements sur la quest ion relative à l ' in f luence de la rota-, 

t ion de la Terre sur le mouvemen t du pendu l e ; par M. H. Re-
sal 337 



( 56 9 ). 
Pago» 

Su r les propr iété» mécan iques de la lemn isca te ; par M. H. Res al. 481 

So lu t i on d ' u ne quest ion de Mécan ique proposée au concours 

d'agrégation de 1879; par M. Gambey 5o8 

Cosmographie. 

Note sur la résolut ion , au moyen de tab leaux graph iques , de cer-

ta ins prob lèmes de Cosmograph ie ; par M. Ed. Collignon 49° 

Calcul différentiel et iutégral. 

So lu t i on d 'un p rob l ème de Géomé t r i e ; par M. A. Picart 33 

Note sur les propr ié tés des l ignes géodésiques et des l ignes de 

courbure de l 'e l l ipso ïde; par M. A. Picart 49 

Note sur les parabolo ides du second ordre osculateurs aux surfa-

ces; p a r M . A. Picart i 6 3 

So lu t i on d ' une quest ion d 'Analyse proposée au concours d'agré-

gat ion de 1880; par M. E. Henry 220 

So lu t i on des quest ions de l icence proposées au concours d 'agré-

gat ion de 1880; par M. Moret-Blanc 23o 

Sur une intégrale d oub l e ; par M. Gérassime Orlow 3 n 

Sur que lques intégrales indéf in ies ; par M. S. Réalis 343 

Note sur u n déve loppement d ' une fonct ion en série; par M. J. 
Marchand 

Mélanges. 

Correspondance 33o, 4 J 5 , 47 a 5 i 5 

Agrégation des Sciences ma théma t i ques (concours de 1881) 79 

Quest ions proposées pou r l ' admiss ion à l 'École Po ly techn ique 

danoise 85 

Compos i t i ons données aux examens de l icence dans les différentes 

Facultés de France, en 1880 87, i33 , 465 et 516 

Pub l i ca t ions récentes ' 90, 288 et 521 

B ib l iograph ie 95, i44 332 

École Navale (concours de 1881 ) 126 

École Forestière (concours de 1881) 128 

École Po ly techn ique (concours de 1881) 129 

Concours d 'admiss ion à l 'École Centra le en 1881 i3o et 365 

Avis aux candidats à l 'École Po ly techn ique i43 

Errata i44i 288 et 43* 

Concours général de 188 189 

Concours d 'agrégat ion de l ' ense ignement secondaire spécial en 

r88o 236 

Errata des Tables de logar i thmes de Schron 240 

École spéciale mi l i ta i re (concours de 1882) 4*3 



Publications étrangères 4*5 

Concours général de 1882 519 

Notes diverses par M. E. Catalan 519 

Rectifications 528 

Questions proposées. 

Questions 1382 à 1383 48 

Questions 1384 à 1395 i/jo 

Questions 1396 à 1399 192 
Questions 1400 à 1403 23g 

Questions 1404 à 1410 335 

Questions 1411 à 1417 382 

Questions 1418 à 1422 43i 

Questions 1423 à 1426 479 

Questions 1427 à 1429 £27 

Questions résolues. 

Question 1322; par M. H.-J. Krantz 4*9 

Question 1337; par M. Fauquembergue 47^ 

Question 1367; par M. Moret-Blanc 368 

Q u e s t i o n 1368 ; p a r M . Ferdinando Pisani 371 

Question 1369; par M. Moret-Blanc l\22 
Question 1370; par M. Goffart 4^4 

Question 1375; par M. Choudadov 374 

Q u e s t i o n 1377 ; p a r M . François Borletti 3 ^ 6 

Question 1378; par M. S. Réalis 426 

Q u e s t i o n 1 3 7 9 ; p a r M . François Borletti 377 

Question 1380; par M. A. Leblond 379 

Q u e s t i o n 1381 ; p a r M . Henri Cartier 4 2 ^ 

Question 1383; par M. Lez 
Question 1386 ; par M. Moret-Blanc 38o 

Question 1397; par M. Moret-Blanc 382 

Question 1400; par M. Moret-Blanc 43o 

Question 1404; par M. Moret-Blanc 
Question 1408; par M. Lionnet 476 

Question 1409; par M. E . Bénézech 47** 

Question 1412; par u n Anonyme 522 

Question 1414; par un Anonyme 523 

Question 1415; par M. H. B. D ^26 

Question 1426 



( 571 ). 

T A B L E D E S NOMS P A R O R D R E A L P H A B É T I Q U E . 

(TOME I, 3« SÉRIE.) 

M M . Pages . 

A B O N N É 2 9 

AHETROE, au Lycée de Nancy 431 

A L E M B E R T ( D ' ) 

ALLÉGRET, professeur à la Faculté des Sciences de Clermont 332 

AMPÈRE 171 

ANDRÉ (C. ) , directeur de l'Observatoire de Lyon 92 

ANDRÉ (DÉSIRÉ), professeur à Sainte-Barbe 325 

ANGOT ( A . ) , professeur au Collège C h a p t a l . 92 

ANONYME 522 et 5a3 

ANTOMAHI ( X . ) , professeur au Lycée de Carcassonne 102 et 462 

ARCHI MÈDE g3 et 32o 

A U B E L (EDMOND V A N ) 3 8 o 

AUZELLE (J.), élève du Lycée de Moulins 176 
BARBARIN (P. ) , professeur au Lycée de Toulon. i5, 240, 383 et 480 

BARDELLI (G.) , à MilaÂ 419 

BARRAN (G . ) , étudiant à la Faculté des Sciences de Bordeaux.. . 33o 

BELLAVITIS (G . ) 333 

BÉNÉZECH (E . ) , élève au Prytanée militaire de la Flèche 478 

BERLOTY (L'ABBÉ) 173 

BERNOULLI 289 et 481 

BERTRAND ( J . ) , secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences. 

362 et 521 

BESANT (W.-H.) , professeur au Collège Saint-Jean, à Cambridge. 288 

BIEHLER (Ch.), directeur des études au Collège Stanislas 529 

BOCQUET ( J.-A.), ancien élève de l'École Centrale 522 

BONCOMPAGNI (PRINCE B. ) ^16 

BONNET (O . ) , membre de l 'Institut 48,> 

BORLETTI (FRANÇOIS), ingénieur à Mi lan . . 126, 376, 377, 38o, 

426, 428 et 528 

BOUDÈNES (J.) , au Lycée d'Avignon 125, 126, 180 et 38o 

BOULOGNE (PAUL), élève au Lycée Saint-Louis 43O 

BOUTY (E. ) , professeur au Lycée Saint-Louis 9 2 
BRASSINNE ( E . ) 3 i8e t 320 

BR1ANCHON 100 et 3i8 

BRISSE (CH.), rédacteur IG3, 207, 299 et 385 

BROCARD (H . ) , capitaine du Génie 335 

BRODI E (B . - C . ) 93 

C AGNOLI 507 



( 5 7a ) 
Pages. 

CAMBIER ( A . ) 383, 521 et 523 

CARON ( J . ) , ma î t re de conférences à l 'École Normale 217 

CARTIER (HENRI), élève du Lycée d 'Angou l ème 1 1 7 , 1 1 8 et 426 

CASS IN I . . 26 et 481 

CASTELLI 94 

CATALAN (E . ), professeur à l 'Université de Liège. 126, 348, 519 et 528 

CAUSSE ( A . ) , professeur au Lycée d'Angers 

CAVAL IER I 94 

CESARO ( E . ) 240 et 382 

C H A B A N E L ( C H A R L E S ) 5 2 7 

CHA IGNEAU , élève de l ' I n s t i t u t i on Duvigneau 283 

CHAMBEAU, élève du Lycée Fon tanes 125 

CHAMBON 48o 

C H O U D A D O V , à Stawropol (Caucase ) 374 

CHRÉTIEN ( E . ) , élève du Lycée du Havre 265 

CLAUSSET, élève au Pry tanée mi l i t a i re de la Flèche 479 

CLAVEL, élève au Prytanée m i l i t a i re de la Flèche 479 

COLL IGNON ( E D . ) . i ngén ieur en chef des Ponts et Chaussées 49° 

C O M B E R O U S S E (CH. DE), professeur au Conservatoire des Arts et 

Métiers 9 1 e t 4 6 a 

D . (B.-H. ), professeur à Rome 026 

D E D E K I N D ( R . ) 9 ° 

D E R Y I L L É E ( E . ) , élève au Prytanée mi l i t a i re dé la Flèche 479 

DESCARTES 20, 85, 149 et 520 

D I D O N 3i 1 et 312 

D O R L E T ( E . ) , élève du Lycée de D i j on a56 

D O S T O R ( G . ) , docteur ès sciences 374 

DUCATEL ( A . ) , professeur au Lycée Fontanes . . . . 92 

D U F A U ( HENRI), élève d u Lycée de Bordeaux 99 

DULEAU 97 

D U P I N ( C h . ) 164 

D V O R A K ( D ' Y . ) 94 

ESCARY , professeur au Lycée de Tarbes 93 

EULER 289 348, 349, 35i et 461 

F A 1 F 0 F E R ( AURELIANO) 9 ° 

FAUQUEMBERGUE (E . ) , ma î t re répét i teur au Lycée de Saint-

Quen t i n 192, 256, 3 7 7 , 382, 473 et 4^o 

FAURE ( H . ) , chef d'escadrons d 'Art i l ler ie en retraite 472 

FAYE (H . ) , membre*de l ' I n s t i t u t 92 

FERMAT ( P . ) 94 

F I O R I N I (MATTEO), professeur à l 'Univers i té de Bologne 92 

FLAMMARION (CAMILLE) i 4 4 

F L E U R Y ( V . ) , élève d u Lycée du Hav re . . 126 

FOUCAULT (LÉON) 34O 

F O U R E T ( G . ) , répét i teur à l 'École Po ly techn ique 473 

F R E N E T , professeur à la Faculté des Sciences de L y o n . . . 348 et 351 



( 5 -3 ) 
Pages. 

FRESNEL 9 3 

F U S S 4 8 3 

GALILÉE 320 et 321 

GAMBEY, professeur au Lycée de Saint-Étienne . . . 245, 254 5o8 

GAV INO (JUAN), au Ministère d e l à Marine, à Madr id 1 2 6 
GENEIX-MARTIN ( l ' abbé ) , de l 'École Saint-Sigisbert, à Nancy 

113, 122 et 126 
GENTY, ingén ieur des Ponts et Chaussées. 94, 335, 371, l\ii et 480 

GERGONNE '. 171 et 331 

GERONO , rédacteur. . 36o, 372, 383, 4^5, 432, 4?3, 479I 5 I5, 520 

et 5a i 

G ILBERT (P H . ) , professeur à l 'Université de Louvain 460 

G1VELET, de Re ims 11 7 
GOFFART (N . ) , chef d ' Inst i tu t ion 126, 376, 424 et 43o 

GRAVE (D r ) 94 

GR IMAUD , maî tre répétiteur au Lycée de Tarbes 1 2 2 
HABICH , directeur de l 'École spéciale des Construct ions et des 

Mines, à L ima 3oi et • 458 

HALPHEN, répét i teur à l 'École Po lytechn ique 5 et 2 9 6 
HAMILTON ( W .-R . ) 3oi et 333 

HART i5/,, i56, I5 7 et 159 

HENRY (CH.) 94 

HENRY (E . ) , professeur au Lycée d'Angers 184 et 2 2 0 
H E R M I T E (CH.), membre de l ' Inst i tut 348 et 407 

H É R O N (D'ALEXANDRIE) 93 

HOFFMANN 33o 

H O F M A N N (FRITZ), à Mun ich 321 

HOSPITAL (marqu i s DE L') 49$ 

HOTTENHOFF ( A . ) , élève de l 'Athénée de Bruxelles 1 2 6 
HOUEL ( J . ) , professeur à la Faculté des Sciences de Bordeaux 

91, 332 et 333 

HUNYADY (E . ) , professeur à l 'École Polytechnique de Budapest . 384 

H U R W I T Z ( A . ) , à Leipzig 384 

I G U R B I D E ( A P O L I N A R F O L A ) 9 ° 

JAMET ( V.), professeur au Lycée de Nice 349 

JAM1N, membre de l ' Inst i tu t 92 

KEMPE i54» 159, 1 6 0 , 1 6 1 et i63 

K I E N ( L . ), élève de Notre-Dame-du-Sacré-Cœur, à Plaisance 

122 et 278 
K R A N T Z ( H . - J . ) , à B r é d a I 4 ^ 9 

LACOMBE, à Bar-sur-Séine 38o 

LAGRANGE 9* 

LAGUERRE , examinateur d 'admission de l 'École Polytechnique. 

I4 I , 142, i43, 38o et 542 

LAISANT (A . ) , député de la Loire-Inférieure 93, 332, 333 et 424 

LAPLACE »48 et k l ^ 



( 5 - 4 ) 
Pages. 

LAQUIÈRE n o et 561 

LÉAUTÉ (H . ) , répétiteur à l'École Polytechnique 523 

LEBLOND (A . ) , élève du Lycée du Havre 126, 376 et 379 

LEBON (ERNEST), professeur au Lycée Charlemagne.. 219, 269 et 43I 

LEGENDRE 348 et 3/,9 

LEGOUX (A . ) , professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble. i45 

LEINERUGEL (A . ) 184 et 475 

LEJEUNE-DIRICHLET (P.-G.) 9 0 

LÉYY (L . ) , professeur au Lycée Louis-le-Grand 94 

LEZ (H . ) . 122, 126, -144, 185, 283, 37f>, 3 7 7 , 37g, 38o, 4io, 426 et 428 

LIGUINE (V.) , professeur à l'Université d'Odessa 93, i53 et 3oo 

LION NET 336, 357, 359, 476, 479, 520 et 5ai 

L10UV1LLE 520 
LONGCHAMPS (G. DE), professeur de Mathématiques spéciales au 

Lycée Charlemagne 369 

LUCAS (ÉDOUÀRD), professeur de Mathématiques spéciales au Lycée 

Saint-Louis 36\ et 4*9 
MAC-CULLAGH 29 et 3i 

MACLAURIN 453 et 454 

MANNHEIM (A.), professeur à l'École Polytechnique. 48, i4o, 35i 

385, 428 et 433 

MANSION (P.\ professeur à l'Université de Gand 4 l 8 

MARCHAND ( J . ) , ancien élève de l'École Polytechnique 4^o 

MARCOLONGO 38o 

MATHET (G . ) , professeur au Lycée de Lyon 92 

MATHIEU ( J . - J . - A . ) , l ieutenant-colonel d 'Arti l lerie 126 et /j31 

MEUSNIER 5i8 

MEYER (L . ) , élève du Lycée du Havre 126 et 376 

MONTESANO (DOMENICO) 379, 38o, 427, 428 et 43o 

MORET-BLANC, professeur de Mathématiques spéciales au Lycée du 

Havre. n 3 , n 4 , 124, 125, 126, i8 /i, 23o, 266, 283, 357, 368, 

373, 38o, 382, 421, 422, 426 428, 43o, 475, 479) 52o, 52i et 523 

MUIR (THOMAS), maître à l'École supérieure de Glascow 288 

MUNCK (JULES), élève de l'Athénée de Bruxelles 126 

NADAL (JOSEPH), élève du Lycée de Toulouse 38o 

NEUBERG ( J . ) . professeur à l'Athénée Royal de Liège 41** 

NEWTON 84 

OCAGNE (MAURICE D '), élève ingénieur des Ponts et Chaussées. 

3 i , 4 0 , I 5 4 , i56, 1 7 1 , 2 4 0 , 2 4 1 , 3oo, 302, 3O3, 336 et 4 3 O 

O R L O W (GÉRASSIME), professeur à l'École de construction de 

Saint-Pétersbourg 3 n 

OVIDIO (ENRICO D'), professeur à l'Université de Turin 93 

PALLAZ (ADRIEN), élève de l'École Polytechnique de Zurich. 

126 et 432 
PAPPUS . . . . 110 

PASCAL 99, 100, 101 et 3i8 



( 5 7 5 ). 
Paçes. 

PEAUCELLIER, lieutenant-colonel du Génie i53, i54, i56 et IÙJ 

PELLET 335, 336 et 475 

PICARDE AU (E . ) , du Lycée de Clermont 381 

PICART (A.) 33, 49 et i63 

PICQUET (H . ) , répétiteur à l'École Polytechnique 95 et 96 
PISANI (F . ) , professeur à l ' Inst i tut technique de Messine 126, 

371, 376, 377, 379, 38o, 428 et 43o 

PLARR (GUSTAVE) 333 et 522 

POMEY (J .-B.) , élève de l'École Polytechnique m e t 332 

PONCELET 397 

POUJADE 43i 

PROiNY (DE) 239 

PROTH 46 
PROUHET (E . ) 91 et 332 

REALIS (S . ) , ingénieur, à Tur in . 343, 3-6, 383, 426, 432, 526 et 528 

REBOUL (L . ) , élève au Prytanée mi l i ta ire de la Flèche 479 

REGNIER, élève au Prytanée mil i taire de la Flèche 479 

RESAL (H . ) , membre de l ' Inst itut . 7, 91 , 94, 289, 3o i , 337, 48i et 5 i5 

RICCATl 234 

RICHARDSON (Rev. G.) 43a 

ROBAGLIA, élève au Prytanée mil i taire de la Flèche 479 

ROBERTS (SAMUEL) 94 

ROLLE 84 

ROMERO ( J . ) , à Bilbao 48 

ROUBAUDI (C . ) 274 

ROUCHÉ (E . ) , examinateur d'admission à l'École Polytechnique. 

91, 97, 217, 218, 219, 325, 462, 519 et 520 

SAINT-GERMAIN (A . DE), professeur à la Faculté des Sciences de 

Caen 91 et 3o6 

SALADINI 483 

SAVARY 7, 8 et 461 

SCHROEN : 240 

SCHROETER ( H . ) 383. 472, 4 73 et 523 

SCHWAB 520 

SERRET ( J.-A.), membre de l ' Institut 91 , 362 et 482 

S IHAEWEN (P.-V.) , à Sarrebruck 33i 

SOMOFF 302 et 3o4 

STACHE ( E. ) , élève de l'Athenée de Bruxelles 126 
STAINVILLE (DE) 171 et 172 

STEINER 5 

STEPHANOS (CYPARISSOS) 296 et 299 
STRÉKALOF ( V . DE), à Saint-Pétersbourg 382, 43o, 479 et 528 

STURM 91 et 331 

SYLVESTER (J.-J.) 4 i 5 

TAIT (P.-G.) , professeur à l'Université d 'Edimbourg 333 et 5a 1 

TANNERY ( P A B L ) , ingénieur des Manufactures de l'État 9$ 



( 5 - 6 ) 
Paget. 

TAYLOR i 47e t 454 

TCHEB ICHEF , 36a et 52i 

THOMAS ( J . ) , marécha l des logis d 'Art i l ler ie de mar i ne , à Sa igon. 

379, 38o et 4*5 

T ISSERAND, membre de l ' Inst i tut 349 

T O R R I C E L L I 94 

T O R S (ODILLE), au Lycée de Nancy 431 

UNVERZAGT 333 

U N W I N ( W . CAWTHORNE), professeur au Col lège Royal I n d i e n des 

ingén ieurs civils 522 

V IELLE ( H . ) , élève d u Lycée du Havre 126, 376, 379 et 38o 

V I R I E U (DE) 421 

VU ILLEUMIER (HENRI), élève de l 'École Po ly techn ique de Zur i ch . . 126 

W A L E C K I , professeur de Mathémat iques spéciales au Lycée Fon-

tanes 401,402 et 556 

W A L K E R ( J . - J . ) 94 

W E I L L , professeur de Mathémat iques spéciales au Col lège Chapta l . 62 

W H I T W O R T H (W .-A . ) 3 7 8 

Y V O N V ILLARCEAU, m e m b r e de l ' I ns t i t u t 563 

S197 Paris Imprimerie de GAUTHIER-VILLARS, qua] des Grands-Augustlns, Si. 


