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NOUVELLEb ANNALES

MATHEMATIQUES

SUR UN CRITERIUM RELATIF A LA THEORIE
DES SECTIONS CONIQUES;

Par M. HALPHEN.

On détermine une conique par trois de ses points el
par son centre, et il s’agit de distinguer les cas ol cette
conique est une ellipse de ceux oi elle est une hyper<

bole.

Pour résoudre cette question, Steiner a donné le cri-
térium suivant: Soient a, b, c les trois points, tracez
les trois droites qui joignent deux & deux les milieux

,
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des segments ab, bc, ca. Ces trois droites partagent le
plan en sept régions, dont quatre ne contiennent aucun
des points a, b, c. Si le centre est dans une quelconque
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de ces quatre régions, la conique est une ellipse; s'il est
dans une quelconque des trois autres, la conique est
une hyperbole.

Dans la figure ci-contre, les quatre premiéres régions
sont distinguées par des hachures qui les couvrent.

Voici maintenant une seconde question qui se présente
ici :

Le centre étant placé de telle sorte que la conique
soitune lyperbole, on demande de distinguer larépar-
tition des trois points entre les deux branches de cette

hyperbole ;
et voici la réponse :

Chacune des trois régions qui contiennent a,b ou ¢
est subdivisée en quatre parties par les trois droites ab,
be, ca, savoir : un triangle, un angle, et deux bandes
comprises entre deux droites paralléles.

8i le centre est dans un angle, les trois points sont
sur une méme branche de I'hyperbole.

Si le centre est dans un triangle, celui des trois
points qui est un sommet de ce triangle est sur une
branche, les deux autres sur I’ autre branche.

Si le centre est dans une bande, les points sont
répartis de la méme maniére que pour le triangle qui
a un angle opposé par le sommet & l'un de ceux qui
limitent cette bande. '

Sur la figure, la répartition est représentée par un
trait qui sépare les points appartenant & une branche de
ceux qui appartiennent i l'autre branche. Ainsi @ |bc
signifie que « est sur une branche, b etc sur 'autre.

Envisageons maintenant les mémes questions pour yne
conique déterminée par trois de ses tangentes, et son
centre.
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Tout ce qui précéde s’applique exactement a ce nou-
veau probléme, pourvu que l'on envisage les droites ab,
be, ca comme étant les tangentes données. Pour la répar-
tition des tangentes entre les branches d’hyperbole, on
devra considérer a comme désignant la droite b¢c, & la
droite ca, c la droite ab.

Remarquons, en terminant, cette conséquence : Sur
une méme branche d’lyperbole on prend trois points
quelconques. Le centre de la courbe est toujours dans
un des angles opposés par le sommet a ceux du triangle
Sformé par les trois points. Il est aussi dans un des
angles opposés par le sommet & ceux du triangle
Jormé par les tangentes en ces trois points.

SUR QUELQUES APPLICATIONS DU THEOREME DE SAVARY,
RELATIF AUX ENVELOPPES DES COURBES PLANES;

Par M. H. RESAL.

1. Soient, dans un plan,

(S) une courbe qui roule sur une courbe fixe (§');

A le point de contact de ces courbes;

R, R’ leurs rayons de courbure en ce point;

ma une courbe tracée dans le plan de (s);

p = Am la longuecur de la normale abaissée du point A
sur ma;

¢ 'angle formé par la direction de Am aveccelle deR;

¢ le rayon de courbure en m de la courbe ma;

¢’ le rayon de courbure au méme point de I'enveloppe
ma’ de cette courbe.

En supposant que (S)et(S') opposent leurs convexités,
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le théoréme de Savary consiste dans la formule

1 1 1 1

O ()R

Dans le cas ou les courbes (S) et (S') seraient inté-
rieures I'une a 'autre, on affecterait du signe — le plus
grand des rayons de courbure R et R'.

Nous allons d’abord déduire de I'équation (1) quel-
ques théorémes connus, en admettant que (S) et (S') sont
deux circonférences.

2. Enveloppe d’une hypocycloide ou d’une épicy-
cloide. — Supposons que am soit la courbe décrite par
un point d'une circonférence (S,) de rayon R, roulant
intérieurement sur (S); la normale en m doit passer par
le point de contact de ces deux circonférences, qui se
confond par suite avec A.

Pour obtenir le rayon de courbure p, de ma, nous
remplacerons dans la formule (1), eu égard au sens des
courbures, ¢’ par—p,, R par — Ry, R’ parR,,en suppo-

sant de plus p = o. Il vient ainsi

Le rayon de courbure ¢’ de ’enveloppe de ma se déter-
minera %u moyen de la formule (1) en y remplacant
p par pi, ce qui donne

’ \

]---i—-—l——-)cos.w——i-i—'—l~
(P’—p oo-p/ T T RT R’

d’ou, par addition,

! —+ I\>C('s .
; =) Cose = + &5-
(p —pP P, R, W

Cette derniére équation définit bien I'épicycloide dé-
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crite par un point de la circonférence (S,) roulant sur.
la circonférence (§').

Réciproquement, I'hypocycloide ma est I'enveloppe
des positions de I’ eplcyclmde déterminée par un point de
la circonférence (S,) roulant extérieurement sur (§').

3. Enveloppe de la développante d’une circonfé-
rence concentrique & (S). — Dans ce cas, 'angle © est
constant et I’on a évidemment

p—+p=DRcosy,
et le rayon de la circonférence développée est R sing.

La formule (1) donne par suite

cos® 1

’—p R’

d’ou

¢/ —p=Rrcosop:
ce qui est bien 'équation de la développante de la cir-
conférentce concentrique 4 (&') et dont le rayon secrait
R'sin .

4. Enveloppe d'une circonférence (Sy) de rayon p
dont le centre se trouve sur la circonférence (S). — Si
nous considérons, par exemple, le point m de la partie
intéricure de I'enveloppe, on a

p + ¢ ==2Rcoso,

et la formule (1) donne
" 2RR
FTPIRER
d’ou, par addition,
L 4R(R=RY)
Pt SRR

COS 9,

Ccos CP'.

Mais en supposant » =0, cette derniére formule ferait
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- connaitre le rayon de courbure p'de I'épicycloide décrite
par le centre de (S,). D’ou il suit que la branche consi-
dérée (et il en est de méme de I'autre en remplacant p
par — p) est paralléle a cette épicycloide.

8. Quelles que soient les courbes (S) et (S') et la na-
ture de l’enveloppée, ’enveloppe peut étre décrite, au
moins en partie, par un point du plan d’une courbe (S,)
qui roulerait sur (8'). — Soit R, le rayon de la courbe
cherchée (S,) au point A. La formule (1) donne, en y fai-
sant p = o et remplacant R par R,

B 1 1 1

= i) =R w
¢t, en retranchant cette équation de la formule précitée,
on trouve
{1 pcosw
R R (e+pp’
on voit ainsi que la nature de la courbe (§,) est indé-
pendante de la forme de la courbe ().

(2)

6. Silenveloppée est une droite,on a p = et

1 1 coso 1 1
- T L

() KR KT “RTD

en désignant par D la portion de la normale en A a (S)
déterminée par la droite.

Dans le cas ou (S) est une circonférence et’enveloppée
un rayon de cette circonférence, on a p= R cos¢, d'ou

R
R, = —.
2
On vérifie ainsi que I'enveloppe est 1'épicycloide dé-
crite par un point de la circonférence, dont le diamétre
est R, qui roulerait sur (S').
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7. Supposons maintenant que am soit la développante
d’une circonférence concentrique i (S), et dont le rayon
est par suite Rsing. Nous avons

P-{—-p:RCOSCP

et la formule (2) donne

1 1 P ' Rcose —p

Soit 8 I'angle formé par le rayon vecteur mA =p du
point de la courbe cherchée (S, ) avec une droite mx fixe
dans son plan. L’angle formé par la normale en A a (S,)
avec mx étant § — o, Pangle de contingence est df, et

Pon a par suite
prder+ dp?
pai T~ ap |

: o

-

ct, en vertu de la formule (4),

dp

) —tange db,

d’on, en désignant par A une constante,
p= ‘Ae tangqo’

ce qui représente une spirale logarithmique si A est po-
sitif. L’origine de la spirale roulant sur la circonférence
(8') ne décrira qu’une courbe intérieure a cette circonfé-
rence, qu’elle ne rencontrera que pour § = —oo ().
Donc l'origine de la spirale ne décrira que la portion

(*) On reconnait facilement que, entre 6 = o et 6 = — o, la lon-

. . A
gueur de 'arc de la spirale est finie et a pour valeur —— -
sin 3
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extérieure a (S) de la développante du cercle concen-
trique ayant pour rayon R’sing.

La partie intéricure de I'enveloppe sera obtenue en
prenant A négatif.

8. Enveloppe d’'une normale a une ellipse (S) qui
roule sur une courbe fixe (8') ().
Soient, dans une position quelconque :

BB’ = 24 le grand axe de lellipse dont O est le ceutre;

I Tintersection de la normale en A aux courbes (S) et (S')
avec le grand axe;

mN la normale enveloppée rencontrant BB’ en J, m dé-
signant le point correspondant de I’enveloppe ;

a I'angle donné NJB et o 'angle variable AIB.

Nous: attribuerons aux lettres a, b, ¢ leurs significations
ordinaires et nous poserons

(5) m =—tanga, m'—tang,
d’ou
dm'’
6 dy —= —— .
(6) 1+ m'?

Nous savons que la normale au point A de Pellipse
rapportée a ses axes a pour équation

c¥
) v=m' (r —_——— _.._u_)
(7 ) \ Va4 b2m'?

et que les coordonnées de ce point ont pour expressions

9

2 20,/
(8) o= ’ bm

) V= e
Var+b'm* Vat+ brm”

Soient x4, y, les coordonnées de I'intersection I des

(') Le probléme se rapporte a la question des engrenages elliptiques.
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normales NJ et Al; on a

’ c? s ¢t
yvy=m| Xy— ——/———— ), MEM B e ),y
o ( \/az —+ b*m?, Vai+ b2m'?
d'on

c? m m A
€y = . — — — 5 — )’
m—m \\/q?+ b*m* \Ja®+-b*m'?,

crmm! ( 1 1
Ve e N T
: m-——m’ @ rm? Var - b*m"”

¢t, en se reportant aux valeurs (8),

4 crm

1
I‘l——Jl—_ ( S e
M= A a4 bt

N

m' ctm bim

—am )
-+ b*m? vat+btm'?,

V- - , ( —==
: mo—m'\

On déduit de la, pour la distance AL =D,

P i,
m-— n

1 ’ ctm bBm' —a*m
( J ko b - /a2 2 /2
NV at+-b*m Vai+-b*m

N

Nous avons pris le signe — pour le radical, pour que
I'on obticnne un résultat positif quand on suppose
m ==m/, et!’on obtient ainsi

N

(10) [)T_.R-—:aibz( 1L+ m-= )

\ @ -+ b*m'?

e
-

. . , .
ce qui est bien I'expression connue du rayon de cour-

bure de Pellipse.
On déduit des formules (8), (9) et (10)

R e
— =1—atbiyat+ b*m? —n—
) \ R, vai+bim a?—+ b*m'?
11) «
(1) m—m'

> —_— —_—
| [cﬁm\/a’—i—b?m”—i—(bzm’-—a’m)\/a2+b’m!]

Soient mx une droite fixe dans le plan de (S,) partant
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du point m qui sera I'origine des coordonnées auxquelles
on rapportera cette courbe; ds-I’élément commun a (S)
et (S,), 0 I'angle formé - par mJ avec mx. Nous avons

R_do_ b
R, = —dm ')

et, d’aprés P'équation (11},

db = da’' — atb*\/ a* + b*m?

(m—m')ydm'

> (a*+ b2m'?) [e?mya+ b'm + (b*m' — a*m)\/a* + b*m? | )
Pour fixer les idées, nous considérons le roulement a
partir du moment ou B se trouvait sur ('), et nous sup-
poserons que mx coincidait avec la portion initiale de
mJ, de sorte que I'on a § = o pour & = o oum’= o.
Nous avons ainsi

[ 0 — arctangm’ 4 a— a*b?\/a*+ brm?

(12) « ' (m—m')ydm'
- b (a?-+0b2m'?) ‘_02 m\/a'-’ + 0*m'? + (b2m' —a?m) \/a_’——;bzmj

L’équation (10) peut se mettre sous la forme

3
ds 1+m'2 \?
& ( e
da @i+ b*m’?
d’ou
@b (1 -+ m'2)dm'
ds — (~+ ) .

3
(a®+ 0*m'?)?
Nous avons ainsi pour (S,)

a*b? (1 + m'?)sin6dm’

3 5
(a*+ b*m'?)*
a?b? (1 + m'?) cos0 dm'

s dxr — dssinb =
(13)

dy = —dscosb = — ’

3
(a*—+ b? m”)_’-

et les équations (12) et (13) permettront de déterminer
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. ety en fonction de la variable auxiliaire »/. On peut
d’ail.leurs, en remplacant cette variable par une autre,
convenablement choisie, simplifier et méme réduire
quelques-unes des transcendantes qui entrent dans les
expressions de x et .

NOTE SUR LES GOORDONNEES BIPOLAIRES;
Par M. P. BARBARIN,

Professeur au lycée de Nice.

I. Dans le systéme des coordonnées bipolaires, un
point M est déterminé par ses distances FM = p,
F\M = p,, a deux points fixes I, F; appelés foyers ou

Fig. 1.

*
péles. Si le point M est assujetti a décrire une eertaine
courbe, il y a entre ses coordonnées bipolaires P, pi une
relation
F(p,p1) =0

qui est I’équation bipolaire de cette courbe. Récipro-

quement, toute équation de cette forme représente une
courbe.
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On peut construire géométriquement le point M en
décrivant deux circonférences, Tune du point F pour
centrc avec p pour rayon, lautre du point Fy pour
centre avec py pour rayon. M sera un point commun a
ces deux circonférences. Mais il faut remarquer que ces
deux courbes ont un second point commun M' symé-
trique du premier par rapport a la droite FF,. Donc
toute courbe dont I’équation a la forme

F(p,p1)=o0
est symétrique par rapport a la droite FF,, que nous
appellerons pour cela axe polaire ou focal.

Soit O le milieu de FF;; considérons deux axes rec-
tangulaires : Oz dirigé suiyant OF et Oy ; soient x, ) les
coordonnées cartésiennes du point M par rapport a ces
deux axes; on a, en posant OF = ¢, OF |, = — ¢,

(1)

systéme d’équations déterminant p ct o, en fonction de 2
et y. Ces formules servent a transformer I'équation bi-
polaire
F(z.2,) =0
en I'équation cariésienne
FVEZO T, T —o.

11 est facile d’en déduire des équations permettant
d’opérer la transformation inverse, car les équations (1)
soustraites I'une de I'autre, membre i membre, donnent

IR gy 'o—i)_—/: LG_:,
C
d’on »
ot (p2—p*—4e)?  16¢%p?— (pi— p?— 4c?)?
\)’ —°F 16¢? - 162 ’

\

y _(p+p+2e)(p—p1+20) (py+p—2¢) (py—p +2¢)

"' ’ 16 ¢?
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Il est facile de trouver, en fonction de p et py, la dis-
tance ¢’ d’'un point M 4 un autre point ' de 'axe po-
laire. Soit, en effet, OF = ¢ et soit m la projection
de M sur I’axe; on a successivement

pr=(c'— )2+ p*—2(c'—c)mF',
pr=(c'+c)+p'2— 2(c'+c)mF';
éliminons m}" entre les deux équations et nous aurons
(¢'+c)p?—(c'—c)pi=12cp""+ (c'—c)*(c'+¢)
—(c¢'—¢)? (' +¢),
c’est-a-dire
(3) 2c¢p?=(c'+c)p*—(c'—c)p? +2¢c(c"?—c?).
II. Tangente & la courbe. — Soient M, M, deux
points voisins, (p, o), (p+A4p, 5+ Ap,) leurs coor-

données : nous supposerons, pour fixer les idées, Ap et

Ag; >o.

Fig. 2.

Fy
Décrivons du point F comme centre ’are MH, et du
point Iy comme centre 'arc MI; nous aurons
M;H=4p, IM,=4p,.
Or, dans les triangles MHM, et MIM,,

Ap _ sin lﬂl\t Ap; _ sin m .
- =’ - ’
MM, sin MHM, MM, sinm

Ann. de Mathémat., 3¢série, t. 1. (Janvier 1882.) 2
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done, en divisant,
. T . //\
Ap _ sin HMM, sin MIM,

PN S
820 Gn MM, sin MHM,

‘Lorsque le point M, tend a se rapprocher du point M
la corde MM, devient tangente en ce dernier point, les
angles MIM, et MHM, sont droits, et si I'on désigne par
V et V, les angles que fait la tangente dirigée vers M,
avec les rayons FM et I'yM prolongés, on a

- ) N @
lim MM,_—_;’_V, lim TMM, =~ —V,;
donc
d \
(4) =2

dpy T cosV,®
cette formule détermine la position de la tangente.

Tatorime. — Les projections d’un segment quel-
conque dela tangente sur les rayons vecteurs sont dans
le méme rapport que les d{ﬁ"érentielles des rayons vec-
teurs du point de contact.

Car les projections du segment % sont 2cosV, hcosV,,

etl’on a
hcosV z_p_
hcosV,  dp,

Si I'on désigne par U, U, les angles que fait 1a normale
avec les rayons vecteurs, on a
T 0
U=-—V, U==-—-V
2 ’ 1 2 1

donc

dp  sinU
! —
(49 dp, sinU,

Les formules (4) et (4) éiablies au cas ou Ap et Ap,
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sont > o sont vraies dans tous les cas, comme on pour-
rait le démontrer par une analyse directe.

II. Asymptote. — Soit M un point qui s’éloigne

Fig. 3.

o
TN
p
N ~
] F 4

indéfiniment sur une branche de courbe; dans le triangle
MF, F, nous avons

PPN
p*= 4+ p?— bcpycosMF, F,

2 __ A2 2
cosMIF ¥ FL—p et

d’ou

Lorsque le point M s’éloigne indéfiniment, p et py
tendent simultanément, vers oo , mais les rayons FM, F, M
tendent vers des positions limites qui sont paralléles a la
direction asymptotique. On a donc alors

2 __p2 2
(5) coso = lim cosm: limp_l._.._aﬁi‘_[‘f..

¢ est 'inclinaison de la direction asymptotique de I’axe
polaire.
2 2 2
L. . p2— 2+ 4e .. .
Réciproquement, si ﬂ—Z%E—L a une limite finie
1

comprise entre — 1 et + 1, lorsque p, et p tendent 4 la
fois vers o, cette limite peut étre comsidérée comme
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le cosinus d’un angle ¢ qui est I'inclinaison de la direc-
tion asymptotique sur I’axe polaire.
Pour déterminer la position de I'asymptote, abaissons
du point F, une perpendiculaire ¥, A, sur cette asym-
ptote, et du point M la perpendiculaire Mm, sur F.A,,

nous avons
lim m,F, = A,F;
or

Fym,=p;sinF,Mm,=p,;sin(MF,F — o)

= p; (sinMF,Fcos¢g—cosMF,Fsing),

d’otl
(6) A,F,=limg,(sinMF,F coss — cosM F, Fsino);

de méme on pourra prendre, pour déterminer la position
de l'asymptote,

AF =limpsin(MFx — 9),
et aussi .

00’ =} (AF + A F))
= 1limp sin)MFz — ¢) + {limp, sin (MF, F — ¢).

Réciproquement, si 'une de ces trois limites existe
quand p et p, tendent simultanément vers « , elle déter-
minera la position de I’asymptote.

IV. Cas particuliers. — Je vais appliquer les con-
sidérations précédentes a I'étude de quelques courbes.

1° Jétudierai d’abord les courbes représentées par
Péquation

P —+ mp, =22a,

dans laquelle a est une longueur et m un paramétre po-
sitif ou négatif. Ce sont les ovales de Descartes. En dif-
férentiant I’équation, on trouve

dp +~ mdp, —o,
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dou
dp _cosV _ _ 1,
dpy  cosV, m
Dans les ovales cartésiens, le rapport des projections
d’un segment de la tangente sur les rayons vecteurs est
constant, et cette propriété est caractéristique de ces
courbes.
On a encore
p2— (2a — mp, )+ 4¢?
bep,
(1= m®pt + hamp,+ 4(c*— a?)
- bhep, '

cosMF, F =

Sim?2Z1,ceque nous supposerons tout d’abord,cosMF, F
n’a pas de limite : donc les ovales n’ont pas d’asymptote.
Les ovales coupent I’axe Oy au point pour lequel

___ a2a
PERE T
et 'axe polaire aux points

( 2(a—c) ; 2(a+c)
p=tezd, p=texd,
m—+1 m -+ 1

’ __a(a—+c) __2(a—c)

— Tmai T om+1

La distance ' d'un point de la courbe a un point F'de
I'axe polaire est déterminée par la formule (3)

2cpt=(c¢'+c)p?— (¢’ —c¢)pi+ 2¢(c'?— ¢?),
c'est-a-dire, en éliminant p,
2¢p"?=(c'+c) (2a—mpy)*— (c'—c)p}+2(c'?*—c?)c,

2cp?=[(¢'+c)m?— (¢'—c)]p?—bam(c' +c)p,
+4a*(c’+¢) +2¢(c'*—c?) =o.
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Le second membre est une fonction du second degré
de o, : on peut chercher 4 rendre ce polyndme carré par-
fait; il suffit, pour cela, qu'on prenne

fa*m?*(c' 4+ ¢)2—[4a* (¢ + ¢) — 2¢(c*— c?)]
< [m*(c'+c¢)—(c'—c)]=o,
ou
(¢?—c*)[ha*+ 2¢c(c'—c)—2c(c'+c)m*]=0o.

¢’ — ¢?= o donne comme solutions singuliéres

c’est-a-dire les deux foyers déji existants; le second
facteur donne
1+ m?) —2a?

c’_
a—m)e

cette condition remplie, I'équation en p, et o devient

alors
20a? | ct—a? 8(c?— a*)?m?
2¢p == ~—33—8am — 5+ 3
c (I1—m?*)c (1— m?*)*c
ou
2(c—a?)ym)?
2 12 s
= lap— ———-—-7F—1|>
¢ [ b1 [ — m?
ou enfin
‘ am(c?— a?)
ap; = co' = ——— ——
P1 ' 11— m?
Tutorkme. — Le point ¥’ déterminé par

_c(1--m?) —2a®
(1—m?*)c

est un troisiéme foyer pouvant s associer a l'un de ceux
qui existent déja.

Tutorime. — Les ovales cartésiens sont le lieu des
points tels que le rapport de leurs distances & deux
cercles fixes est constant.
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En effet, posons
2a=mR;—R,
nous aurons
p +—mp,=mR, —R,
ou bien
s+ R

— == m.
Ri—p,

En particulier, considérons les points tels que le rap-
port de leurs distances aux deux foyers est constant. Tous
ces points sont sur Povale cartésien

o=mp,;, (a=o).

Cet ovale, comme nous I'avons démontré plus haut, a un
troisiéme foyer F' déterminé par
, I+ m?
= ——=-c,
1 —m?
ct si 'on associe ce foyer a Fy, I'équation de 'ovale de-
vient

Cet ovale est donc un cercle dont ¥’ est le centre, ré-
sultat déja connu géométriquement.

2° J’ai tout d’abord écarté le cas ott m2==1. Je reviens
maintenant a cette hypothése pour étudier successive-
ment les deux courbes

pt+pr=2a,

p—pr1=2a.

La premiére courbe est une ellipse que son équation
définit tout entiére. La tangente est déterminée par la
relation

cosV

—— T —1:
cosV,

elle fait donc des angles égaux avec les rayons vecteurs,
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et réciproquement. Il n’y a pas d’asymptote, car

— 2 — 2
cosMF,F—:A(F’l pl)2a—+hbe*  (py—a)a+c ,
4ep, cpy

. a . o
limcosMF, F= g mais a > c : donc I'angle limite o

n’existe pas. Le grand axe de la courbe est 2a, le petit

axe 2y/a*—c? = 2b.

La deuxiéme courbe est une branche d’hyperbole en-
tourant le foyer IV, ; pour avoir I'autre branche, il faut
associer a I’équation

p—p1=2a
I'équation
pr—p =2a,

de sorte que la courbe entiére serait représentée par
I'équation unique

(p—p1)?—ba*=o.

La tangente est bissectrice d(’, ]'an le des rayons vec-
o g
t(‘,l"‘S, car

cosV
cosV,
On a )
2 —_— 2
cosm:(f"+9)2a+40 —ap—a)+e )
bepy CP1

. - a ) . .
limcosMF,IF = > @ étant < ¢ : il y a donc une direc-

. . . ., a
tion asymptonque déterminée par cos o = -(-:-- Pour

trouver la position de 'asymptote, posons

at+ b=,
nous avons alors

o ap b a
cosMF}: ap O cosp = —,
cpy c

PN . )
snMEF = /o1 = (ap, + 6> sing=
CP1 c
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donc
b
F,m,— (—:[a\/pf— 2ap,— b*— (ap,+ b’)];

en multipliant et divisant par la quantité conjuguée, on
trouve facilement

b 2ap,(a? + 6°) + b?(at + b?)

Fimy—=— ——
e ¢ a\/p?— 2ap,— b+ ap, + bt

d’ou, en passant a la limite,
F, A, =limFym = — b= — csing.

L’asymptote passe par le point O, centre de la courbe. I
y en aura une seconde symétrique par rapport a l'axe
polaire.

3° Tout cercle ayant son centre sur I'axe polaire peut
étre représenté par une équation de la forme

ap®+ bpi =r?,

a, b étant des nombres positifs ou négatifs. En effet, si
Pon calcule, d’aprésla formule (3),1a distance d’un point
de cette courbe a un point fixe I’ de I’axe polaire, on
trouve
2 ' 2 ' r*— apz
2ep®=(c'+c)p*— (¢'—€) —5—
' a,, 2 12 2 ' r
=|c +c+7)(c —c)|p?+2c(c'*—c?)—(c —c)—b—-

+2c¢(c'?—c?)

Si l'on choisit ¢’ de fagon que le coefficient de p2 soit nul,

(a—b)
¢'=c—-,
a+b
il vient
p'r= ax b)z[b(a + bYr*— 4c?ab],

équation d’un cercle dont F’ est le centre, et le rayon a
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2 2 .
pour valeur \/b(a + o)t —he ab; en particulier, pour

a+b
a=25,o0na
* c'—=o,

ri—oac® _ p*+ p} —2c?

2 —
e 2d 2

Le lieu des points tels que la somme des carrés de leurs
distances a deux points fixes est constante est donc un
cercle ayant pour centre le milicu de la distance des
poiuts fixes.

4° On appelle ovale de Cassini le lieu des points tels
que le produit de leurs distances a deux points fixes est
constant.

L’équation polaire de cette courbe est donc

pp1 == a*;
les points ou elle coupe ’axe polaire sont donnés par

.::t‘o‘-;—,;’_’-‘a;

il y a donc trois cas a distinguer :

a < c: la courbe ne coupe pasl’axe Oy et se compose
de deux ovales séparés entourant chacun un foyer ;

a=c : la courbe coupe Vaxe polaire au point O et
porte alors le nom de lemniscate ;

a>c: les deux ovales se sont confondus en un seul
qui entoure les deux foyers.

Si on différentie 1'équation de la courbe, on trouve

p1do + pdp; =0,
donc
do _cosV

dpy — cosVy T py
De cette formule ressort une construction simple de la
tangente en un point M de la courbe : il suffit, en effet.
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de mener MT perpendiculaire 4 OM et de prendre la sy-

Fig. §.

Fy (1) 7 ¥

métrique MS de MT par rapport a la bissectrice MN de
I’angle FMF,.

Les points ou la tangente est paralléle i 1’axe polaire
sont ceux ou l'on a aussi

psinV=p,sinV,:
donc, en ces points,

p_sinV,  cosV

oy sinV T cosV,’

de 1a résulte
cosVsinV+ cosV,;sinV,—=o,
¢est-a-dire

ki
"':\',1_*_ ..
2

Le lien de ces points est donc la circonférence qui a
O pour centre et OF = OF, = ¢ pour rayon.

5° Le systéme des coordonnécs bipolaires est quelque-
fois utile pour faire apercevoir des propriétés de cer-
taines courbes définies par rayons vecteurs, et simplifier
dans certains cas la recherehe de leur équation carté-
sienne. :
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Ainsi les courbes définies par I'équation

ne sont autre chose que les courbes
272,22 22K % 2 A2 | g—
a*b?p?p? — a?p?K*— b?ptK*—o,
ou, ce qui revient au méme,

(a%6*— K*) (b%p7 — K*) =K,

. KY\ 7 K* Ks
(=) (=) = @

\ a?

ou enfin

Ces courbes sont donc le licu géométrique des points

tels que le produit de leurs puissances par rapport a deux
. K2

cercles ayant respectivement F et IY; pour centres et -
K? . . A
~ bour rayons, soit constant. Ce licu est le méme que
celui des points tels que le produit des tangentes qui en
sont menées aux deux cercles soit aussi constant.

Lorsque @ = b, I'équation de ces courbes devient, en

2
posant — = h,
(57— h?) (p? — h?) = ¥,
ou bien
1 1
Y 2
Ik

.ON , -
O

Le lieu des points tels que le produit des tangentes
qui en sont menées a deux cercles égaux est égal au
carré du rayon de ces cercles jouit donc de la propriété
suivante :

La somme des carrés des inverses des rayons vec-
teurs est constante.
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GENERALISATION D'UNE PROPRIETE DE LA SURFACE
DE L’ONDE;

Par UN ABONNE.

On sait, comme I’a fait voir M. Mac-Cullagh, que si
par le centre o d’un ellipsoide on méne un plan w con-
tenant la normale du point m(x, y, z) et, dans ce plan,
une droite o égale et perpendiculaire a om, la surface
de I'onde est le lieu des points (e, 3, v), et les normales
aux points correspondants m et p sont dans le méme
plan. Il est facile de reconnaitre que cette derniére pro-
priété subsiste pour le cas plus général ou ’on suppose

om = Va5 = S G ) =)
En effet, la recherche du lieu se raméne a 1’élimina-
tion de x, y, z entre les équatious
P gyt rEt=i, 2ty et = 1 (u),
(1) ax +6y+yz=o,
(@) a(g—r)ys+6(r—p)sz+y(p—q)zy=o.
Remplagons les deux premiéres par celle-ci
Pz*+ Qy*+Riz*=o,
ou 'on a fait, pour abréger,
P=pfiu)—1, Q=gqf*(u)—1, R=rf*(u)—1.
Comme on peut I'écrire
Prx.z+Qy.y+Rz.z2=o,
on cn déduit, a 'aide de ’équation (1),
x . ¥ . z
6Rz —yQy yPz—aRz ™ «Qy—6Pz
_ 4 yi+- 3t
T lalg—r)ys+6(r—p)iz +y(p—q)xv]’

L}
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et par suite

(3)

ou bien

6
x:Q__;/—l—{;’

z _ex+6y+y3
2 2 2 '
<) (Q (ﬁ> %+%+%

ce qui donne, pour I'équation du lieu,

(4) 'p—*‘a“l‘

équation tout a fait semblable a celle de la surface de
I’onde.

Pour trouver la direction de la normale au point g,
désignons par F(a, 6, v) le premier membre de cette
équation; il en résulte

1dF o aff' pat g€ ry?
Pz Rnt il I v R>‘

Soit » la valeur comumune des rapports (3); elle est
égale a
2t G2 ”

an+Qy6+Roy =~ Ppra+qyb +—ray)

ce qui permet d’écrire

1 dF w<x—a‘£f——°3>,
2dx u

et semblablement
‘ S w) 1dF / ff’w
;zg o(y—857 ) sa=els—vi )

Or, ces trois demi-dérivées sont respectivement pro-
portionnelles aux cosinus directeurs de la normale au
point p; les quantités (9 — )y z, (r—p)zx, (p—gq)xy

L]
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le sont de méme aux cosinus directeurs de l'axe du

plan ®, et, comme I'expression
7/ '/ Y
w
(x — a‘éf_ ) (
\ u

pff’
ff/

9—"))’3“*"()’ )(r—p)ax

+(Z—‘r )(p—q)w}’
est nulle, la normale au point p. est bien située dans le
plan qui contient celle du point m.

Pour la surface de 'onde, M. Mac-Cullagh a démontré
que ces normales se coupent a angle droit, mais cela n’a
pas lieu généralement. En effet, 'expression

ol (s )

pe(r =g |
oy "u
+ rz| z—_."j_'u—v,) ::l—f—j,«

ne s’annule que lorsqu’on a f(u«) = ku, k désignant une
constante.

On peut observer que la valeur absolue de w repré-
sente le rapport des projections de op et de om sur le
plan tangent a ellipsoide.

Observons encore que ’élimination de x, y, z entre
les équations du systéme

ex +6y+ys=o0, ays- bsx-+cxy=o,
Px*+qy*—+rzt=o,

(o - v e .
plus général que celui qui donne I’équation (4), s’exé-
cute aussi trés simplement et conduit a la relation

(ap8y + bgyax+ cra6)*— H(a?qr + 6*rp + y2pq),

H=2abab + 2bcby + 2caya — a*a®— b*6*— c?y?
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REMARQUES SUR LE PENDULE;
Par M. Mauricé D’OCAGNE.

Un pendule circulaire se meut dans un milieu qui lui
fait éprouver une résistance constante. La loi de son
mouvement est donnée, comme on sait, par la formule

0+ = — («— B) coskt,

dans laquelle 6 est 'angle du pendule avec la verticale,
o« la valeur absolue de I'amplitude initiale, § et k des
constantes, $ dépendant de la résistance du milieu am-
biant.

Considérons les angles décrits successivement par le
pendule pendant des intervalles de temps égaux 7. Soient
w, et w, deux de ces intervalles consécutifs. Nous avons,
par application de la formule précédente,

0 -+ wy+ Br=--(a— B)cosk(t—r)
el
0-— wy+ B — (2 — B)cosk (¢ + ).

Retranchons la seconde de ces égalités de la premiére;
il nous vient

S wy 4w, = — 2 (2 — B) sinktsink=,
ou, en posant w,; 4+ W, == W,

w:-zsinkt@-

k d
Donc :

1. Les angles décrits successivement par le pendule
dans des intervalles de temps égaux sont proportion-



(33)
nels aux vitesses angulaires du pendule au milieu de

chacun de ces intervalles de temps.

Au lieu de retrancher les égalités précédentes, ajou-
tons-les; nous avons

2(0 -+ B) + w, — wy = — 2(« — B) coskt coskr.
Or,
1 d%0
0+{3:—(a—3)coskt:—z3 d[g;
donc
> d = > oskt ’
_F;{t—z+(01——(02_—-/?2-05 d["
ou
2 d?0
(Ut—U)Q:ZE(COS/(T—I)HF-
Par suite :

2. La différence de deux angles consécutifs décrits
par le pendule pendant des intervalles de temps égaux
est proportionnelle & l’accélération angulaire du pen-
dule sur la ligne de séparation de ces deux angles.

Remarquons que, dans un cas comme dans 'autre, la
valeur du rapport constant est indépendante de (3 et, par
suite, de la résistance du milieu considéré.

SOLUTION D’UN PROBLEME DE GEOMETRIE;
Par M. A. PICART.

Dans un triangle isoscéle OAB, l’angle & la base A

vaut n fois ¢’ angle au sommet O ; déterminer le rapport
de la base AB au cété OA.

Menons les droites qui divisent 'angle A en r parties

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. e, *(Janvier 1882.) 3
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’
égales, et soient B,,B,,...,B,_, les points ou elles ren-

[0 Bs B2 By B

contrent le coté opposé OB. Désignons par x la base AB
el par Xy, Tay « ..y Ln_y, T, les droites AB,, AB,, ...,
AB,_,AO; x, est égal & x et x, a R.

Les triangles semblables OAB, ABB, donnent

xx
BB, ==
! R
Par suite, en vertu de la propriété de la bissectrice de

P’angle d’un triangle,

BB, =T, B,B=T0,
Bann-,:ﬁ#’ B,LO:QI‘—‘&-

Mais le triangle ABB,, en vertu d’une autre propriété
connue de la bissectrice AB,, donne

(l) .‘lv‘.’l,‘z—x"; — Tréf2.

On a de méme

(2) my— al= z,lﬂ%j:g

(3) x._,d‘v,———mg—;: x’gé‘r"

PR ERPERPE PR ,
(R—2) Ty 3Zpy— XL, = wn_sxé;, Tny
(n—1) ‘-1‘-"_"_1‘”-__3;2*‘: -f/z—zl‘,zl_iﬂ.
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De I’équation (1)on pourra tirer xy ; de P'équation (2),
apres la substitution de la valeur de x,, on pourra tirer
x3; de I'équation (3), aprés la substitution des valeurs
de x», x5, on pourra tirer x;, et ainsi de proche en
proche jusqu’a 'équation (z—1); et, en remplacant en-
suite x, par x et x, par R, on aura la relation cherchée
entre x et R. Mais quelle est la forme générale de cette
relation pour une valeur quelconque de n? Telle est la
question que nous nous proposons de résoudre. Pour
cela, il faut intégrer I'équation aux différences

2
Zpo9Zp 1 Ln

R?

(a) x,,_2x,,—m,2,_1:

Divisons les deux membres de cette équation par
Tn_oxki_, xy; elle devient

1 1 I

—_—— ————— T —— .
2 P P 2

xi_, Zn_okn, R

1
ou, en posant — = y,,
n

. 1
(b)

,7'/21—1 —Yn—2)Yn= ]—)\—2 .

On voit sans peine que
(c) Yn=0Car—Clan,
C, C, a étant trois constantes qui satisfont a la rela-

9 ’ (I

"tion
(d) CCl(a*+at—2)—
En effet,
y2_, =Cra2n=1) 4 C'g—2n-1) _ 2CC/,
Yn—2)n=— C2g2(n=1) 4 C2g—2(»1) — CC/ (a® + a~?),

d’on

1
R

1

Pt = Ynoa¥n=CC(a’+a"?—2)= Tk
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L’équation (c) est l'intégrale générale de I'équation
(%), puisqu’elle renferme deux constantes arbitraires.

On tire de (d)
. 1
e RyCC
ou
a

TRyco

a? —=o,

d’onl

(e) @— 1+\/4H‘2€C’+1.
) B RyCC’

Par suite, I'intégrale générale de I’équation (b) est

(| Pr=ETCTECTE (e VARG )"
—ReC2C T (1 ERECC 1)

C et (7 sont deux constantes que 'on déterminera par

deux valeurs particuliéres de y,, par exemple y, et y,.
Dans la question qui nous occupe, nous avons donc

I
(8] = Car — Cla—n’

avec la condition

. R 1
(@ +a?r—2)— E=0

et comme, pour n =1 et n = 0, X, doit étre égal a x, les
constantes @, G, C' sont déterminées par les trois équa-

tions )
CC' a — —I- ’ —_ l— =0
a R2 ’

(M C—-C=
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Les deux derniéres donnent

! [ a .
C:x(a+1)’ C= z(a+1)’°

par suite, la premiére devient

a a 1\2 1 —0
2% (a +1)? a Rz T

ou
(a —1)? 1
ez TRTO
ou
( 1 x*
\a+;l—2 +ﬁ—-0,
d’ou .
. 1 x?
14 a—+ — =2 — —5-
(9) p R

Remplacant C et C' par leurs valeurs dans (g), on ob

tient
> — 1 _ x(a-+1)
n— a” a1 T qn 4+ q—n+!
x(a—+1) - z(a+1)
_a'z(a+1) ar 'z
=11 g2 __ gin—3_ gin—h__ ’
ou
x

(/ =
B O B e e

Faisons x, =R et nous aurons enfin, pour former 1’é-

. . NPT 1
quation cherchée en x et R, a éliminer (a + - ) entre

les deux équations

{ +l x?
a - =2 — =3
a R2

T A R Y P

N

1
\ + (- 1)”"‘(«"- Py al,,_,,) s () =

| &
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Pour faire cette élimination, il faut d’abord exprimer

1 . 1
a" + — en fonction de a + —-
a® a

1
Or, en posant a”—+ = A, ona

(0 An—H:An(a‘l‘ é>—An—1-

1
Comme Ay =2¢t A, =a + e cette formule permettra

de calculer de proche ¢n proche Ay, A;,. .., et 'on aura
I'expression générale de A, par I'intégration de P'équa-
tion linéaire aux différences (/),intégration bien connue
alaquellé nous ne nous arréterons pas. Nous nous bor-
nerons a remarquer que le premier membre de la seconde

équation (k) sera du degré (n—1) en a4+ é’ qu’en

’ ’ . ’ o 1
Pélevant au carré, puis I'égalanta 2 — <a + E)’ valeur

2

de ﬁ'-i’

on aura une équation de degré 27z—2 en

1 ) . .,

a- — pour déterminer la valeur de cette quantité, et
x
o7

que de cette valeur connue on déduira la valeur de i

—‘l?,’;—::z——(/a—i—é)-

par la relation

D’aprés la nature de la question géométrique posée,
x? .. . | G N -
R doit étre plus petit que 15 a + Z doitdonc étre positif
et compris entre 1 et 2. Par conséquent, on prendra,

. . , . 1
parmi les 27 — 2 racines de 1'équation en a + = celle

qui est comprise entre 1 et 2.

Mais on peut se demander pourquoi I’analyse donne,
. . . z? , .
pour déterminer 'unique valeur de gz’ une équation du



(39)
degré 2n — 2, et quelle est la signification des autres ra-
cines de cette équation. On s’en rendra compte en don-
nant a ’énoncé géométrique de la question le sens plus
général suivant :

Etant donnés un point O et une droite XnY, mener
par le point O deux droites également inclinées sur XY,
et telles que l'angle qu’elles forment avec XY soit égal
a n fois Uangle O gu’elles font entre elles.

Dans cet énoncé, l'angle que forme chacune des
droites avec XY peut étre aussi bien ’angle A du triangle
isosctle OAB de la figure, l'angle m— A, an—A,
3n—A,...,kn—A,.... Alors’angle O doit étre égal

.. A . kn—A
généralement, non seulement & - mais & ————; par

suite, comme O -2 A =, on doit avoir

o=0k=n=m 4 _ (r—k=

2n —1 2n—1
d’ou

x* _ sin?0 on—1
R? 7 sin?A T . (n— k)=
sin? ~———~

pour toutes les valeurs entiéres de k,0, 1, 2,...,n—1,
N1y 2, ...,20—2.
Ce rapport est susceptible de 27— 2 valeurs diffé-

. . x? .
rentes qui constituent les 27 — 2 valeurs de T fournies

par les équations (k).
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ETUDE SUR UN MODE DE DETERMINA:I‘WN DES COURBES PLANES.
APPLICATION CINEMATIQUE;

Par M. Maurice D’OCAGNE,
Eléve de 'Ecole Polytechnique.

1. Sur une courbe quelconque (M) tracée dans un
plan, prenons un point fixe O (fig. 1). Imaginons un

Fig. 1.

point mobile M se déplacant d’une facon continue surla
courbe (M), a partir du point O. Pour chaque position
du point M tirons la tangente a la courbe (M) et por-
tons sur cette tangente une longueur MT = /, fonction
de la longueur s de I’arc OM :

(1) I=TF(s).

Nous porterons cette longueur dans le sens du dépla-
cement du point M, ou en sens contraire, suivant qu’elle
sera affectée du signe + ou du signe —. Le lien du
point T sera une certaine courbe (T), que nous allons
étudier.

2. Voyons d’abord comment, connaissant le centre
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de courbure en chaque point de la courbe (M), on peut
construire la normale & la courbe (T).

Soient df I’angle de contingence de la courbe (M) au
point M considéré, C le centre de courbure en ce point,
N le point ot la normale TN cherchée coupe MC.

Nous avons

r

7= NC
Or

ds .

dﬁ = M‘C‘)
par suite,

dl

4 = NG
ou

dl _ NC

ds — MC’
ou encore

NG

(2) RTC =F (.\).

Le point N est ainsi déterminé, et par suite la normale
TN.

Remarquons que, dans le cas ou / est constant, F(s)
étant nul, les points N et C se confondent, ce qu’il était
facile de voir a priori.

Il est aussi assezintéressant de remarquer que, si l'on
représente les variations de la fonction / = F(s) dans un

systéme de deux axes reclangulaires, les s étant portés en
. , NC |, .
abscisses et les [ en ordonnées, le rapport MG’ égal a

F'(s), sera donné par le coefficient angulaire de la tan-
) P g
gente a cette courbe représentative.

3. Le rayon de courbure MC = R de la courbe (M)
est une fonction de 'arc s:

R =1u(s).
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Nous allons voir comment, dans le cas oul’on connait
la nature de cette fonction, on peut construire le centre
de courbure de la courbe (T).

Soit I le centre de courbure actuellement inconnu de
la développée de la courbe (M) au point C. L’angle de

contingence de cette courbe est aussi df. Nous avons
d.MC

= Cl
ou
dR
z = Cb
R
c’est-a-dire
.
] =70

Le point I est ainsi défini. Nous allons maintenant
déterminer la normale NK a la courbe décrite par le
point N. Pour cela, remarquons que

d.NC
—q5 =KL
Mais nous avons vu que
dl
zi—e‘ = NC,
donc
dNC _ Kl
dl — NG’

Or, d’aprés (2 ),
NC = MC.F'(s) = o(s) F'(s).
La relation précédente devient donc

KI ¢ (s)F'(s) +9()F'(s)
NG F(s)

Le point K est ainsi déterminé, et par suite la normale

NK.
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Nous pouvons maintenant chercher le centre de cour-
bure P de la courbe (T) au point T, c’est-a-dire le point
ou TN touche son enveloppe.

En effet,en appelant Qle point de rencontre de NK et
de la perpendiculaire 4 TN au point P cherché, nous
avous, entre les arcs infiniment petits ds, ds,, ds, dé-
crits simultanément par les points M, N, T, les relations
suivantes :

ds _MC  dsy _NQ & dn_ TN
ds, NK’ ds, TP’ ds  MC’

Multipliant ces trois relations membre 4 membre, nous
avons
,_ NQ.T
~ NK.TP
ou
TN TP
NK — NQ°

Or, parle point P tirons, parallélement 4 NK,PR qui

coupe TK en R; nous avons

TN TP
NK — PR’

Par suite,
PR = NO.

Donc la figure PQNR est un parallélogramme : RN
est paralléle 4 PQ), et, par conséquent, perpendiculaire a
TN.

La construction du point P sera donc la suivante :
aprés avoir déterminé, comme nous avons vu, le pointI,
puis le point K, on tire TK, on élévea TN en N la per-
pendiculaire NR qui coupe TK en R; par R on méne,
parallélement & KN, RP qui coupe TN en P; P est le

centre de courbure demandé.
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Application aux mouvements plans.

Nous allons appliquer la théorie précédente a I’étude
du mouvement d’un point mobile M sur une courbe
plane (M) (fig. 2), lorsqu’on suppose ce mouvement

Fig. o.

réglé par I'équation qui lie la vitesse 4 'espace parcouru :
v = o(s).

Pour chaque position du point mobile portons sur la
tangente a la trajectoire la vitesse MV = v et considérons
le mouvement du point V.

Soient df I'angle de contingence de la courbe (M),
MC = R son rayon de courbure, VN la normale a la tra-
jectoire du point V. On sait, d’aprés ce qui vient d’étre
démontré, que

de  NC

ds — R’
d’ou

~ o dv

NL_RZS-

La normale VN est ainsi déterminée. Tirons alors la
tangente et considérons sur cette tangente la vitesse
VV,= v, du point V. On sait que

. MC
¢y VN
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Les angles MCV et VNV, sont donc égaux, ce qui dé-
termine la vitesse du point V.
Nous allons chercher les composantes de cette vitesse
le long de MV et de la perpendiculaire VH a4 MV.
La similitude des triangles MVN et HV,V donne
o, _VH _V,H
VN MV ™ MN

. s v
ou, pulsque W et ﬁ’
o VH__ VH
R~ ¢ vy’
R(I -+ ES:)
d’ou
VH=Y
R
et
dy
\“]‘I:V‘i— ‘)%‘
Or
- do_dvdi _do
ds dtds  dt v
donc
dy
ViH=v¢ + 5’

c¢’est-a-dire que :

1° La composante VH est égale a ’accélération cen-
tripéte du point M.

2° La composante V,H est égale a la somme de la
vitesse et de l'accélération tangentielle du point M.

Portons la longueur V,I = VM ; nous aurons

dy

HI = i
Puisque HI est égale a I'accélération tangentielle et
VH a Yaccélération centripéte du point M, VI sera, en

grandeur et direction, ’accélération totale de ce point.
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GORRESPONDANCE.

Monsieur le Rédacteur,

En étudiantla question n® 4323 de M. Proth, j’ai trouvé
la régle générale que j’ai le plaisir de vous communiquer.

On a le polygone convexe de 27— 1 cotés dont les
sommetssont Ay, Ay, As, ..., Ayp_y,les milieux des cotés
consécutifs Ay Ay, AgAg, .oy Agp 1Ay M, My, M, ...,
M., et la suite des nombres 1,2, 3, ..., (22—1)2.

On forme le polygone étoilé A AzA; ... Ay A,
A, ...A;, » en mettant sur les sommets par I'ordre
indiqué les 27— 1 termes de la progression

n, n+2n—1, n+2(2n—1), ..., n+(2n—2)(27—1).

On construit le polygone My, 2 Mz, 4 ... MyM,,_,
Msn_ s ... M,, en écrivant sur ses sommets les an — 1
premiers nombres, laissant en blanc le 7 déja écrit.

A partir du coté du polygone donné on se trouve le
nombre k en sens A, Ay A; ... Ay, _, on écrit succes-
sivement sur les autres cotés les nombres

k42n—1, k+2(2n—1),
k+3(2n—1), ..., k+(2n—2)(2n—1),

k représentant les nombres 1, 2, 3,..., n—1, n 41,
n-4-2,..., 2n—1; résultant de ces opérations, on par-
tage les (27— 1)? premiers nombres de sorte qu’on lise
an de chaque coté, ayant la double propriéié d’étre la
somme des nombres appartenant 2 un méme coté égal a
an[(n2+(n —1)*], et celle de ses carrés a

(n—-l)(zn-—l)'

3

n
an[r*+(n—1)?]*+ (4n*—2n+1)



(47)
ExeveLes. — Application de la régle au pentagone,
n=23:

- \ ’

e o T Y ittty

[ -

S;=34+6+17+14+25+13=...=78
S, =324-62+ 172 + 14>+ 252+ 132 =...= 1324.

Application a I heptagone, n= 4:

3936 17 47 13 2 28 18

S, =200, S,=6596.
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Cette régle est applicable aux (272 —1)? termes con-
séculifs de toute progression arithmétique, et si vous la
trouvez digne de figurer dans vos 4nnales, vous pouvez
proposer la démonstration.

Agréez, Monsieur, etc.

J. Romero (a Bilbao).

QUESTIONS.

1382. On donne un triangle et la circonférence qui
lui est circonscrite. Tangentiellement en m a cette
courbe, on décrit une conique tangente aux trois cotés
du triangle donné. Soit . le centre de courbure de cette
conique correspondant au point m : on demande le lieu
du point p lorsque m décrit la circonférence donnée.

(MANNHEIM. )

1383. On donne sur un plan une circonférence de
centre o et un point fixe c.

On prend un triangle rectangle ach, dont le sommet
de Tangle droit est en c et dont 'hypoténuse est tan-
gente en a a la circonférenee donnée. On abaisse du
sommet une perpendiculaire sur ab. Cette perpendicu-
culaire rencontre ab au point % et elle rencontre en i
la perpendiculaire abaissée de & sur oc. Démontrer
que, quelle que soit la position de acb, la quantité

I I .
— == — est constante. On prend le signe — lorsque %
ch™ ci

etisont d'un méme coté par rapporta c.
(MANNHEIM.)
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NOTE SUR LES PROPRIETES DES LIGNES GEODESIQUES
ET DES LIGNES DE COURBURE DE L’ELLIPSOIDE;

Par M. A. PICART.

Considérons1'un des ellipsoides représentés par I'équa-
tion

r? ‘,2 ~2

(1) ?+pz;—b2+p2—02:l’

ou &2 et ¢? sont des quantités fixes, la premiére plus
petite que la seconde, et p2 un paramétre variable supé-
rieur a b2 et ¢2; et proposons-nous de démontrer géomé-
triquement quelques-unes des plusimportantes propriétés
des lignes géodésiques el des lignes de courbure de cette
surface.

1. Ces lignes jouissent de la propriété fondamentale
commune que le produit du demi-diamétre de I'ellip-
soide paralléle a la tangente en un de leurs points, par
la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent
en ce point, est constant dans toute leur étendue.

Soit d"abord une ligne géodésique G. Imaginons les
tangentes MT, M'T’ en deux points infiniment voisins
M, M, et leurs tangentes conjuguées MS, M’'S sur la
surface. Par le centre C-de I'ellipsoide menons un plan
paralléle au plan tangent en M, et une droite Cl, paral-
léle 8 MS, qui rencontre la surface en 1. La tangente TH
a la section elliptique est paralléle a MT. Menons par le
méme point C un plan paralléle au plan tangent en M’
et une droite CK paralléle 4 M'S; la tangente KL a la
section elliptique est paralléele 2 M'T". Le plan KCI est
paralléle au plan MSM'. De méme, le plan des deux

Ann. de Mathémat., 3¢ sévie, t. 1. (Février 1882.) ) 4
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droites IH et KL est paralléle au plan des deux tangentes
MT, M'T". Ce dernier plan, qui est le plan osculateur
de la ligne géodésique en M, est perpendiculaire sur le
plan tangent MSM'. Donc le plan KCI est perpendiculaire
sur le plan IKL. Par conséquent, les perpendiculaires
abaissées du point C sur les deux droites IH et KL sont
égales.

Menons le demi-diaméire D paralléle a IH. Le paral-
lélogramme construit sur les deux demi-diamétres CI et
D a pour mesure D >< p, p étant la distance de I a D.
En multipliant I'aire de ce parallélogramme par la per-
pendiculaire P abaissée du point C sur le plan tangent
en M, on a un produit qui est égal au produit des trois
demi-axes de D'ellipsoide. Or la longueur p reste con-
stante, lorqu’on passe du point I au point K. Donc le
produit PD est constant.

2. Désignons par a' et &' les deux demi-axes de la
section elliptique paralléle au plan tangent en M, et par
i I'angle que forme le demi-diamétre D avec le grand axe
2a’ :ona

D— a't’

\/a’2 sin?7 <+ &' cos?i

Par suite
abP

PD —= — )
\/a"z sin?i + b'? cos?i

== const.,

d’ou, puisque a/5'P est constant, il résulte pour la
ligne géodésique I'équation

(2) " a'?sin?7 + b'? cos?{ = const.,

i étant I’angle que forme la ligne géodésique en un point
M avec I'élément de ligne de courbure paralléle 4 a' en
ce point.



(51)
3. Les demi-axes a’ et &’ peuvent s’exprimer en fonc-
tion des paramétres (12, v? des surfaces homofocales ortho-
gonales représentées par les équations

x? },2 22

(3) ?4—}&2—'1)2_‘—(&2—02:],
z? 2 22
(4) e Ta—a =

(ou p2 est compris entre b2 et c2, et v2 inférieur a b2 et
c?), qui passent par le point M et qui déterminent par
leur intersection avec l'ellipsoide les lignes de courbure
de cette surface relatives a ce point.

En effet, considérons une ligne de courbure correspon-
dant au paramétre p.2 et la tangente conjuguée en chacun
de ses points. Par le centre de Iellipsoide menons des
paralléles & toutes les tangentes conjuguées. Les points
ou ces droites rencontrent la surface sont a égale dis-
tance du centre. Pour le point N de la ligne de courbure
située dans le plan xz, cette distance est égale au demi-
diamétre CH conjugué de CN dans la section elliptique
faite par le plan xz; or

aﬁ,: p?+ u?—c?, CN2+ E_H-z: 2p2— c?,
d’ou .
CH = p?— pl.
Ainsi b'2= p? — 2, de méme a?= p? — v2. Rempla-

cons dans I'équation de la ligne géodésique a'? et 4’2
par ces valeurs, nous aurons

(5) p? cos?i + v? sin?i = const.

4. Pour une ligne de courbure, le produit PD est aussi
constant, parce que les paralléles & la tangente MT de
la courbe en M et a sa conjuguée MS, menées par le
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centre de Vellipsoide, sont précisément les demi-axes de
la section elliptique centrale paralléle au plan tangent
en M. Alors Dy devient a'b/; et @/ b'P étant constant
ainsi que &, le produit a'P est constant.

5. Il reste a déterminer la valeur de la constante qui
figure dans I’équation de la ligne géodésique.

Or, toutes les tangentes & une ligne géodésique for-
ment une surface développable qui est circonscrite a
une méme surface homofocale.

C’est 14 une seconde propriété importante des lignes
géodésiques de V'ellipsoide.

Soient MT et M'T’ deux tangentes infiniment voi-
sines. Parmi les ellipsoides homofocaux, il y en a un dont
la normale NA, au point N d’intersection avec MT, est
située dans le plan de MT, M'T. Ce plan est tangent
en N a 'une (p2= #2) des deux surfaces orthogonales
qui passent en ce point. Car sil’on imagine le céne cir-
conscrit a I'ellipsoide (1) du point N, on sait que ce
cone a pour axes les normales NA, NB, NC aux trois sur-
faces orthogonales passant par le point N. Or le plan
TMT' mené par la génératrice TM de ce cone lui est
normal, comme étant normal a Dellipsoide auquel le
cone est tangent en M. C’est donc un plan principal du
cone, qui dés lors contient 'une des normales NB, NC.
Sil’on considére une troisiéme tangente infiniment voi-
sine des premiéres de la ligne géodésique, on reconnai- -
tra qu’en un point N’ de M'T’, infiniment voisin de N,
situé sur la surface (p?= a2), le plan T'M'T", conte-
nant lanormale NA al’ellipsoide homofocal quipasse par
le point N/, est tangent a cette méme surface (p2=a?).
On voit done que tous les plans osculateurs de la ligne
géodésique sont tangents a la surface (2= a2).

Il en résulte que la constante de I'équation (5) est
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égale a a2, Car la surface (u?= «?) coupe l'ellipsoide

suivant une ligne de courbure a laquelle la ligne géodé-

sique est tangente, et, comme au point de contact i est

égal azéro, I'équation pour ce point se réduit a p2? = const.
L’équation de la ligne géodésique est donc

(6) @2 cos? i+ v? sin?i — a2,

C’est une relation entre les coordonnées curvilignes
superficielles u?, v? de chacun de ses points et I'angle i
qu’elle forme en ce point avec la ligne de courbure
(2= const.) passant par ce point.

6. Silon revient a 'équation PD = const., commune
aux lignes géodésiques et aux lignes de courbure de
ellipsoide, on peut évaluer sa constante au moyen de «2.
En eflet, elle est égale a

=B =

7
Va2 sini + b2 cos(
oua :

PV p*— 0" (p*—¢?)
>
V(p*— v?)sin?i + (p? — p2)cos®(

ou enfin a

eV (p*— %) (p*— ¢?)
e
Ainsi 'on a

(7) ])D:P\/(Pi—bz)(Pl—cg)_
Vi

7. Considérons en particulier les lignes géodésiques
passant par un ombilic de I'ellipsoide.

La surface (n2=a?) a laquelle tous les plans oscula-
teurs d’une ligne géodésique sont tangents se réduit
alors a la portion du plan xz limitée par I'’hvperbole
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z 52 .
ErE—a=1" Toutes les tangentes de cette ligne

viennent donc rencontrer cette hyperbole, et ses plans
osculateurs lui sont tangents.

8. Proposons-nous de trouver I'expression de la dif-
férence entre la longueur NM =1t de la portion de tan-
gente a une ligne géodésique ombilicale, limitée par son
point de contact M et par le point ou elle rencontre
I'hyperbole limite, et la longueur OM = de cette ligne
comptée de ’ombilic O jusqu’au point M.

Sil’on considére une autre tangente N'M’ infiniment
voisine, et qu’on désigne par o l'angle que forme la
tangente NM avec la tangente NT al’hyperbole, on a

d (t— s) = NN’ cos .

Pour calculerla valeur de cos w, nous rappellerons que
le cone circonscrit d’un point quelconque N de 'hyper-
bole ombilicale a I'ellipsoide est de révolution autour de
NT, et qu’alors on a a trouver le cosinus de ’angle que
forme la tangente en N a I'hyperbole avec la tangente
menée du pointN alellipse (y: o, f—:+ 99%262 =1 ) .

Or, sil’on désigne par p, ledemi-grand axe de Uellipse
homofocale qui passe parle point N, par ret 7’ les rayons
vecteurs focaux du point N de cette ellipse, et par «;
I'angle que forme sa normale NT avec chacun de ces
rayons vecteurs, on a, d'une part, dans cette ellipse,

fer=r*4r*+a2rr' (1— 2 cos’a),
d’autre part, dans I'’hyperbole,
4P=r*+r*—arr.

En retranchant ces deux équations membre a2 membre,
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on obtient .
c—b2=rr' (1— cos?a).

Cette équation jointe a la premiére, qui équivaut a

cette autre
rricos?a; = p?— c?,

fournit les valeurs de r+/ et de cos2a,, soit

2 2

p2—c¢

"1 ) — 2 2
5o rrl=p® — b

cos?a, =1
PR a0

Cela posé, ]a propriété del’ellipse, en vertu de laquelle
le produit des distances des deux foyers a une tangente
est égal au'carré du petit axe, donne I'équation

rr'sin (w— a;) sin (0 + o;) = p?— ¢?,

ou
(p2— b?) (cos?a, — costw) = p?— %,
ou
— 2
(py— b?) <-§+———Z—Z— cos*w) —=p?—c?,
17 /
d’ou
(8) cosw =

9. Quant a NN, sa valeur est donnée par la formule
qui exprime généralement la distance en un point d’une
surface du second ordre a la surface homofocale infini-
ment voisine. Cette distance n’est autre chose que la
variation que subit la distance P du centre au plan tan-
gent en ce point, lorsque son expression

P =\/p?cos?a + (p?— b%) cos?B + (p?— c?) cos?y,

ou a, 3, ysont les angles de la normale avec les axes,
varie avec p seulement. On trouve ainsi, en tenant
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compte de la relation

cos®a + cos? + cos?y—1,

_pdp,
(9) P ="g5

Mais P, exprimé en fonction de p?, p2,v2, est égal a

=) (P —o),
(p*— ) (p*—?)
Donc, généralement, en un point quelconque d’une
surface (p), on a
’ 2 12) (02— 42
(10) ap— BVE—u) (@ —)
V(p*— %) (p*—¢?)
Pour le point N situé dans le plan xz, ou p =gy,
wd=v*=b2%; on a donc

. Pf’—bz
(11) NN ,-dp\/ﬁ_&

10. Substituant les valeurs de cos w et de‘ NN’ dans la
valeur de d (t — s), on obtient

(12) d(t_s):dﬁ\_/ﬁi.

On peut exprimer cette différentielle en fonction de w.

On a, en effet,
Vp2— b2 cos’w
vee— 2o o8 ®)

fr= sin w
d’ou
VT = Voi— b?costw — ¢? sin’w,
! sinw
s _ cosw\/p?— b?
Ver — e = sin w

_(pP— ) coswdw

. e 3
sinw \/p? — b*cos?w

dpy =~



(57)

par suite

3
(p?— b*)* cos*wdw

sin?w \/(p?— b2cos?w) (p? — b cosiw — c?sintw)

(13) d(t—s)=—

L’intégration donne

t—s— dp; = .
4 Vei—G

=t [N e
. VET—e) (i — ) . Vei—e) (i —¢?)

?

En posant p, = cux,

On voit que t — 5 s’exprime au moyen des transcen-
dantes elliptiques de premiére et de seconde espéce.

11. Nous terminerons ce qui est relatif aux lignes
géodésiques de I'ellipsoide par la recherche de I'angle
que forme le plan osculateur d’une ligne géodésique
ombilicale avec le plan des ombilics.

Le plan osculateur en M est MNT, ou M'N’ T'; le plan
osculateur en M’ est M'N'T". '

Désignons par § I'angle que le plan osculateur fait
avec le plan des ombilics.

Le triédre qui a son sommet en N’ et pour faces M'N'T,
M'NT', T'N'T donne

sin (6 +db)  sinw
sinf T sinM'N'T’
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Posons MMN'T' = w —u, T'N'T=c¢; 0n a

sin (0+d8) — sin® _ sinw — sin (w — u)
u —=czccosb, - = . s
sinB Sinw
ou
cosh.dd  wucosw _ scosf.cosw
sin® ~  sinw sinw
ou .
db € COSw
(15) = ;

sinb~ sinw
¢ est 'angle de contingence de ’hyperbole ombilicale au

4
point N; il est égal a l%; R désignant le rayon de cour-

bure de cette courbe en N.

Or

12. Quant au rayon de courbure, nous le déduirons
de la formule générale du rayon de courbure d’une sec-
tion normale de I'ellipsoide en un point M.

Soient dp le rayon vecteur correspondant de I'indica-
trice et k la distance du plan de I'indicatrice au plan

d 2
tangent; le rayon de courbure r = -2%{

Menons le demi-diamétre CM, et soit % la portion de
ce diamétre comprise entre le point M et le plan de I'in-
dicatrice. On a

k

’
Cos @

h=

¢ étant I'angle que forme CM avec la perpendiculaire’
abaissée du centre sur le plan tangent en M. Menons le
demi-diamétre CN paralléle a dp; désignons les deux
demi-diamétres par ' et b'. Le plan MCN détermine dans
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Iellipsoide une ellipse ayant pour diamétres conjugués
CM et CN; on a dans cette ellipse

(@ —h)  dp*

=1

a’? b[‘.’
ou
2h__ dp?
a b2’
donc
_2hd? b7
" 2ka’ " d'cosg
ou
/2
( 16) r— {)}—)—

P étant la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan
tangent.

En appliquant cette formule générale, on aura

d2
or
2__bl
=0y, P=VEZD
o Viei—2o
ou
3
R— (i —8)",
byt —b’
‘par suite
b\ —b  do
Mai P el
wyials
N )
o Ccos w — Pf—b"’
ou
sinw: 92——172
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Doncon a

' _INTTE T
sin0 Vol — b7 (s — ,")\91_0'

- ou

0 hyer — b2 /JZ ~2
(17) dlogt'ang :)\'( b . dpl\xl r’

2 Ver— 6 (p] — b?) \/Pt_cz

On pourrait, comme précédemment, exprimer cette
différentielle en fonction de w et dw. On trouverait ainsi

by — b*cos? w dw »
\/(‘P_z’»:-'[l}—coszw)"’( of — bt coslw — ¢?sin’w)

(18) dlogtangg:—-

ct, en intégrant par rapport a p, de p a p, et conséquem-

. T, . .
ment par rapport a  de ;A w,on obtiendrait

lo tang-q———logtang%:—-b /c? — b*
g 5 g3 \

(19) ( g v dw )
V(p*tang?o +p* — 0% [ (p*— %) tang?w o — &%)

fiy étant 'angle de la ligne géodésique avec le plan ombi-
lical 4 I'ombilic.

13. Démontrons maintenant quclques propriétés des
lignes de courbure de I'ellipsoide.
Nous' avons vu que, le long d'une ligne de courbure,

on a
PD — const.

co;:t 1l
est donc proportionnel au cube de la distance de la sur-
face a la surface homofocale infiniment voisine.

Si I'on considére une ligne de courbure de I'ellipsoide,

trary D? (o1
Le rayon de courbure, étant B est alors égal a
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le demi-diamétre paralléle a la tangente conjuguée en
chaque point est constant : donc le rayon de courbure de
la section principale perpendiculaire a la ligne de cour-
bure considérée varie proportionnellement & la distance
de la surface a la surface infiniment voisine,
De ces deux propositions découle la suivante :

Suivant toute ligne de courbure d’un ellipsoide, le
rayon de courbure principal correspondant varie pro-
portionnellement au cube del’autre rayon de courbure
principal.

14. Considérons un quadrilatére AgA, A, A, formé
par quatre lignes de courbure. Soient a,, a,, a,, a; les dis-
tances de la surface proposée a la surface homofocale infi-
niment voisine aux points Ag,A,,A,, A, ; soient Ry, R,,
R:,R; les rayons de courbure principaux de la surface
aux mémes points, suivant AgAy, Ay Az, A2 Az, AjA,.
Nous avons, d’aprés ce qui précéde,

Ro_,ag
R, @}’
Ry _a
R, &’
R, ai
Ry~ a}’
R3_a3-
R, a’

multipliant les égalités membre & membre, il vient
p S )

ay, Qs

(20) a;a; —a}a; ou =
ay Qs

Ainsl, si sur une surface du second degré on considére
un rectangle formé par quatre lignes de courbure, les dis-
tances des sommets dc ce rectangle 4 la surface du



(62 )
second degré homofocale infiniment voisine forment
une proportion.

15. Enfin démontrons que les lignes circulaires de
Pellipsoide en un point sont également inclinées sur
chacune des lignes de courbure qui passent par ce point.

. D2
Le rayon de courbure d’une section normale est —, D
J P

étant le demi-diamétre de I'ellipsoide paralléle 4 la tan-
gente et P la perpendiculaire abaissée du centre sur le
plan tangent; or D et P sont les mémes pour les deux
sections circulaires : donc les rayons de courbure des sec-
tions normales dirigées suivant les tangentes aux lignes
circulaires en leur point d’intersection sont égaux. Ilen
résulte la proposition énoncée.

16. Remarquons que le rayon de courbure d’'une sec-
tion normale le long d’une section circulaire est en
raison inverse de la distance du plan tangent au centre.

DE L’INVOLUTION DE PLUSIEURS POINTS SUR UNE CONIQUE;

Par M. WEILL.

I. Considérons une conique rapportée a un triangle
conjugué ; elle aura pour équation
x4 y*—z2=o.
Un point de cette conique est défini par un para-

metre ¢ a ’aide des relations

2t ) 11— &

xXr—=2=z =23z
A 1+ L2

.
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Trois points pris sur cette conique formeront une in-

volution si I'on a, pour définir les valeurs de ¢ qui leur
correspondent, I’équation

B+ A2+ (ak+b)t+ch+d+o.

En désignant par t et ¢’ deux racines de cette équation,
on a
2 +bt+d 3+ bt' +d
Ptat+c  (*+at +c

d’ou 'on déduit

(R) e +att' (t+ ) +c(t+t')?
—(c+b)tt'—d(t+t')+ bc—ad=o.

Telle est la relation fondamentale qui lie deux quel-
conques des trois éléments d'une involution du troisiéme
ordre.

Soient A, B, C les trois points considérés sur la co-
nique et soit :

pPr+gy—s=o

Péquation du coté CBj; les valeurs de ¢ correspondant
a G et B seront données par 'équation

2pt +q(1—8¥) —1——=o,
qui donne

tro=—L , w179

’ =

g+1 T i+g
Ces valeurs, transportées dans la relation (R), donnent

(1—g)+a.2p(1—q)+c.bp*— (c+b)(1—g%)

) —a2pd(q+1)+ (bc —ad)(1+q)*=o.

L’équation que nous venons de trouver est T'équation
tangentielle de la conique enveloppée par les cotés du
triangle ABC. Or, si nous avons choisi pour triangle des
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coordonnées le triangle conjugué commun aux deux co-
niques, 'équation de cette conique enveloppe sera

22 2
-—-—l—‘y— —32=o,

« g

et son équation tangentielle

(2) pla+ ¢*B—1=o.

Les équations (1) et (2) devant étre identiques, on
aura
a=d=o0, bc=1,

3 _2+o23—a
> b__———————pl_l

La relation b¢ =1 donne

I+ a+\/§:o;

c’est la condition pour que les deux coniques
X2+ y?—32=o0, — + = —32=0

soient capables d'an triangle inscrit et circonscrit.
Désignons par A, B,, C, les points de contact des cotés
du triangle ABC avec son enveloppe; le coté BG ayant
pour équation
pPr—+qy—s=o,

ct la conique enveloppe

A

AP 2 /{'+l\2 —_
—_—_(b“1)2+,] k[)j) — 1 =0,

les coordonnées du point A, seront

ro— !l _{(b—-!-;[_)‘.’
=Py =\ =)
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Or, I’équation du troisiéme degré en ¢ étant

. A
B+ M+ b+ - —o0,

F=
on a
— A
t40+t"=—X, tt'+t"'+"=0b, tt’z":—E—;
mais
2 I —
tt =2 =179
q—+1 1+ q
d’ou .
— ¢t t+ ¢

“ixa PTixEw

ou, en introduisant la troisi¢me racine ¢’,

11—t 11— b ) — o h—1
= ——s — =t
7 I+ ¢ 1-1—1), F PRI
On en conclut
—a2 2l ) 1+b 1 —"

Si donc on désigne par x et y les coordonnées du
point A, on a les relations remarquables ’
—ax 1+ b

o Y=

T =87

Xy =

Onvoit I'analogie, au pointde vue analytique, entre la
droite AA, et lanormale a la conique; on trouve facile-
ment 'équation de I'enveloppe des droites AA,, BB,,CC,,
qui est

L]

2 2 2
r \3 y\3 1 I g3 2
. ) = - — & =3,
(b-—3> +<2b>*<2b -b—3)° .

La transformation homographique rend compte de ce

résultat; il suffit de considérer le systéme de deux co-

~

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. 1. (Février 1882.) 4
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niques homofocales capables d’un triangle inscrit et cir-
conscrit A,B,C, ; dans ce systéme, les droites AA,, BB,,
CC, sont justement normales & l'ellipse décrite par les
points A,, B,, C,.

En reprenant le probléme, proposons-nous de trouver
le lieu du point O de concours des droites AA,, BB, , CC,.
L’équation de la droite AA, est,en désignant par Ket L

les quantités ——— et 1+4
q 1— b — 0
z ¥ 1
2t 1— ¢ 1+ | =—o,

2. K L(1—¢) 1+

o zt*(L—1)—28[y(1—K)+L—K]
—at[y(1—K)—(L—K)]+x(1—L)=o.

Cette équation, du quatriéme degré en ¢, admet pour
racines les valeurs ¢, ¢, ¢’ et aussi une valeur ¢” corres-
pondant 4 la quatriéme tangente qu'on peut mener du
point O & 'enveloppe des droites AA,. On a donc

b_l///)\:(),
t,”_l_zy(l——K)-kz(L——K)
- £(L—1) ’
— A o 2v(1—K)—2(L—K)
— to= 1)
On en déduit
b+3 2)\
b—|- L 62— 2
b+ 3 (bz-i—l’)(x—- b)
Y= T b+ bt — a2

ce qui donne, pour I’équation du lieu du point O,

() ===
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1I. Nous allons montrer comment on peut passer du
triangle inscrit et circonscrit a deux coniques a I’hexa-
gone jouissant de la méme propriété.

Soit O le point d’intersection des droites x = o, y = o,
en conservant toutes les notations précédentes; une
droite passant par ce point a pour équation

Yy =mx

et rencontre la conique

en deux points auxquels correspondent les valeurs de ¢
données par I'équation

1— * —a2mt—=o,

et, si t’ et ¢, sontles deux racines, on a

Cela posé, considérons un triangle ABC qui se dé-
place en restant inscrit et circonscrit aux deux coniques

Soient ¢, ¢',¢" les trois valeurs du paramétre qui corres-

pondent aux sommets A, B, C. Les droites OA, OB, OC

rencontrent la premiére conique en trois autres points
A, B, ', auxquels correspondent les valeurs

—1 . —1 ; —

= —> = BT = o

Les six points A, B, C, A’, B, C’ sont les sommets d'un

hexagone qui se déplace en restant inscrit et circonscrit
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a deux coniques; la premiére est la conique
x? 4 y* — 3* =—o.

Proposons-nous de trouver I'équation de la seconde.
La droite AB/, qui correspond aux valeurs ¢ et ,, a

pour équation ,

s=pr+qy,

etl'on a
;1= , 2
t[‘_—_‘ (7', t+t1:- p-
1+ ¢ 1+q

Mais les valeurs t et t' qui cori'espondent a ActB sa-
tisfont a la relation (R), qui est.

P e (B4+ ) 4+ (c— b))t +~ 1= o,

(El,7 comme on a

la relation (R) devient

2 1 t
—,i+c(tz+ ) —(c—b)— +1==0,
L N 7% L

82+t + et +c—(c— D)ty —o,

ou bien, en remplacant ¢/, et t + ¢/, par leurs valeurs
en p et g, on a, pour I'équation tangentielle de I'enve-
loppe des cotés de I'hexagone,

(3) 4p*+q*(3c—b+2)+(c+b—2)=o;

Péquation tangenticlle de I'enveloppe des droites qui
joignent de deux en deux les sommets de 'hexagone, et
qui n’est autre que la-conique enveloppe des cotés du
triangle ABC, est

4 bep* +q*(c+b+2)—(c+b—2)=o0;"

il faut y joindre la relation be = 1.
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Les trois valeurs de ¢, qui correspondent aux points
A, B, C, sont données par I'équation

t* + At + bt + ch = o,

celles qui correspondent aux trois autres sommels
sont données par I'équation

—1 A b -
e T

En faisant le produit des premiers membres, mis sous
forme entiére, et posant

2___ A2
LJ:K,
A

on obtient, pour I'équation qui donne les six sommets,

2
+tK—1=o.

, 2—b b2+ b —
5K+ - th— 3 j K+ ¢

e 1y 1 . )
Si I'on remplace ¢ par A dans la r%latlon que nous

venons de trouver, et si 'on écrit les équations des co-
niques (3) et (4) en coordonnées homogénes, on peut
énoncer les deux théorémes suivants :

Treorime I. — Si lon considére les deux coniques

x? + y* —z2=o,
22 7 e

Ty B

—-= o,

1° On a un systéme geénéral de deux coniques telles
qu'un triangle soit inscrit & la premiére et circonscrit a
la seconde, et les paramétres qui définissent les trois
sommets satisfont a l'équation

-~

03 4 02 4+ bt +

=I 0y

Sl
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2° Les droites qui joignent les sommets du triangle
aux points ol les cotés opposés touchent leur enveloppe
sont tangentes & la courbe

2 2 2
& v \? 1 I 32
—a + ) =| =5 — 775 S5
b= ‘ 2b) 2 b—3) %
3° Le point O de concours de ces droites décrit une
conique ayant pour équation

% a? 32

(G+3yb—rF  (b+3r (brip

Tutonieme 1. — Si lon considére les trois coniques

x4+ y?—32=o,

&2 v? 3
RO A U=yt
22 ¥v? 3

b T3 —0 T o=

1° On a un sx:téme général de trois coniques, telles
qu'un hexagone soit inscrit & la premiére et circonscrit
@ la troisiéme, en méme temps que les droites qui joi-
gnent ses sommets de deux en deux restent tangentes
a la seconde;

2° Les paramétres qui définissent les sommets de
l'hexagone & chaque instant satisfont a Uéquation
. , DP 1

b

—Pb(3—b)+t.K—1 =o.

K

8+ Kes+b(2—b)tr—t¢

On peut déduire du procédé indiqué la relation qui
doit exister entre les invariants A, A’, 8, 0’ de deux co-
niques pour qu’elles soient capables d’un hexagone inscrit
et circonscrit; il suffit de former I’équation en A des
deux coniques données plus haut et d’éliminer & entre
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les relations d’identification. de cette équation avec 1’é-
quation générale

AN 4+ 022 +0'A+ A —o0.

III. On peut envisager le probléme de I’hexagone
inscrit et circonscrit 4 deux coniques i un point de vue
différent.

Considérons, en effet, trois coniques ayant mémes
points communs et rapportées & leur triangle polaire

commun,
(1) a4y —3z?=o,
(2) ax? + By? — s =o,
(3) 2?4+ 8'y? — 32—o,
avec la condition

1— 2 1— 2/

_— = = A,

—8 11—

Déterminons les paramétres «, 3, o, 8’ de maniére que
les trois coniques soienttelles qu'un hexagone inscrit a la
premiére ait ses cotés tangents a la seconde, pendant que
les droites qui joignent ses sommets de deux en deux
touchent la troisiéme. Soit O ie point de rencontre des
droites x = 0, y = 0; on peut assujettir les diagonales
de 'hexagone a passer en ce point; elles formeront une
involution du troisiéme ordre, et, sil’une d’elles a pour
équation y =tux, lestrois valeurs de ¢ devront satisfaire a
une équation de la forme

B4+r24(ak+b)t+ch+d=o,

dans laquelle X est le seul paramétre variable et définit
a chaque instant la position de ’hexagone. Cette équa-
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tion donne entre deux de ses racines la relation

(R) {2 +atty (t+ ) +c(B 4+ 8))

’ { +(c—b)tt, —d(t+t,) + bc — ad = o.
Si une droite AB ayant pour équation y == mx ren-

contre la premiére conique en A et B, les droites OA et

OB seront données par I'équation

z? 4y — (loz + my) =o,

et si lon pose £ == t, cette équation donne
) pose ° q
1 —2 2lm
= ———, t+{=—y
1 — m? 1—m

Ces valeurs, transportées dans la relation (R), donnent

\ (1— &) 4+ c[4lPm? — (1 — ) (1 — m?)]

) | —b(1—82)1—m?)+...=o.

L’équation (5) est I’équation tangentielle de I'enve-
loppe de AB; mais elle doit se décomposer, car elle re-
présente 'enveloppe des droites qui joignent deux som-
" mets quelconques, abstraction faite des diagonales. Les
coniques (2) et (3) ont pour équations en coordonnées
tangentielles

(6) am?+ B2 —al =o,
(7) “m?+ 30— =o.
Donc I'équation (5 ) doit étre identique, 4 un facteur &
q que,
pres, au produit de ces deux équations ; on en déduit

a—=d=o,
' =Kbc, o«f+2=K(3c—0),
3 =K, a+2'=2—b—c,
2bc—c—b

— s Kbc=1—b—c-+ be.

{5 —+= ﬁ' oot b
Cc
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On a d’ailleurs

1—a 1 —a 2—a—a

e ]_?,_Z_B_g,:bc:z\.
On trouve
KA K
u'—:~&—, @':Ea
AB e o
(8) —;"—{""g————-s(,-——[l,
(9) ‘a—i—I&TA:‘Z——-C—-b.
(10) ]3_,_5: 2bc-—c—l)‘

3 be
Posons a = )3 ; I'équation (8) devient
(11) M—%(3¢c—b)+bc=o.

Les équations (g) et (10) donnent, en tenant compte
des relations établies entre b, ¢ et k, une seule et méme
équation

b+c)(1+be)—4fbe
(12) 2 & lxbe)—h

be+1—b—c +be=o.

Les relations (11) et (12) doivent étre identiques; on
en déduit la relation

(13) 3c2—4bc+6bc—he—b>=o.

Les quantités a et &’ sont données par I’équation

”

A4 ——=2—b—c
3
ou bien
a?+a(b+c—2)+1—b—c—+ bc=o,
et les quantités 3 et 3’ par I'équation

b+ c¢—2bc 1—b—c¢+ be
[Z3 2 [4 - -
@ he F he -
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On aura tous les cas particuliers en joignant a la rela-
tion (13) telle relation que I'on voudra entre les para-
métres b et c. '

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorkme III. — Si lon considére une conique

x?+ y? —3t=o,
et trois droites

y=tx, y=tz, y=~>tez,
les paramétres t, U, t" satisfaisant & l'équation
B4 a4 bl+cr=o,
b et c étant liés par la relation
3¢t — fbe* +6bc — he— br=o,

1° Ces trois droites sont les diagonales d’'un hexa-
gone, variable avec ), inscrit dans la conique donnée
et circonscrit @ une seconde conique;

2° Cet hexagone est circonscrit a une conique
ax?+43y?—st=o,
et les droites qui joignent ses sommets de deux en deux
sont tangentes aune coni(]ue
a'x? +8'y? — 52 —o;

3° Les quantités a, o, B, ' satisfont aux deux équa-

- tions
24a(b+c—2)+1—b—c+bc=o,

B g l)+c—2bc+ 1—b—c+be
f bc bc -

IV. Les considérations que nous venons de déve-
lopper s’appliquent aux polygones inscrits et circonscrits
a deux coniques, quel que soit le nombre de leurs cotés;
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mais les calculs deviennent de plus en plus compliqués
a mesure que le nombre des c6tés augmente. Laissant de
coté le quadrilatére, dont les propriétés sont bien con-
nues, nous allons nous occuper du pentagone inscrit et
circonscrit 3 deux coniques. .
Soit
x! +).2 — :2 — o0

Péquation de la conique a laquelle le pentagone est in-
scrit. Une droite ayant pour équation

pr+qy—s=o

rencontre cette courbe en deux points dont les parameé-
tres ¢ sont donnés par 1’équation

opt +q(1 — ) —1— 12 =o,

et, si 'on désigne par ¢ et ¢’ les deux racines de cette
équation, on aura

' S:‘:t{—l’:iq P:tt’:'_q-
g+1 i+g

Toute relation entre P et S donnera une relation entre
p et g; donc cette relation entre P et S pourra étre con-
sidérée comme l'équation de la courbe enveloppe de
la droite considérée. Un calcul bien simple montre que,
dans ce systéme particulier de coordonnées, une conique
ayant méme triangle conjugué que la conique donnée
sera représentée par une équation de la forme

S*— (P2 +1) + 8P.

Cela posé, si 'on considére sur la conique donnée
cing points variables qui seront les sommets d’un pen-
tagone inscrit dans cette conique et circonserit a une
autre conique fixe, il existera entre les cing valeurs de ¢



(76)

qui définissent ces points une équation de la forme

0= 154 Mt* + (ah + b,) B+ (agh + by) £

+ (ash =+ b))t +a,h+ b,
et, si 'on désigne par ¢ et ¢ deux quelconques des racines
de cette équation, on aura entre ces racines la relation

B4 b+ byt + byt + b, 5+ bt +. ..
t+a B+ aytt+azt+a, tr4atP+. ..

Cette relation, mise sous forme entiére, et aprés sup-
pression du facteur ¢ —¢', donne une relation ration-
nelle par rapport a S et P. D’aprés les théorémes de
Poncelet, les cotés du pentagone et les droites qui joi-
gnent les sommets de deux en deux enveloppent deux
coniques ayant un triangle conjugué commun avec la
conique dans laquelle le polygone est inscrit. Donc 1'é-
quation en S et P que nous venons de trouver repré-
sente ’ensemble de ces deux coniques, et, par suite,
doit se décomposer en deux facteurs de la forme

S* — (P24 1) — BP.

On en conclut que les termes de degré impair en §
dans cette relation doivent disparaitre, ce qui exige

a,=b,—=a;=—>b,—=o,;
la relation devient alors
S‘ab —+ Sz[(lgl)2 _ (3(15 -+ [)3)1') '+'a!.b1] -+ P‘

— (@ + b)) PP+ P*(a, + a b, + b;)
+P(—a5b,—a2bs)+a‘b3:0.

Soit ABCDE un des pentagones considérés, et joi-
gnons tous ses sommets & 'un des sommets du triangle
conjugué par des droites dont I’équation sera de la forme
¥ = mux; ces droites rencontreront la conique circon-
scrite au pentagone en cing autres points A, B', €/, IV, E/,
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qui seront les sommets d’'un second pentagone inscrit et
circonscrit aux trois mémes coniques que le premier ;
de plus, les paramétres ¢, qui correspondent aux som-
mets de ce second pentagone seront liés aux parametres ¢
par la relation tt; = —1. Si donc, dans I'équation

—1 A
en £, on change t en - elle devra rester la méme, sauf

le changement de X en ) ; en faisant le calcul, on trouve
facilement les relations
1 ' b,
a, = b a, = o

Dés lors, nous n’avons plus que deux paramétres &,
et by, entre lesquels existe une relation que nous allons
déterminer.

Si, dans ’équation entre S et P, nous remplacons S?
par o (1 == P?) + 3P, elle devra, pour des valeurs con-
venables de a et 3, étre identiquement satisfaite; on ob-
tient ainsi une équation du quatriéme degré en P, qui
doit étre une identité, ce qui donne cinq équations de
condition, qui, d’aprés notre raisonnement, devront se
réduire a trois seulement : c’est ce qui arrive, en effet,
car deux des équations trouvées se trouvent étre les
mémes que deux autres et I'on a, pour déterminer a et 3
et pour trouver la relation entre 4, et by, les trois équa-
uons

2?4+ bya+ by —o,
B-—B+b5)3+b1+(b3—1)* =0,
2083 — (3 +b2)a+ b3 —b, — b, b;—o.

Sil'on tire « de la troisiéme, et qu’on porte cette va-
leur dans la premiére, on trouve une équation en § dans
laquelle les coefficients de B2 et de B sont les mémes -
que dans la deuxiéme équation etl’on a immédiatement
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la relation cherchée entre b, et b3, qui est
[6F + (bs —1)*](4b; — b)) — b3 (3 + b5)*=o0.

L’équation qui lie les cing valeurs de ¢ correspondant
aux sommets du pentagone est

t-"+b,z3—i»b3t+bl (bst*+ b2 +1)=—o0.
3

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Taeoreme IV.— Etant données trois coniques ayant

pour équations
x4+ y?—st=o,

a? N y? I

8—ax B2z
2 y2 I
-+ {3/.__21/ - si—{—’lll =0,

si lon a, entre les cing valeurs de t qui définissent cing
points de la premiére, la relation
A
40,65+ byt + 7 (bst* + by 2 +1) = o,

les cing points considérés seront les sommets d’un pen-
tagone, variable avec ), inscrit dans la premiére co-
nique, tandis que ses cotes ct les droites qui joignent ses
sommets de deux en deux seront tangents aux deux
autres coniques; les valeurs o, o, 3, (' sont données
par les équations

a? + b2+ by —o,
32—~(3—’r—b§)g+bf-+(ba—"l)2:07

et les coefficients b, et by sont liés par la relation
[b¥ + (b — 1)2] (46— bi’) — b (3+ b%)—o.

‘La méthode que nous avons exposée peut étre étudiée
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d’une maniére générale, en considérant m points pris
sur une conique et cherchant a quelle équation du degré
men t, contenant un paramétre variable A, doivent sa-
tisfaire les m valeurs qui définissent ces points pour
qu'’ils soient les sommets d’un polygone circonscrit 4 une
deuxiéme conique; algébriquement, le probléme est
ramené i la recherche des conditions pour qu’un poly-
nomeen S et P admette un facteur de la forme

S* — a(P2+41)— BP.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1881).

COMPOSITIONS D ADMISSIBILITE.
Composition sur un sujet de Licence.

Théorie. — Montrer que I'étude du mouvement d’un
corps solide qui peut tourner librement autour d’un
point fixe, et qui est soumis a ’action de forces qui sont
connues pour chaque position du corps solide, dépend
de Tintégration de six équations différentielles du pre-
mier ordre. Etablir ces équations.

Application. — Effecluer cette intégration dans le
cas ou deux des moments principaux d’inertie du corps
relatif au point fixe sont égaux, et ou aucune force ex-
térieure n’agit sur lui.

Composition sur les Mathématiques spéciales.

On donne un ellipsoide, et 'on considére lesdroites D
telles que, si par chacune d’elles on méne des plans tan-
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gents a l'ellipsoide, les normales aux points de contact
M, M’ soient dans un méme plan.

1° Démontrer que la droite D et la corde MM’ sont
rectangulaires.

2° Trouver le lieu des droites D qui passent par un
point donné A. '

3¢ Ce lieu est un cone du deuxiéme degré; trouver le
lieu des positions du point A pour lesquelles le cone est
derévolution.

4° Trouver I'enveloppe C des droites D) qui sont con-
tenues dans un plan donné P, et la surface S engendrée
par la courbe C quand le plan P se déplace parallélement
a un plan donné Q.

5¢ Trouver pour quelles directions du plan Q la sur-
face S est de révolution.

Composition sur les Mathématiques élémentaires.

1° Résoudre un triangle connaissant le coté a, 'angle
B, la diliérence b — h entre le c6té & et la hauteur .
issue du sommet A. — Discuter.

2° Montrer que le probléme peut étre ramené a la re-
cherche des points ou le coté BA rencontre une parabole
ayant pour foyer le sommet C du triangle et pour direc-
trice une paralléle au coté BC.

Discuter a nouveau le probléme et comparer les résul-
tats des deux discussions.

COMPOSITIONS FINALES.
Composition sur un sujet de Licence.

Trouver, sur un hyperboloide de révolution a une
nappe donné, une courbe telle que le plan osculateur
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en un quelconque de ses points M soit paralléle a la
droite OM' qui joint le centre O de I’byperboloide au
point M’ symétrique du point M par rapport au plan du
cercle de gorge.

On formera ’équation différentielle de la projection
sur ce plan de la courbe cherchée, et 'on étudiera les
diverses formes que peut avoir cette projection.

Composition de Calcul.
Evaluer I'intégrale définie

2
dr

P TN
[ (X4 +1)

Composition sur la Géométrie descriptive.

On donne un axe vertical (o, o'z’) et un second axe
(cd, ¢d') paralléle au plan vertical et qui rencontre
le premier; on donne en outre une droite de front
(ab, a'l').

Ladroite (ab, @' ¥'), en tournant autour del’axe (0,0'z’),
engendre un hyperboloide H; cette méme droite, en
tournant autour de I'axe (cd, ¢’d'), engendre un second
hyperboloide H'.

On demande de construire la courbe d’intersection
des deux hyperboloides et la tangente en un de ses
points.

Pour distinguer les parties vues des parties ca-
chées, on supposera que I'hyperboloide H est enlevé,
et que I'hyperboloide H' est une surface non transpa-
rente.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. 1. (Février 1882.) 6
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Données. — Conformes au croquis ci-joint.
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LEGONS SUR LES MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

1. Résolution et discussion de I’équation
ax®+bx+c=o.

2. Figures symétriques par rapport a un axe, par rap-
port a un point, par rapport a un plan.
3. Maximum et minimum de I’expression

ax:+bx+c
a'xt 4+ ba+

4. Premiére lecon sur la mesure des volumes.
5.
_ 6. Conversion d’une fraction ordinaire en fraction dé-
cimale. Fractions périodiques.
7. Volume de la sphére et du segment sphérique.
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8. Résolution deséquations ‘
ar+by=c, adx+by=c.
Discussion.

9. Formules relatives i I’addition et a la soustraction
des arcs. '

10. Plus grand commun diviseur et plus petit commun
multiple de plusieurs nombres. '

11. Recherche du rapport de la circonférence du cercle
au diamétre.

12. Angles triédres. Triédres supplémentaires. Condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que 1’on puisse con-
struire un tri¢dre avec trois faces données ou avec trois
diédres donnés.

13. Racine carrée d’'un nombre entier A une unité
pres.

14.

13. Etude géométrique de la parabole.

16.

17. Division des nombres entiers.

18. Division des polynémes.

19. Tangente a l'ellipse (Géométrie élémentaire).

20. Réduction a deux forces d’un systéme de forces
appliquées a un corps solide. Condition d’équilibre d'un
systéme de forces appliquées a un corps solide libre, ou
ayant un point fixe.

21. Rabattements. Changements de plan. Rotations.

22.

23. Distance d’un point a un plan, a une droite; plus
courte distance de deux droites.

24. Nombres premiers (premiére legon).

25. Equation bicarrée. Transformation des expressions

de la forme \/ ax\/ b en une somme a]gébriqﬁe de deux
radicaux simples.
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26. Figures homothétiques (Géométrie plane).

27.
28.
29

LEGONS SUR LES MATHEMATIQUES SPECIALES.

1.

2. Exposer quelques-unes des méthodes a 'aide des-
quelles on reconnait la nature d’une surface du second
ordre donnée par son équation.

3. Asymptotes des courbes rapportées a des coordon-
nées rectilignes (premiére lecon).

4.

5. Application dcla théorie des dérivées a I'étude des
fonctions d'une seule variable. — Exemples.

6.
7. lim (l + -,%>m9 quand m devient infini.

8. Théoréme de Rolle. Son usage pour la séparation
des racines d’une équation algébrique ou transcendante.

9. Approximationdesracines d'une équation. (Méthode
de Newton.) :

10. Génératrices rectilignes du paraboloide hyperbo-
lique (Géométrie analytique).

14. Plans diamétraux dans les surfaces du second de-
greé. :
12. Intersection de deux courbes du second degré (on
raménera la question & la résolution d’une équation du
troisiéme degré et 'on discutera le probléme).

13. Transformation des équations algébriques. —
Exemples.

14. Premiére lecon sur les séries.

5.
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16.

17.
~ 18. Régle des signes de Descartes.

19. Etant donnée 1’équation générale d’une ellipse,
trouver les axes en grandeur et en position. Ftant donnée
I'équation d’une parabole, trouver I'équation de son axe
et la grandeur de son paramétre.

20. Mener par une droite un plan tangent a un hyper-
boloide de révolution 4 une nappe.

21. Section plane ‘de I'hyperboloide de révolution &
une nappe (cas ou la section est une hyperbole).

22. Etude algébrique de ’équation en S.

23. Limites des racines d’'une équation algébrique.

24. Condition nécessaire et suffisante pour que deux
équations algébriques i une seule inconnue aient au
moins une racine commune.

25. Recherche de I’équation d’une surface d’aprés son
mode de génération.

26.

27. Mener d’un point donné une normale a Pellipse.

N a .
28. Connaissant cos a, calculer cos o~ Connaissant

. . a
sina, calculer sin—.

29. Résolution algébrique de I'équation du troisiéme
degré. Discussion.

QUESTIONS PROPOSEES POUR L’ADMISSION A L’EGOLE
POLYTECHINIQUE DANOISE.

- 1872. Construire un trapéze, connaissant les diago-
nales, I'angle qu’elles font entre elles et I'angle formé
par les cotés non paralléles.
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1873. Construire un triangle ABC, le coté BC devant
étre tangent a un cercle donné, le c6té CA devant étre
tangent a un autre cercle en A, pendant quele troisi¢éme
coté AB, prolongé s’il est nécessaire, passe par un des
deux centres de similitude des deux cercles, et 1'angle C
étant égal 4 60°. Combien y a-t-il de solutions?

1874. Inscrire & un secteur de cercle ABC un secteur
abc semblable au premier, de telle maniére que le cen-
tre ¢ se trouve en un point donné de 'arc de cercle AB.

1875. Construire un quadrilatére ABCD, connaissant
les deux distances des milieux des cotés opposés. 'angle
formé par les deux droites joignant ces milieux et deux
angles du quadrilatére, ces deux angles pouvant étre soit
deux angles consécutifs, soit deux angles opposés.

1876. Un cercle et deux droites étant donnés dans un
plan, construire une droite, de direction donnée, [ren-
contrant le cercle en deux points A, B, et les droites en
deux points a, b, tels que les distances Aa, Bb soient
égales en grandeur.

Comment résout-on la!question si I'on remplace le
cercle donné par une cllipse?

1877. Construire un trapéze, connaissant les deux
diagonales, la distance de leurs milieux et la hauteur.

1878. 1° Construire un triangle dont les cotés sont
paralléles a des droites données et dont les sommets se
trouvent sur des droites données.

2° Mener une droite paralléle a une droite donnée de
telle maniére qu’elle divise dans le méme rapport deux.
cotés opposés d’'un quadrilatére plan. Montrer que la
méme question n’est résoluble pour un quadrilatére
gauche que dans le cas ou la droite donnée se trouve
dans un plan paralléle aux cotés qu'on ne divise pas.
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1879. 1° Construire un triangle dont on connait un
angle, le coté opposé et le rapport des deux autres cotés.

2° Construire un quadrilatére ABCD circonscriptible
a un cercle, connaissant la différence des angles opposés
B et D, la différence des cotés AB et AD et les rapports
OB OA
oD ** oc
sommets opposes.

(Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques).

des distances du centre du cercle inscrit aux

COMPOSITIONS DONNEES AUX EXAMENS DE LIGENCE DANS
LES DIFFERENTES FACULTES DE FRANCE, EN 1880.

SESSION DE JUILLET.

Marseille.

Composition d’Analyse. — La tangente MT menée
d’un point quelconque M d’une surface & une sphére

, 1
donnée de rayon a est dans un rapport constant i avec

la moyenne proportionnelle entre la distance OP du
centre O de cette sphére au plan tangent a la surface
au point M et la longueur MN de la normale en ce
point a la surface, cette normale étant terminée par sa
trace N sur un plan diamétral fixe de la sphére. On
demande :

1° De trouver I’équation générale de la surface ;

7

2° De trouver I'équation de la surface : 1° lorsque le
. 1
rayon a de la sphére est nul ; 2° lorsque le rapport ;- est
égal & I'unité ;
3° De discuter ces divers résultats.
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Composition de Mécanique. — Deux points M, M’
mobiles dans un plan sans frottement sont reliés par un
fil flexible, inextensible et sans masse qui passe sans
frottement dans un anneau trés petit situé dans le plan.
Le point M’ étant astreint a décrire une droite AB du plan
et le fil étant tendu, la vitesse initiale du point M étant
perpendiculaire au rayon OM, on demande d’étudier le
mouvement du systéme dans le cas général et dans celui
ou la droite AB passe par le point O.

Il n’y a pas de forces appliquées.

Epreuve pratique. — Etant données la latitude géo-
graphique ¢ d’un lieu, I'ascension droite « et la décli-
naison & d'un astre, calculer I'azimut et la distance
zénithale de cet astre au temps sidéral ¢.

Besangon.

Composition d’Analyse. — Déterminer une courbe
telle que, menant par un point quelconque la tangente
MT et la normale MN, les diagonales du quadrilatére
formé par ces deux droites et les deux axes Oz et Oy

- fassent un angle donné 8.

Composition de Mécanique. — Déterminer la figure
d’équilibre d'un fil fixé en deux de ses points et attiré
par un centre fixe en raison inverse du carré de la dis-
tance.

Epreuve pratiqgue. — On donne la distance zénithale
d’un astre, sa distance polaire et la latitude du lieu. Cal-
culer 'angle horaire du plan méridien qui contientl’astre.

Bordeaux.

Composition d’Analyse. — On a deux plans dont
I'un se meut parallélement a lui-méme avec une vitesse
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constante, landis que l'autre tourne aussi avec une
vitesse constante autour d’une droite fixe A perpendicu-
laire a la direction du premier. La droite d’intersection
rencontre dans chacune de ses positions une surface de
révolution ayant pour axe l'axe de rotation du second
plan. .
Etudier la courbe tracée par ces rencontres sur la
surface de révolution. On considérera plus spécialement
le cas ou la surface de révolution est un céne. Calculer
alors les angles de contingence et de torsion de la courbe.

Examiner, si le temps le permet, le cas d’'une sphére.

Composition de Mécanique. — Premiére question
(lemme). — Une figure plane A, située dans le plan
zy, tourne avec ce plan autour de I'axe des y; la
vitesse angulaire © est constante. On demande les
expressions simplifiées de la résultante R des forces
centrifuges nées du mouvement et du couple G, qu’'on
obtiendrait en transportantcetterésultante parallélement
a elle-méme.au centre de gravité de la figure.

Seconde question (application). — Une tige pesante
homogéne a ses extrémités A et B obligées de rester
I'une sur la verticale Oy, I'autre sur 'horizontale O x;
le plan zy tourne avec la vitesse constante  autour de
Oy. On néglige le frottement. On demande :

1° La position d’équilibre de la tige AB pour une
vitesse angulaire donnée v (détermination de I'angle 6
qu’elle fait avec 1'horizontale) ;

2° Les pressions exercées par la tige sur les axes
Oz, Oy;

3° Les équations différentielles du mouvement dans
le cas général ; :

4°La détermination compléte du mouvementlorsquela
tigeest trés légérement écartée de sa position d’équilibre.
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Epreuve pratiqgue. — Calculer de 2™ en 2™, et pour
des angles horaires variant de 4" 4 4"10™, la hauteur
au-dessus de I'’horizon d’une étoile dont la déclinaison
est 1°2114",32. La latitude est de 44°50'19",0. On
vérifiera I'exactitude des calculs par la méthode des
différences.

Grenoble.

Composition de Mécanique. — Etudier le mou-
vement d’un point matériel dans un plan, en supposant
qu’il soit attiré par un point fixe de ce plan, en raison
inverse de la cinquiéme puissance de la distance.

Indiquer les différentes formes de la trajectoire au
moyen de son équation différentielle. Dans quel cas
peut-on effectuer complétement I'intégration?

Lpreuve pratique. — Déterminer 'azimut du centre
du Soleil a 3" 10™ de I'aprés-midi (temps moyen) avec les
données suivantes :

Latitude du lieu ............. e ieeeeeeeaa T45° 01" 12"
Déclinaison australe du Soleil.......... eeew 17°8'53
Equation du temps......ccevievviienanen. 13485

(A suivre.)

PUBLICATIONS RECENTES.

Lzezion: surra Teoria oer numert di P.-G. Lejeune-
Dirichlet, pubblicate e corredate di appendici da R. De-
dekind, tradotte dalla terza edizione da Aureliano Fai-
fofer. In-8. — Venezia, tipografia Emiliana; 1881.

INVESTIG‘CIONES FILOSOFICO-MATEMATICAS SOBRE LAS
CANTIDADES IMAGINARIAS, por Apolinar Fola Igurbide.
Primera seccion. Grand in-8. Prix : 5, 50. — Valencia,
imprenta de Manuel Alufre; 1881.
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OEuvees compLETES DE LacrANGE, publiées par les
soins de M. J.- 4. Serret, membre de I'Institut, sous les
auspices du Ministre de I'Instruction publique. Tomes
VIII et IX. In-4. Prix : 18% chacun. — Paris, Gauthier-
Villars ; 1879-1881.

Evrtmexts pE GtomETrIE, conformes aux derniers pro-
grammes officiels, renfermant un grand nombre d’exer-
cices, et suivis d'un Complément & l'usage des éléves de
Mathématiques élémentaires et de Mathématiques spé-
ciales, et de notions sur le lever des plans et le nivelle-
ment; par MM. E. Rouché et Ch. de Comberousse.
3¢ édition, entiérement refondue. In-8. Prix : 6™. Paris,
Gauthier-Villars; 1881r.

Cours pE CarcuL InFiNiTEsIMAL, par M. J. Hoiiel.
Tome 1V. Grand in-8. Prix : 10". — Paris, Gauthier-
Villars; 1881.

Trartt pE MECANIQUE GENERALE, comprenant les Le-
cons professées i I’Ecole Polytechnique et a I'Ecole
nationale des Mines, par M. A. Resal, membre de I'In-
stitut. Tomes V et VI, comprenant la Résistance des
matériaux, les Constructions en bois, les Maconneries,
les Fondations, les Murs de souténement, les Réservoirs,
les Vottes, les Ponts et Charpentes, les Constructions
métalliques, la Navigation intérieure et les Travaux
maritimes. In-8. Prix : 127,50 et 15*. — Paris, Gau-
thier-Villars ; 1880-1881.

Cours pE Mécan1QuE pE L’EcoLe PoLyTECENIQUE, par
Ch. Sturm, revu et corrigé par M. Prouhet. 4° édi-
tion, suivie de Notes et Enoncés de problémes, par
M. de Saint-Germain, professeur a la Faculié des
Sciences de Caen. 2 vol. in-8, avec figures dans le texte.
Prix : 14"™. — Paris, Gauthier-Villars; 1881.
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Couns p’AsrronomiE vE L'EcoLe PoLyrecHniQuE, par
M. H. Faye, membre de I'Institut. 1™ Partie : Astrono-
mic sphérique, Description des instruments, Théorie
des erreurs, Géodésie et Géographie mathématiques.
Grand in-8, avec figures dans le texte. Prix : 12", 50.
— Paris, Gauthier-Villars; 1881.

L’AsTRONOMIE PRATIQUE ET LEs OBSERVATOIRES EN
Eurore er EN AMERIQUE, depuis le milieu du xvii® siécle
jusqu'a nos jours; par MM. C. André et 4. Angot.
IV Partie, Observatoires del’ Amérique du Sud et établis-
sements météorologiques des Etats-Unis. Tn-18 jésus,
av<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>