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SUR LA DETERMINATION D'UNE LIMITE SUPERIEURE DES
RACINES I'UNE EQUATION ET SUR LA SEPARATION DES

RACINES ;
Par M. LAGUERRE.

[surte (*).]

8. Jajouterai encore, pour éclaircir ce qui précéde,
une seconde application.
Soit I'équation

Slz)=a2*—bz' —16r* +122*— gz — 5 =o,

qui a été considérée par M. J. Petersen dans sa Théorie
des équations algébriques (*).

En substituant successivement o et + 1 dans le poly-
néme f(x) et dans ses dérivées, on déduit du théoréme
de Budan que I’équation proposée n’a aucune racine
comprise entre les limites considérées on qu’elle en a
deux, et ’on peut trancher la difficulté en substituant,
comme le fait M. Petersen , un nombre intermédiaire
et en meltant en usage une régle due a Fourier.

Appliquons la méthode exposée ci-dessus et effectuons
la division du polynéme

x— 52— 162+ 122 — gz — § ‘%\‘\)‘J‘O I
par x* — x; on trouve aisément U GRENG
NiveRrs

a8 — 5z - 162 + 1227 —gxr — 5
= (28— fx'— 20r — 8)(2* —x) — 19z — 5,

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XI1X, p. 4g.
(*) Theorie der algebraischen Gleichungen, p. 20..
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d’on
2 — 5t —162° + 1227 —gxr — 5
xr—x

1+ 5

:.1‘3—4.7,"‘—201'—-8— -—7—~——

TP—
22 5
=z — fa*— 200 — 8 — =3
x—1 x

29

ce qui donne, en développant

suivant les puis-
xr —1

sances croissantes de x et en ne retenant du développe-
ment que les termes d’un degré inférieur a celui de x*,

5
xd — fa?— 202 — 8 + 22 + 22z + 2222 + 222° + —»
£
ou, en ordonnant,

5
2323+ 1822 4 2r -+ 14 + o

Cette suite ne présentant aucune variation, nous en
conclurons que I'équation proposée n’a aucune racine
comprise entre o et —+ 1; c’est le résultat auquel conduit
'application de la régle de Fourier.

1v.

9. Il y aura souvent lieu de faire simultanément
usage du théoréme de Budan et du procédé de ladivision.
Il est facile du reste d'imaginer des cas trés étendus ou
ce procédé est plus avantageux que 1'emploi du théoréme
de Budan.

Pour en donner un exemple, j’énoncerai d’abord, sous
la forme suivante, la proposition que j’ai démontrée
plus kaut :

En désignant par a et b deux nombres positifs, soit

C+Cix+.,..4+ Cpyz™?
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la partie entiere du quotient du polyndme f(x) par
(x—a)(x—b), et considérons la suite

‘ fla), f(b)—b(b— a)C,,
(5) ?f(b)——b’(b—-a)c., ceey

S(0) = bm(b—a)Cns, f(6);
le nombre des racines de U'équation
Sflz)=o

qui sont comprises entre a et b est au plus égal au
nombre des wvariations des termes de cette suile, et, si
ces deux nombres sont différents, leur différence est un
nombre pair.

10. Cela posé, proposvns-nous le probléme suivant :

Etant donné un polynéme entier f(x), déterminer
deux limites, entre lesquelles demeure comprise la va-
leur de ce polynome, lorsque x prend toutes les valeurs
comprises entre les deux nombres positifs a et b.

Il est clair que ce probléme peut s’énoncer ainsi qu'il
suit :

Trouver deux nombres a et 3 tels que, pour toutes les
valeurs de ). inférieures & o et pour toutes les valeurs de
cette variable supérieures & f3, I’équation

Slz)—2r=o0
n’ait pas de racine réelle comprise entre a et b.

L’emploi du théoréme de Budan ne peut, en général,
étre d’aucun secours pour la détermination de ces
nombres, car, si I'on considére les deux suites

Nay =, Fa), S \a),
Llo) =2 £(8), f7(b)y ..y

et
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on voit que, quand'ensemble des termes f'(a), f"(a), ...
et I'ensemble des termes f'(b), f”(b), ... ne pré-
sentent pas le méme nombre de variations, il est impos-
sible de déterminer X de telle sorte que les deux suites
précédentes offrent le méme nombrede variations: ce qui
serail nécessaire pour pouvoir conclure du théoréme de
Budan que I'équation f(x)— A= o0 n’a aucune racine
réelle comprise dans I'intervalle considéré.

FYemploierai ici la méthode de la division, et, en dési-
gnant comme ci-dessus par

Co+ Cix ...+ Cp_pam?

la partie entiére du quotient de f'(x) par (x —a)(x—b),

je remarque d’abord que ce polynéme est aussi la partie

entiére du quotient de f(x) —2 par (x — a)(x —b).
La suite que nous avons a considérer devient ainsi

(f(a) —, f(B) = — b(b— a)Cy,

(6) 1 fB)—A—p(b—a)C, ..,
[ £(6) =3 — 671 (b — @) Cpsy £{5) — b

Désignons respectivement par « et par 3 le plus petit
et le plus grand des termes de la suite (5); si 'on donne
a A une valeur quelconque inférieure a o, tous les termes
de la suite (6) sont négatifs, d’ou il résulte que I'équa-
tion f(x)— XA =o0 n’a aucune racine réelle comprise
entre a et b lorsque 2 est plus petit que «. On prouve-
rait de méme que cette équation n’a aucune racine réelle
comprise entre ces limites lorsque  est plus grand que §8.

D’ou la proposition suivante :

La waleur que prend le polynéme f(x), quand x
warie depuis a jusqu'a b, demeure toujours comprise
entre les nombres a et 5.
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V.

11. Jai démontré précédemment qu’'étant donnde
une équation

S(z)=Ax"+Bs"+CzP +...=o,

ou les termes sont ordonnés suivant les puissances dé-
croissantes de x, si ’on forme les polynémes

() = Aya™,
@, (x) = Az + Ba",
@ (z) = A,2" + Ba" + CuxP,

le nombre des racines de I'équation f(x) = o qui sont
supérieures au nombre positif a est au plus égal au
nombre des variations que présentent les termes de la

suite
& (a), o (a), ®.(a), ....

La démonstration supposait évidemment que les expo-
sants m, n, p, ... étaicnt des nombres entiers et posi-
tifs; mais il est facile de voir que cette restriction est
inutile.

En premier liea, si quelques-uns étaient négatifs, en
multipliant f(x) par une puissance de x convenable-
ment choisie (ce qui n’altérerait pas le nombre des ra-
cines positives de I’équation), on pourrait rendre tous
ces exposants positifs.

En second lieu, si quelques-uns des nombres m, n,
P, ... étaient fractionnaires, on arriverait au méme
résultat en changeant x en x°,  étant le plus petit
commun multiple des dénominateurs des nombres m, n,
Ps ... Par un raisonnement connu, on en déduit que
la proposition subsiste encore lorsque les exposants sont
incommensurables.
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Rien'n’empéche méme de supposer que le nombre des
termes de la fonction f(x) soit illimité, pourva que la
série composée de ces termes soit convergenle pour
x=a.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Etant donnée l’équation
Slz)=Ax"+Ba"+Caf +...,

ol le second membre est une série ordonnée suivant les
puissances décroissantes de x et convergente pour x = a,
le nombre des racines positives de 1 ‘équation

Slx)=o,

qui sont supérieures au nombre positif a, est au plus
€gal au nombre des variations que présentent les termes
de la suite

o (a), ¢ (a), ®:(a), ...,

et, si ces deux nombres sont différents, leur différence
est un nombre pair.

Le nombre de ces variations sera du reste évidemment
fini, si la série tend, pour x = a, vers une limite diffé-
rente de zéro, puisque pour une valeur suffisamment
grande de r les termes

bp(@)y Pup(@)y Puya(a),
doivent avoir le méme signe que f(a).
12. Semblablement, étant donnée une équation
fle)=A+Bu"+Cx"+-Dzf+...,

ou le second membre est une série ordonnée suivantdes
puissances croissantes de x (les exposants m, n, p, ...
pouvant étre d’ailleurs entiers, fractionnaires ou irra-
tionnels) et convergente pour une valeur positive de x
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égal a a; formons la suite des polynomes
@(z) =A, &(r)=A-+Ba", &,(z)=A-+Baz"+ Cz,....

Cela posé, le nombre des racines positives de l’équation
f(x) =o qui sont inférieures & a est au plus égal au
nombre des wariations que présentent les termes de la

suite
®o(a), @l(a), y(al)y ...

et, si ces deux nombres sont différents, leur différence
est un nombre pair.

VI.

13. Je donnerai encore,en terminant, une application
de la régle des signes de Descartes aux équations que I'on
obtient en égalant a zéro les dénominateurs des réduites
de la fonction e*.

On appelle, comme on le sait, réduite de rang n de la
fonction e une fraction

dont les deux termes sont des polyndmes de degré n tels
que le développement de cette fraction suivant les puis-
sances croissantes de x coincide, jusqu’au terme du
degré 2 inclusivement, avec le développement dee” (');
on peut poser, par conséquent,

F(z)et=¢(z) + R,

R désignant une série ordonnée suivant les puissances
croissantes de x et commencant par un terme de I'ordre
de x2#+1,

(') Sur ces réduites, voir notamment le Mémoire de M. Hermite. Sur
la fonction exponentielle, p. §.
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On a d’ailleurs
nin—r1)

—_—h R il
Flo)=2"—n(n+1)x" '+ -

(p+1)(n+2)z"1—...,
en sorte que le polyndéme F(x) ne présente que des
variations; par suite, I'équation

F(.r) =0

ne peut avoir que des racines positives.

Le polynéme ®(x), éiant égal & F(— x), ne présente
que des permanences. J’observe maintenant que la série
R satisfait a4 I’équation différentielle

7
x-——2—-—-(.t+2n)%+n]:0.

Cette série est de la forme
S A2,

ou m doit prendre toutes les valeurs entiéres depuis
2n + t jusqu’a linfini. En substituant cette expression
dans I'équation différentielle, on voit aisément que 'on
a identiquement

Im(m—1)Apx™ ' — ImA, (2" -+ 222" ) + nZApz™" =0,
d’ou la relation suivante :

m— n
Am+| == me

(m— 2nr)(m+ 1)

La fraction
m—n
(m—anr)(m+1)
élant positive pour toutes les valeurs de m supérieures
a 2n, on en conclut que tous les termes de la série R ont
le méme signe.
Par suite, le polynéme @ (x) et la série R n’ayant que
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des permanences, on voit que le développement de
¢*F(x) présente au plus une seule variation ; I'équation

e’F(.r):O,

qui a les mémes racines que l’équation F(x) = o et dont
le développement est d’ailleurs convergent pour toutes
les valeurs de la variable, a donc, en vertu de la régle
des signes de Descartes, une racine positive au plus; I'é-
quation F'(x) = o ne peut avoir du reste que des racines
positives,

[)’ou la conclusion suivante :

8i le nombre n est pair, I équation ¥ (x) = o a toutes
ses racines umaginaires.

S8t ce nombre est impair, elle a une seule racine
réelle.



