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SUR UN LIEU GEOMETRIQUE;
Par M. A. MACE DE LEPINAY,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée Henri IV.

Par deux points donnés sur une ecllipse, on fait
passer une circonférence quelconque, puis on méne a
ces deux courbes les tangentes communes : lieu du
point de rencontre de ces tangentes.

On sait que, si S = o est ’équation d’une conique,
P = o I’équation d’une droite, S -+ AP? = o est I'équa-
q ) q
tion générale des coniques bitangentes a la conique
S == 0, P = o étant la corde des contacts. On sait, d’autre
) b
part, que, si deux coniques sont bitangentes a une troi-
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si¢me, deux des sécantes communes a ces deux coniques
passent par le point de rencontre des deux cordes de
contact.

Cela posé, rapportons 'ellipse & son centre et i ses
axes; son équation sera

aty? + b*x* — a*b*—=o.
Soit
y=mx —+n
I’équation de la droite qui, par son intersection avec I'el-
lipse, détermine les deux points donnés, et soient a, 5
les coordonnées du point de concours de deux tangentes

communes a Vellipse et a I'un des cercles passant par les
deux points donnés.

L’équation de I'ensemble de ces deux tangentes com-
munes sera

| (a%? + b22? — a*b*)(a*B® + b*a? — a’b?)
(1) —(@*By + b*ax — a?b?)* =o.

La corde des contacts du cercle et du systéme des deux
tangentes, devant passer par I'intersection de la corde
des contacts a@*8y + b*ax —a*b* = o et de la droite
¥ = mXx + n, sera représentée par I’équation

(2) a*By + b*ax — a*b*+ \(y — mz — n)=o.
Dés lors, I’équation
(a’_y’ + b’.ﬁ—— azbz) (a’{i’+ b’a"— a’[;’)
— (a*By + bax — a?b?)?
+ p[@By + blax — @*b* + \(y —mx —n)]*=o0
représente une conique bitangente au systéme des deux
tangentes communes considéré. Si I'on veut que cetle

courbe passe par les points donnés sur Uellipse, il faut que
cette équation soit satisfaite si 'on pose en méme temps

a’y? + b*x' — a’b*=0, v— mx—n=—o.
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Donc p =1, et I'équation devient, en développant, '

(077: 4= b2 22 _aibn)(azpi +bzx7_azb2) 4 21()’——"137— n)

X (@ By + bax — a*b?) + 3y — mx — n)’ = o.

Si nous écrivons que cette équation représente un
cercle et si, entre les deux équations de condition, nous
éliminons A, nous aurons le lieu cherché. Les conditions
sont, en supprimant la solution 1 = o qui ne convient
pas, et posant a* — b* = ¢’,

mi = b*a — ma*B,
(4) ¢ c’(azﬁ-’—l- b2(/".'_alb2)
+oX(a@?B -+ mbia) 4+ (1 — m))3 .= 0.

Eliminant A, on trouve, en réduisant,

. { m2er(aB? + b*a* — a'd?)

5

%) + (14+m*)(bia’ — ma*B?) = o,

ou encore

(6)  (m?a*—+ %) (60> — m*a?P?) — m*a*b’c* = o.

Sous la forme (5), on voit que le lieu est une conique
passant par l'intersection de I'ellipse donnée et des deux
droites b*x — ma*y =o, b’x+ ma’y =o, dont la
premiére est le diamétre conjugué a la direction de la
corde donnée.

* Sous la forme (6), on voit que le lieu est une hyper-
bole homofocale a I'ellipse proposée; de plus, 1'équa-
tion (6) étant indépendénte de n et ne renfermant m
qu’au deuxiéme degré, on voit que le lieu est le méme
pour toutes les cordes paralléles a la direction donnée et
a la direction symétrique par rapport a I'axe des x. En
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particulier, on voit que, si la corde devient tangente a
Pellipse, le lieu représenté par I'équation (6) est le lieu
des points de rencontre des tangentes communes a une
ellipse donnée et aux cercles tangents a cette ellipse en
un point donné.

Si la conique donnée est une hyperbole, le lieu cor-
respondant est ellipse

(mzaz__ bz)(bza1+ m1azp1)__ miatb?c: — o,

réelle si m*a® — b* > o, imaginaire si m?a®>— %< o.
La méme méthode s’applique au cas de la parabole.



