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SOLUTION D'UNE QUESTION DE LICENCE

(Faculté de Paris, juillet 1879) ;

PAR M. H. COURBE.

Etant donné Le paraboloïde défini en coordonnées
rectangulaires par l'équation

ia

on considère sur cette surface les courbes dont les tan-
gentes font un angle constant donné y avec Vaxe Oz :

i° Trouver Véquation différentielle des projections
de ces courbes sur le plan xOy, et montrer que l'inté-
gration de cette équation se ramène à une quadrature;

20 Effectuer la quadrature et construire la projec-
tion dans le cas particulier oit m est égal à l'unité.

Les coordonnées d'un point quelconque d'une des
courbes considérées étant x,y,z, on doit avoir en chaque
point de ces courbes

dzr^z cosycfa,

ds étant la différentielle de l'arc, de sorte que

ds = sjdx2 ~-±-~dy2 ^\-~dz2.

D'ailleurs, la valeur de dz étant la même pour un point
quelconque de la courbe et pour le point correspondant
de la surface, on peut éliminer ds et dz entre les deux



équations précédentes et la suivante,

mxdx-r-ydy
dz = -- >

a

obtenue en différenliant l'équation de la surface; on
trouve ainsi

mxdx -r- ydy —z n \jdx7 -r- dy2,

en posant, pour abréger l'écriture,

n~. a coty.

L'équation obtenue, qui ne contient t\uç.x,y et leurs
différentielles, est l'équation différentielle des projections
des courbes considérées sur le plan xQy. On peut la
résoudre par rapport à ƒ et, en posant

dy
—~ — P*

mettre cette équation sous la forme

( , J

Celte équation différentielle, linéaire par rapport aux
variables xety, peut s'intégrer-, en effet, si Ton diffe-
rentie, on trouve

dx m
dp p{p*-vm)'r

L'équation (2) est une équation différentielle linéaire
du premier ordre ; son intégrale est de la forme

ni dp \ rV __fP m dp "I

.p{pt + mJ\c-\ eJr»p[p^m)~ ~^=dP\

On obtiendra l'intégrale de l'équation (1) en élimi-



( 88 )
nant p entre les équations (i) et (3). La question se ra-
mène donc bien à une seule quadrature, car on obtient

sans difficulté

Dans le cas particulier où m = i, on a à considérer
l'équation différentielle

(4) xdx-± ydy=:nds9

ris représentant cette fois la différentielle de Tare de la
projection sur le plan xOy des courbes considérées, de
sorte que

ids = sida? -+- dfl.

En intégrant l'équation (4), ce qui donne

x1 -h j 2 = ins -h const.,

puis, passant aux coordonnées polaires r et 0, on a

^ r r r 1US -f- COnSt.,

et, en différent!ant,

rdrz= nds =z ny/r*dQ*-\- dr1.

Les variables se séparent aisément, et Ton a à intégrer
l'équation

\ t n

Si l'on remarque que

dr r nn — . z=i — n — z. —ndârccos-i
rJr*—n* (X r

on obtient
vA-G) '

(5) 0 i^dz-y/r2-— w?iparccos-'



( 8g)
La construction de la courbe représentée par l'équa-

tion (5) se fait facilement, puisque cette courbe est la
développante du cercle de rayon n = a coty.


