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SOLUTION DE LA QUESTION DE MAT!IEMA’I‘IQUES SPECIALES
PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1878;

Par M. GAMBEY.

On donne une sphére S, un plan P et un point A ; par
le point A on méne une droite qui rencontre le plan P
en un point B, puis sur AB comme diamétre on décrii
une sphere §'sle plan radical des sphéres Set S' rencontre
la droite AB en un point M:

1° Trouver le lieu décrit par le point M quand la
droite AB tourne autour du point A ;

2° Discuter le liew du point M en supposant que le
point A se déplace dans Uespace, lepoint P et la sphérc
S restant fixes.

Je prends le plan P pour plandes xy et je fais passer
I’axe des z par le centre de la sphére S.
Soient :

a, (3,7 les coordonnées du point A

hle z ducentrede S;

7 son rayon.
Les équations d’une droite quelconque AB passaut en
A éiant prises sous la forme

r—a==m(z—7),
y—fp=:-n (:——7),
on en déduit, pour les coordonnées du point milieu du

segment AB,

III'/ e 7
e P —y T
P 2

et, pour I’équation de la sphére §,

(x—aV¥ 4+ (y—BVtz+my(x—a)ny(y—p)—y:=o.
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D’ailleurs, I’équation de S est
ri4yi (z—h)P—r=o0.

Retranchant ces équations membre a4 membre, il vient,
pour I'équation du plan radical des sphéres S et §/,

my(x — o)+ ny(y —B) — 222 — 28y
’ - (2h —g)s+ o+ B+r—~=o.

En éliminant m et n entre cette équation et celles de
la droite AB, on obtiendra I’équation du lieu cherché.
Cette élimination est immédiate, et I'on obtient, aprés
ijuelques calculs et réductions,

. 5 Ji 4y 2k — ) 2—2Byz — 2ax3
{ + (8 +2K?*)s — Ky =o,

ou 'on a posé
wt—= B —2hy A = et r—iR=—K

avec 'hypothése r > 7.

Propriétés générales du lieu. — 1.’équation (1) repré-
sente une surface du second ordre qui passe au point A.
Ceute surface admet comme plans cycliques les plans
paralléles au plan P, etle point A estun de ses ombilics,
car, pour z ==y, on obtient le cercle-point

2=, (.r—-—a)-‘—j» (y— B)—-o.

1’équation (1) pouvant encore s’écrire des deux ma-
niéres suivantes,

7(.1:“-&-)'"’——1{7‘, .
—z[2ax + 2By (y—2k)2—8S —2K?] =o,

7[x2_4_y7+(z_~_[1):___,2]
—z[2ax-+2By-+2(y—h)z—2hy—S—2K?]=o,

1\2) g
(3)

on en conclut que la surface qu’elle représente contient
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les courbes planes intersections du cylindre

x4+ — K=o~
avec les deux plans

=0, 2ax-+2By-+(y-—2h)z— 8 —2K*=—o,

ainsi que celles qui résultent de I'intersection de la
sphére S et des plans

z=o0, 20x+2By—+2(y—Ah)z—2ky—S—2K'=o.

La surface (3) et la sphére S sont donc doublement
tangentes. On voit en outre que le plan

202 + 2By +2(y—h)s—2hy —S—2K'—o

est paralléle au plan polaire du point A par rapport 4 la
sphére S.

Discussion. — Yemploie la transformation en carrés.
Mettant tout de suite de coté le cas ou le point A est dans
le plan P, cas auquel 'équation (r) se décompose en
deux facteurs linéaires dont I'un désigne le plan P, je
suppose 7 différent de zéro.

Je multiplie par y, ce qui permet de former immédia-
tement deux carrés. L'équation (1) peut alors s’écrire

(%) (yr —az)?+ (yy —B2z)?
— (S K2z +9(S+2K*)z — K’y —o.
Sil'on a § + K® =0, c'est-a-dire si le point A est
sur la sphére concentrique a la sphére S et tangente au
plan P, I’équation du lieu est ramenée au type

M2 N2+ P —o0;

clle représente alors un paraboloide elliptique.
Si T'on a en outre S = o, ce qui suppose r = £, le lieu
se compose de la droite réelle intersection des deux
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plans imaginaires

(72— az)+ (yr — Ba)=o.

Supposons maintenant que 'on ait S+ K? différent
de zéro. On peut alors multiplier (4) par S +K? et
I’écrire ainsi:

[ (84 (12 — aspo+ gy — o)
5) .
) [ — (S + Kz (s + 2K )p =y,

Elle rentre alors dans le type des surfaces a centre
unique.

Distinguons deux cas, et, pour abréger, posons
S+ K*=S,.

1° §20.—Sil'on a §; > o, c’est-a-dire si le point A
est extéricur a la sphére concentrique a la sphéreS et
tangente auplan P, la surface est un hyperboloide & une
nappe.

Si au contraire on a S, < o0, c’est-a-dire si le point A
est intérieur a la méme sphére, la surface est un ellip-
soide réel.

Le cas de S;= o0 a déja é1é examiné.

2° S=0.— Pour S, >0, on a un céne réel. Cela
suppose r >/, ce qui est justement notre hypothése.

Si I'on supposait r<C %, le cone deviendrait imagi-
naire.

Ainsi, lorsque le point A est dans la région del'espace
extérieure a la sphére concentrique a S et tangente a P,
le lieu est un hyperboloide a4 une nappe.

Si ce point est dans la région intérieure a la méme
sphére, le lieu est un ellipsoide.

Enfin, si le point A est sur la surface séparative, le
lieu est un paraboloide elliptique.

Dans le cas on le point A est situé sur la sphérc

-



(86)
donnée, ’hyperboloide se confond avec son cone asym-

ptote.

Note. — La méme question a ete resolue par MM. Duranton, profes-
scur au lycee du Puy; A. Leinekugel.



