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THEOREME SUR LES POLYGONES INSCRITS ET GIRCONSCRITS
A LAFOIS A DEUX CIRCONFERENCES ;

Par M. WEILL.

Tatorkme. — Lorsqu'un polygone convexe se dé-
place en restant inscrit et circonscrit & deux circonfé-
rences, sa surface reste proportionnelle & celle du po-
lygone ayant pour sommets les points de contact des
cotés du premier avec la circonférence intérieure.
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Lorsque le polygone ABC... se déplace en restant
inscrit 4 une circonférence fixe et circonscrit a une se-
conde circonférence fixe ayant O pour centre et R pour
rayon, les points de contact a, b, c, ... de ses cOtés avec
la circonférence O sont les sommets d’un polygone dont
les cOtés sont tangents a une ellipse ayant le point O
pour foyer. Soit F le deuxiéme foyer de cette ellipse.
Joignons le point O & deux sommets conséeutifs A et B
du polygone; ces deux droites rencontrent respecti-
vement en K et L les cotés ab, be du polygone des
points de contact.

Abaissons du point F les perpendiculaires FN, FM
sur ab, be. Les produits OK >< OA et OK > FN restent
constants pendant le déplacement du polygone. Donc le

rapport (-3% est constant, et le polygone des points M,
N, ... est homothétique du polygone ABC. ...

Le théoréme énoncé sera démontré, si nous prouvons
que le rapport des surfaces des polygones NM... et
abe. .. est constant. Cela revient & démontrer que le
rapport entre la somme des tiiangles FNM et la somme
des triangles N &M est constant.

Désignons par R’ la distauce constante du point I au
c01é NM, et par « I'angle de la droite fixe OI avec la
droite Ob. Nous aurons

surface FMN — 4+ NM. R/,
surfaice N6M == NM(R — R"— OF .cosa)
— I NM(R — R') — + OF . NM . cos«,
R’
surface (MN...)= —;— SNM,

_R—T

OF
surface (NOM —+ McS-+...) INM — — =NM.cosz.

Or I'expression ZNM. cos 2 est égale 4 zéro; donc le
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rapport des deux surfaces considérées est égal a

R—R'
On en déduit que le rapport des surfaces des deux poly-

1 R
gones (NM...) et (abc...) est égal a i
Or, le rapport des surfaces des polygones (NM...)

ct (ABC...) est égal a R

R!

2

- Donc enfin, le rapport des

surfaces des deux polygones (abc...) et (ABC...) est

'
égal a x

On peut remarquer que la surface du polygone
(abe...) est moyenne proportionnelle entre celle du
polygone (ABC. ..) et celle du polygone (NM. . .).

Dans le cas particulier du triangle, le rapport des
-urfaces est égal au rapport entre le rayon du cercle in-
scrit et le diamétre du cercle circonscrit. On en déduit
les deux théorémes suivants :

Tutorkme. — La surface d’un triangle est moyenne
proportionnelle entre celle du triangle ayant pour
sommets les centres des cercles exinscrits et celle du
triangle ayant pour sommets les points de contact du
cercle inscrit au premier avec ses cdtés.

Tutorime. — Etant donné un triangle T, on con-
sidére le triangle T, dont les sommets sont les points
de contact des cotés du premier avec le cercle inscrit,
et le triangle T, dont les sommets sont les pieds des
hauteurs du deuxiéme ; on opére sur ce troisi¢éme triangle
comme sur le premier, et ainsi de suite; on a, par celte
construction, une suite de triangles tels que la surface
de l'un d’eux est moyenne proportionnelle entre celles
des deux triangles qui le précédent et le suivent immé-
diatement.,



