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SUR L’EVALUATION DE CERTAINS VOLUMES;
Par M. L. MALEYX.

Cette Note est relative a diverses expressions du volume compris
entre une surface et deux plans paralléles, quand l'aire interceptée par
la surface sur un plan paralléle variable est une fonction rationnelle et
entiére de degré m de la distance d’un point fixe a ce plan variable.

1. Soient z ladistanced’un point fixe Pauplan paralléle
variable, d la distance du méme point a un des plans
extrémes. Si nous désignons par x la distance de ce plan
fixe au plan variable, nous aurons I'égalité z = d + x.
Parhypothése, I’airedelasection interceptée parlasurface
sur le plan mobile situé a la distance z du point P est
représentée par F(z), F étant une fonction rationnelle
entiére, a coefficients déterminés et de degré m. Mais on
aidentiquement F(z) =F(d + x) =f(x); laire va-
riable dont il est question est donc aussi représentée par
une fonction rationnelle entiére de degré m, acoefficients
déterminés, de 1a distance de son plan a I'un des plans
parallélesservant delimite au volume qu’on veut évaluer.

2. D’aprés ce qui précéde, supposantquel’aire variable
interceptée dans la surface soit représentée par

f(.z:):a +a,x + axt+. ..+ a,x”,

on établit facilement, par un moyen absolument élémen-
taire ou immédiatement par I'intégration d’une fonction
rationnelle, que le volume qu’on veut évaluer, prenant
son origine au plan fixe qu’on a choisi et limité du reste
au plan paralléle variable dont la distance au premier
¢st x, est représenté par la fonction
x? x? ™
?(x) —ax-+ a— +a2§~ ey ’;—_-:;
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on a ainsi une expression du volume en fonction de la
distance des plans paralléles extrémes et des m +1
coeficients qui définissent f(x). Si, au lieu des m —+ 1
coefficients qui définissent f(x), on se donne m + 1
valeurs particuliéres de cette fonction correspondant a
m + 1 valeurs déterminées dex,on pourra, des équations
qui en résulteront, déduire les valeurs des m <+ 1 coefli-
cients inconnus, et, en les reportant dans I’expression
de g (x), on endéduiral’expression du volume au moyen
de la distance des plans paralléles extrémes et des
nombres représentant les aires de m -+ 1 sections faites
dans la surface et parallélement aux bases.

3. Pour obtenir cette expression, désignant par h la
hauteur ou distance des plans paralléles extrémes, par
By, By, ..., Bys les nombres représentant les aires des
sectionsinterceptées danslasurface surles plansparalleles
a la section extréme considérée et dont les distances a
cette section sont représentées par o, b, ash, ...y tpys
enfin par V le volume cherché, nous aurons les égalités

Bi=a+aha +ahtal +. ..+ anhmal’,
B, —=a + ahay+ aryhPal+. ..+ anh™ay,
PP ,

Bupy =a+ ahap + ash*a), ...+ anhmay,, .,
A\
3

1

[ 1
—a+ ah > - 4-a, < = + ...+ a, "<
2 3 1
Ces égalités expriment que le sysieme de m+ 2
équations homogénes du premier degré

— 2 m.,
Biz—=2z 4 a2+ % % @ S

Bz = 2+ @2+ @32 . .. &) Bmyy

— 2 m
Brii2 =2+ @p 2o+ @0 Ba e oo A B

Vv +l +| - !
—2z==2z — 3 SR e — 2
N 1 21 3 3 1 1 m-+1
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admet la solution 1, a, a, b, a, 1%, ..., a, ", dans
laquelle les valeurs de toutes les inconnues ne sont pas
simultanément nulles; il en résulte que le déterminant
des coeflicients de ces inconnues est nul, et 'on en déduit

m
B, 1 o, al e aq
2 m
B, 1 wy a; e ah
m 1— o.
2 U
Bowi 1 g Tm+yr v X+
\4 [ I I
- I - ..
h 2 3 m—

Cette équation, du premier degré par rapport a V,
détermine le volumecherché et exprime qu’il est égal au
produit de la hauteur 2 par une expression linéaire
homogéne des aires de m 4 1 sections planes paralléles

8 P
aux bases et faites arbitrairement dans la surface, puisque
les rapports o, o, ... @,y sont quelconques.

Désignons par A le déterminant mineur du précédent,
formé en y supprimant lapremiére colonne et la derniére
ligne, et en général par A, ledéterminant mineur déduit

gne, 8 P
de méme en y supprimant la premiére colonne et la ligne
Y supp g
de rang k; I’équation précédente pourra s’écrire sous
la forme

, \
BiA, —B:A+ByAy—. .. — (— 1) By Ay — (— 1) A -

h

On peut attribuer aux nombres g, ctyy ooy Opyy les
valeurs qu’on voudra ; toutefois on ne peut en faire deux
égaux entre eux, car, s’il en était ainsi, que par exemple
on {ito; = a, tous les déterminants mineurs qui figurent
dansl’équation précédente, sauf A, et 4;, seraient iden-
tiquement nuls comme contenant deux lignes identiques.
Le premier membre de 'équation se réduirait alors a
B; 8,7 B; A suivant que /et & seraient de méme parité
oude parités ditlérentes; or ce bindme se réduirait aussi
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a zéro, car de 'égalité ;= a; on déduit B,=B,, etl'on
voit facilement que A;== A, est nul, que / et k soient de
méme parité ou de parités différentes. Dans ce cas
exceptionnel, I’équation qui donne Vseraitidentiquement
satisfaite, et 'on ne pourrait en tirer la valeur de I'in-
connue ; si au contraire les rappoOrts cty,day « « o 5 Appyq SONL
finis, quelconques et tels que deux d’entre eux ne soient
pas égaux, on aura toujours

h
Ve=(— 1)"'+2E[B.A.—B,A,+ BiA,— ... —(—1)""'Bpy Amii ]

4. On peut se proposer de simplifier ’expressionde V,
d’une maniére générale, en diminuant le nombre des
sections dontl’aive doit étre calculée; il suffit de disposer
des nombres (arbitraires dans des limites déterminées)
0448y o+ +y Aypyy de maniére & rendre nuls les coefficients
des nombres représentant les sections qu’on ne veut pas
calculery d'une maniére particuliére & un volume, en
disposant des mémes nombres pour introduire des sec-
tions plus faciles a calculer.

Nous allons nous occuper du premier genre de sim-
plification en faisant varier m, degré de la fonction qui
représente la section, a partir de 2; quant au second
genre de simplification, il se présentera naturellement
dans chaque casparticulier. Nous devons encore observer
que toute expression de volume se rapportant a une
section de degré m se rapporte également a toute section
de degré inférieur.

5. Cas ot m = 2. — On a dans ce cas
ok
V=3 (Bi—Bita+-Bidy).

Le déterminant A est décomposable en facteurs du
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premier degré; on a
A:(as—ag)(aa—-a.)A(a,—— a,)
ou

d=[a}— (a4 2 )as+ oz, | (s —: )3

de cette égalité on déduit

g=| g = (mta)Fmn |(a—a)

= - — - a2y |(ay—a

3 ~3 2“2 ay 2 %y 2 )y
f I

A2:{g—;(ag—i—rz.)—i—aw.](aa—a‘),
- ’

A= §—~(a_,—!~a;)+a3a2 Lotg— a3 ).

Posons A; = 0; nous ne pouvons satisfaire a cette
¢quation par la supposition o, — a; = 0 pour un motif
donné, mais nous pouvons y satisfaire d’'une infinité de
maniéres parlesvaleursinégales et finiesde a,, , vérifiant

1y . I 1
P’équation oty0ty — N (g oty) + z3=o. Acceptons un tel

systéme de valeurs de o, a,; nous n’aliérerons pas
les valeurs de A,, A,, en retranchant du premier fac-
teur qui entre dans leur composition le polynéome

nul o, 0y — ; (ote—+ot4) + ;—);ilsdeviendronl alors

A!:[az(as-——a,)——;(aa—a,)(%—a,)]
— (a,—i)(as——a,}(as—a.),
8= [ (o= m2) — & (3 — ) (s — )]

Substituons ces valeurs de A, A,, A,, &; dans 'expres-
sion de V; nous aurons aprés simplification, et pour tous
les systémes de valeurs inégales etfinies de 2y, &, vérifiant



T 1
Ay 2y — ;(\7.2-—}— 2y) - z == o,

3

On peut donc évaluer le volume d'une infinité de
maniéres au moyen de deux sections, et I'on ne peut, en
général, I’évaluer au moyen d’un nombre moindre, car,
si 'on voulait rendre nul 'un des coeflicients de By, B,,
I’antre deviendrait infini.

Comme expression particuliére, nous pouvons prendre
deux sections a égale distance des bases ou, cequi revient
au méme, du milieu de la hauteur; il suflitde prendre les
valeurs de a,, o, satisfaisant & la condition oty = t —a&,

1o . 1 1
oud, - ex,:Ietal’equallonzx,o:,——a(zx,—+—oc,)+ =o.

3
i1 . 1 .
On en déduit aqa; = §) e et a, seront alors les racines

de I’équation du second degré

Xz——X_—i—é:O,

1 1 1 — 1 I
Qg — — T -— -y Uy — sy et oy— %= —-

27 4y3 27 5,3 v3

Si nous désignons par B,, B, les aires des sections
faites dans la surface paralléelement aux bases et a une

distance du milieu de la base égale a

=y nnousaurons
2

23
B,+ B
V=1r-""
2

Ces expressions, tant générale que particuliére, con-
viennent aux troncs de pyramide et de coéne a bases
paralléles, au segment sphérique, au volume engendré
par un segment circulaire tournant autour d’un diameétre,
a un volume limité par une surface du second ordre et
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deux plaus paralléles coupant la surface suivant des sec-
tions elliptiques, enfin, comme nous I’établirons a la fin
du présent article, au volume compris entre deux plans
paralléles et une surface réglée admettant pour direc-
trices deux lignes planes fermées situées dans ces plans
et une troisiéme directrice quelconque, pourvu que la
génératrice reprenne sa premiére position quand ses
points de rencontre avec les deux directrices planes ont
parcouruen méme temps etenentier ces deux directrices.

6. Cas oit m = 3. — Dans ce cas
—h,
V:T‘"r\B(A,—BqA;—%" BgAa——B‘A¢).

Décomposant A en facteurs du premier degré, on a
A== {ay—ay ) (@g— @) (@i — o) (2 —ota) (g — 2,) (@2 — )
ou
A:{m?—(aa—i—xz—}—o:.)az—i—(aﬁc,-%—cc;a,+u,a|)a4——a3u,a.]
/ /
X\“a"“z)(“s“al)\az"al);

on en déduit

I 1 \
e Z— (aa—}—a;—*—a.,

3

1 )
+:(13a,—|—13a.+:¢21|) —_ a,a,a.](ag—a,)(aa——«.)(a,—a,),

1 1, .
- [Z_:-,;\“A—i—“z"*“ 11)

I o
—i—:(z‘xz—{—af,a. + oy, ) — O‘M‘Zl](%‘""/-z}(“i_ %) (@ —a),

'L \
Z—§\¢4+13+%/ °

\ ,
(g — 23 (o2g — ) (@3 — 2t3)

N \
R T e B T PR ol A T A2 ).
2
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Nous pouvons simplifier I'expression de V en égalant
le premier facteur de A, a zéro, et, comme ce facteur
renferme trois indéterminées, nous pouvons satisfaire a
cette condition d’une infinité de maniéres. Considérant
un systéme de valeurs finies de a,,a,,«; telles que deux
quelconques d’entre elles soient distinctes et qui satis-
fassent a I'équation

I 1 {
= — — (o 0y~ o) 4 — &+ -+ V— @ =0
4 3 (0'.:‘?“ 2 “1) > (0(3“2 X3 %y 219 3 %2 %y ’

nous pouvons, sans altérer les valeurs de A,, 8,, A,
retrancher du premierfacteurdechacund’euxle polynéme
nul premier membre de ’équation précédente; on trouve
ainsi, apres réduction,

! \ (
a;a,J’\ai—~zg)\m4—a2)|\a“— “|)(“3‘—a2)7

Remplacant, dans 'expression de V, 4, 4,, &5, 3, par
leurs valeurs, on trouve aprés réduction
h 1 ] 1
V= \’(Bl [“3“2_5(“3‘{‘12)—*“—](‘13_“2)

(as= ) as— @) (22— ) 3

I, R [
— By} %% — ;\ag +’1|) LI \“3'—%)
9

9‘1“:““% ( +1:)+%J(-’lz‘—1|)2'

L)

Cette égalité a lien pour tous les systémes de valeurs
finies de a,, a,, 2, telles que deux quelconques d’entre
elles soient distinctes, ces variables satisfaisant a I'égalité

1

| 1 \ 1
“.\“7“1—5 LI AT e o 21“1“-‘\—:5\“;“'“0!2—‘”“:, — 5z =0.

4
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. . , .y I I
Sil'onfaitdanscetteégalitéo, == ~ 5 on endéduit
2

o, +a,—1I.

Le volume peut donc s’évaluer au moyen de la section
paralléle aux bases menée par le milieu de la hauteur et
de deux autres sections paralléles a celle-la et qui en
p {
soient équidistantes; en particulier, on peut associer a Ia
section moyenne les deux bases extrémes en faisant

1 .

%= 0,03 = =3 ay==1I, et |’on retrouve pour expression
2

de V dans ces hypothéses

Ve g (B, +4B,+B,),
formule due a Maclaurin ( Fluxions, n® 848;1742).
On peut simplifier encorel’expression de V en égalant
a zéro le coeflicient de By en méme temps que le premier
facteur de A,; on arrive ainsi & déterminer o, et «, par
les deux équations

T, 1
a,al—;\txg%— a,)—i-——g_:o,

I 1
I T ; (aaa,—{—a;al—%—- a,a‘)~—§ (a3+“2+ aq) -+ - ==o0.

EN

En tenantcompte de la premiére, la seconde se réduit a

I 1 I
—-am.——(a,—!—a.\—l--—:o.
2

3 "4

De ces deux équations on déduit facilement

U+ o, =1 et ayo =

On peut alors réduirela précédente expression générale
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de V par le calcul qu’on a fait dans le cas ot in == 2, et
I'on trouve la méme expression
V==hx M’.
2
Donc, dans le cas on m = 3, on peut encore exprimer le
volume au moyen de deux sections seulement; mais
cette réduction ne peut se faire que d’une seule maniére,,
tandis que dans le cas oi m = 2 elle est possible d’une
infinité de maniéres. Les deux sections au moyen
desquelles on peut exprimer le volume dans le cas ou

Y

m =3 sont encore situées a une distance du milieu de
; sk . :
la hauteur égale a W Le volume, danslecas oum =3,
2

ne peut s’exprimer au moyen de moins de deux sections,
car, aprés avoir réduit 4 deux le nombre de ces sections,
les nombres qui les représentent sont affectés de coeffi-
cients déterminés.

7. Quel que soit m, on peut faire des transformations
analogues 4 celles que nous venons de pratiquer et réduire
le nombre des sections a calculer. Dans le cas général,
le déterminant A se décompose en facteurs du premier
degré, et 'on a toujours

. { A\
A = %1 — am) '\ At = Qg | o o >

>< \‘lm-o-l_ at)(am”‘“am-—-x)- .-(1,,.—‘0!1) CIPEN (O(z-—tl.);

on peut effectuerle produitdesm premiers facteursd’apreés
une loi connue el déduire du résultat les expressions de
Q,, By, ... A, ordonnés suivant les éléments de la
derniére ligne. Dans cet état, chacun des déterminants
Ay, Dy, .ty A,y est le produit d’un polynéme, qui se
déduit du produit effectué dans A, par une suite de
facteurs bindmes; on ne peut égaler a zéro ces facteurs
bindémes, car il en résulterait 1’égalité de deux des
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rapports ay, %, ... 2,41, €t on a vu que cette égalité -
n’était pas permise; mais on peut égaler i zéro un ou
plusieurs des facteurs polynémes, en observant que, si
deux d’entre eux sont nuls, ils doivent1’étre indépen-
damment de toute valeur particuliére attribuée a une
variable non commune.

En effet, chacun de ces facteurs se compose de m des
M~ 1 Tapports oy, g, . .., tmyy; deux d’entre euxne dif-
férent que par une de ces variables, toutes les autres
étant communes et y entrant de la méme maniére. Ils
sont du premier degré par rapport a chacune des
variables qui y entrent; donc ils auront la forme
;M + N, ;M ~+ N ils ne peuvent donc étre nuls en
méme temps que par les suppositions M = o, N=o,
sans quoi de I'égalité & zéro de ces facteurs on dédurrait
o= a;, ce qui n’est pas permis.

La méme observation s’applique a deux des équations
de la forme M = o,N = o, si leurs premiers membres ne
différent que par un des m —+ 1 rapports oy, ey« « oy Engei 5
et que les rapports communs y figurent de la méme
maniére.

Nous allons éclaircir cela par quelques applications.

8. Proposons-nous de réduire au moindre nombre
possible le nombre des sections nécessaires pour calculer
le volume Vdansle cas oum == 4. DésignantparF,, F,, . ..
les facteurs polynomes qui figurent respectivement dans
Ay, A, ..., etqu'on peut rendre nuls,on a

1
Fo—=aia0p0, — = (@@ 00+ o252, oty oy - 2y 2 2y)
2

T, \
- 3 (G %3 T &y %y~ g%y b Ry % Ry %y %y

T
‘5‘,

T,
_:i %y~ %y - 22 %y, S
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1

— \
F,= asusza0, — ;(‘15‘13“2‘{"‘15“3“- -+ oy o0 - A3 L2 Xy |

1

§ (a513 —+ g 0y~ oy %y 3 e - Xy 0ty acgu,)

1 1

— |\ a5 — 73—+ a4 a.)-—Lgy
+
1

Fo— a2, — > (s o, s =+ g ot 2y = 25 @0y ~+ Ryt )

1
- g\am, + ayay oy T a0, o0 4+ aga.)

T 1
—Z(a,-*-—a‘—l-a,-)- a,) +5’

1
\
Fi=o e300, — 3 (0C505433+ A g0ty ~ os %30 - @03
'y
- -?;\oc,a:,, - w4 og 2 —— o, o3 - ma,—*—a,al)

1 [ 1
———(as—-haz,‘—!— a3+ a j-+ z»

4 5

1

D ’

Fi—2a,a,0,—— | Qs O 0ty — 05 0 0ty —+ 0¢, &3 &g —+ a‘aja,)
2

1
—+- = /asa‘—l—aao:g - oty &g —+ 2y A3~ gy acazx,)

3\
——i(as—.— o+ oty —+ o) +%
On peut égaler a zéro les facteurs Fy et Iy, et pom
cela, d’aprés le numéro précédent, il faut et il suffit que
le coeflicient de «, etle terme indépendant pris dans
F, soient séparément nuls; on est ainsi conduit aux
deux équatious

-

I
Oy 0ty Oy ~— ;(asac,—}— oy o+ a,a.)—l—:,- (a3+ac2+a,)_

©.

;=
t T, 1
%30a@ — 7 (X3 %1 A3 & T 12“1)‘*"4\“3"‘ a2+a,)-—3: 0.

3

I
2

Ces deux équations, renfermant uois variables, ad-
mettentuneinfinitédesolutionscommunes, et permettent
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deréduire a trois et d’une infinité de maniéres le nombre
des sections nécessaires pour évaluer V dans le cas

s

. .. I .
m == 4.Sien particulier nous posons o, = 52068 équations

se réduisent a
2+ a;=—1,

@, ay— (2, +a;) + 2:0,
10
ou, eu égard 4 la précédente,
1
@y oy == —

10

v
oy,23 sont donc, dans ce cas particulier, racines de

. . P2 I ]
Péquation duseconddegré X*—X -+ —= o, et définissent
10

deux sections équidistantes du milieu de la hauteur et

. N . h 3 ) A
dont la distance 4 ce point est =+ Pour qu’on piit
2

5

réduire A deux le nombre des sections nécessaires pour

évaluer le volume V dans ce cas, il faudrait qu'on pit
rendre nuls trois des facteurs, par exemple F,, F, et Iy ;
ces équations exigent, d’aprés ce qu'on a vu au numéro
précédent, qu’on puisse satisfaire aux six équations

I (
aﬁz,ul-—(ma,—l»- a.aaa‘—é-a,at‘—!——g(%—k 20y ) —
.
I I 1
= Uy %0y — 5 | %30+ &% aza.)—l— 7 %3+ %+ 0!1) —
2 “l
r N
@y oy — = [ ogoy —t= a‘a.+a,a.;+§(a‘—ra:+ oc.) —
o,
1 I . ) i R
— g0, 0 — —(zm,—f— %y = %) +7 (a‘—f— ay ey ) —
2 3 4
| . 1
ayaa, — — (oyo, = ayz, + aa, ) g(as—f—ag—{— @) —
> )
Uy . ) v, !
S Gt — 3 (@ aa s, +Z(a;+ a + o) —

I
Z:O,
I
=—=0
5 b
I

- =0,
/A

1
5=
1
z:O,
I

= == 0.
5
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Or, d'aprés l'observation qui termine le numéro
précédent, il faut et il suffit, pour satisfaire aux équations
(1), (3), (5), de trouver des valeurs de «,, 2, vérifiant
les deux équations

(7) wyn— [t ) + 3 =o,
1
(8) éa,a.—g(a,—&—a‘)—i——;:o,

ct il est également nécessaire et suflisant, pour satisfaire
aux équations (2), (4),(6), que ces valeurs de oy, o

vérifient .

1 1 I
(9) ,l-ala-—g(az—'rmwzzo,
(10) s — g (aa) + g =
t 30“./.. Z 23 o) 5__0.

Dés lors, pour qu’on pit réduire 4 deux le nombredes
sections nécessaires pour évaluer le volume V dansle
cas ou m == 4, il serait nécessaire et suffisant que les
équations (7), (8) et (10) adinissent une solution com-
mune; or il est facilede voir qu’elles n’en ont pas: donc,
dans le cas ou m = 4, on ne peut évaluer V au moyen d¢
moins de trois sections, el on 1'évalue d’une infinité de
maniéres au moyen de trois sections.

9. En reprenant un calcul analogue dans le cas ou
m =15, on trouve que le volume peut aussi s’exprimer au
moyen de la section menée par le milieu de la hauteur et
de deux sections équidistantes et qui en sont situées a la

, ko /3 ,
distance 5 \/5 Ces résultats font supposer : 1° que les

sections équidistantes du milieu de la hauteur ont une
importance particuliére dans la réduction du nombre
des sections; 2° que le volume s’exprime de la méme
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maniére an moyen de ces sections quand le degréde la
fonction qui les représente est de la forme 2n etde la
forme 272+ 1; 3° que la section passantpar le milieu de
la hauteur figure ou ne figure pas dans 'expression du
volume suivant queledegré de lafonction qui représente
la section estde la forme 47 ou de laforme 472 -+1. Nous
allons mettre ces propositions en évidence. Conservons
les notations précédentes sauf ’exception suivante: nous
supposerons que I’aire de la section est représentée par
Sf(x), x étant compté a partir du milieu de la hauteur
positivement dans un sens et négativement dans 'autre;
nous désignerons la hauteur distance des plans paralléles
extrémes par 2k ; enfin nous désignerons par B, et B_;
les nombres qui représentent les sections dont la distance
aumilieu de lahauteur est ¢; 2 ou —a 2.

D’aprés cela et 2n étant le plus grand multiple de
2 contenu dans le degré m de la fonction représentant
la section, nous aurons

s Bi=—ma-taahaeih. . A-ana b,

B_y=—=a—- aeth+ a,ajh*—. . Zanx] k"
ajoutant et réduisant,

B‘—*—-B_k

=aalelP--. .+ apalth.
" 2

D’autre part, si nous désignons par V, la partie du
volume située du co1é des x positifs et par V, la partie
située du coté des x négatifs, V, + V, étant égal 4 V,
110US aurons

v, h h? i
—_——=at+a -+ a, ++...4+ap ———>
h 2 3 m -1
v /1 hz /lm

! —g—a -t ay=— ...y ——
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d’ou, ajoutant,

/12 ]I'm
— = d+ a5 ... Ay ——
2h 3 2n +1

Distinguons actuellement deux cas suivant que 1 est
de I'une des formes 2p ou 2p +1.

Premiére forme : n=a2p-+1, ou m=— 4p-+2 ou
4p-+3. Nous aurons les égalités

B, +B_,

— =a—taa B A-aal - agal b,

B,+B_,

—— —a-tael P ael L R
> 2
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B+ B~(n+l)

> =a—4-a,e)  Wae) b ag ol b
+ b2 X VAL
—=e—H4-ay 5 T A= ...y —
24k 3 5 "on1

Ces égalités sont au nombre de 1 -+ 2 et nous avons
A éliminer entre elles les n-+1 inconnues a, a,h?,. ..,
as,h**; le résultat de I'élimination est 1’égalité a zéro
du déterminant

B+ B_,
— I o« at L a3”
2
B,+B_,
—_— I al o} ce- 2
2
c i eee e . . .e s PR = Oo.
I
R -+ B—(n+l) 2 4 an
-, Ioapy @y tee Ln+s
2
v 1 1 1
— 1 35 = ..
i 2/ 3 5 2

De cette égalité on peut tirer la valeur de V, quelsque
soient les rapports ay, @ .. ., &, pourva qu'on ne leur
attiibuc que des valeurs finies et que deux d’entre eux ne
soient; as égaux entre eux. Le volume sera ainsi exprimé
au moyen de 2 (7 -i-1) sections, et, comme m =27 ou
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an-1,il sera exprimé au moyen de m +2 ou de m+1x
sections ; on pourra, du reste, faire disparaitre un certain
nombre de ces sections par couples en rendant nuls
leurs coefficients, comme nous 'avons fait dans les nu-
méros précédents.

Seconde forme : n = 2lp, ou m=4p ou 4p +1.
Nous aurons les égalités suivantes, en observant que a est
le nombre qui représente la section menée par le milien
de la hauteur:

B, + B_
—_ = a=a,a’ i’ +aul b+ .. +ayual”hm,
2

B,+ B_,

— —a= ayol k4 agal i+ L agalth,

B,+B_

_”2_" —a=aya i+ aa ..+ ayal R,
A\ A . X N N fon
——a=a, a,— e @y — .
2h 3 5 "on—+ 1

Ces égalités sont au nombre de 7 4+ 1 et nousavons
4 éliminer entre clles les 7 inconnues a, 4%, a, kb, .. .,
@s, k"5 le résultat de cette élimination est 1'égalité a zéro
du déterminant

|B1+B_| 2 ¢
- = —a

i 20
> oy % ... %y
B,+B_,
—— —a o] af .o
2
B"+B—" 2 1 2n
_— [P I 34
2
v 1 1 1
——a = = e ——
2k 3 5 2,0

Cette égalité définit le volume V au moyen de 21 + 1
Ann. de Mathém., 2° sévie, t. XIX (Décembre 1880). 35
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sections, ou,comme m estégal 4 272 ou 2n + 1,le nombre
des sections nécessaires est peut-étre représenté par

m -1 ou m, nombre qu'on peut réduire en disposant
des rapports variables ay,..., 05

10. Appliquant ces considérationsau cas oum est égal
4 4 ou a 5, nousnous trouvons dans le cas de la seconde
forme du numéro précédent; dans ce cas, n =12, et le
volume sera défini par 1’équation

' B'_"" Bt‘ _ «? ot
2
B+ B_, . .
— —a o3 2% | =o
2
A% ¥ 1
2/ 3 5
ou
; B 1 a’lf
LR .
ol (—'—'— - ~n) o
o R
13 5 {
1 v
,(B:+B_ \' N roe?
—all—= a1 1 |+alal —————a) rl=o0;
. 2 ~ = 2h )1 al
3 5 }
. s . B,+B_.
égalant a zéro le coeflicient de ———"7 — a, nous en
2
2
s 3 .
déduisons afzgz remplacant «? par cette valeur, il
vient
| B 3
. (B + B, | : 3 ,/(V N
ayl —————all1 1|+ zal— —a 5)=o0;
2 i — 5 \2k
3 5 | 3
simplifiant,
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B, +B_, ofV _, —0
2 ol 5\24 AL
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d’ot 'on tire successivement

: qQV 18
B.+B4.-za—:5— 7;—}— ~5—u o,
L

V= (5B 8a + 5B,

ou il faut observer que . n’est que la moitié de la hau-
teur; cette expression confirme bien les résultats précé-
dents.

11. Faisons encore I'application au cas ou m est égal
4 6 oua 7. Nous sommes dans le cas de la deuxiéme forme
du n° 9; n étant égal a 3, le volume est donné par I'é-
quation

B, +B_,

—— 1 a! ! af
2

B.+B_,

———;-‘* I 0!; 0!; a§

B,+B_;

— 1 o} a} af|=o.
2

B.+B_,

—— 1 &} af af
2
\' 1 1 1
— P = = -
2k 3 5 4

Désignons, pour abréger, les quatre premiers éléments
de la premicre colonne par Dy, D,, D, D,, respective-
ment, et conservons pour les déterminants mineurs une
notation analogue a celle que nous avons employée dans
les huit premiers numéros ; I’équation pourra s’écrire

v
D s, —D,0,+ DA, — D‘A‘+_/£ A=o.
2

A est décomposable en facteurs et peut se metire sous la
forme

A= (2] —ai) (@l —af) (2] — al) (&} —ai)(a]—ai)(a] —al),
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ou
A= [aj— (a} 4 2;+ )z}
20?2 22 2,2\,2__ 2,2 27(,2 2\ (2 2\ (2 21
(az'/’z'* “J“:“‘“:“n)“s “J“:“l](“a'ﬁxz)(“s_“n"\a %y .

On en déduit

A,:[%——%(ai—{—ai-&-a?)

g e e atad) — adadad | (o — (ol — ol (el
— %—é(af—!—aﬁ—k—af}

g (e adad ) — el (o — )t — ]l
a= [ gl ale

g et adal o adud) — alalel [ (o] —al)fad —al)(ai—al)
A,:[}—%\a’,—l—ai—é—xz)

/

| S \ N
-+ 3 (aial+ala) +alal) — afa;z{l(af—ag)(ai—ag)(aﬁ——azz

Egalanl azéro A, et \4. on en déduit

s 2 1 t
aja;—,—(zﬁ—%—af}—{-g:o, i
1 I
zalal— = (a}+al) +-= o;
3= 8 7
on en tire
3
a, &, — -x
'35
6
@y tay = =3
7
a? et «’ sont alors racines de I’équation du second degré
6 3
X — 2 X + = = o,

7 357
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Les valeurs de X sont réelles et positives, et en consé-
quence nous lrouverons pour oy, o, des valeurs accep-
tables; le volume V s’exprimera alors au moyen de
uatre sections, deux a deux équidistantes du milieu de
la hauteur.

En réduisant les expressions de A,, A, d’aprés des
procédés analogues a ceux que nous avons précédemment
employés, on trouve pour valeur réduite de V, en pre-

nant 3 0&/5—) Lot 3 9\/6
1L o = - — - —elo, = - 4 - =
AR A SR B A

Ve (B, + B_)(18 4-y/30) 4 (B, B_,) (18 — y30)
= 36 ]

I représentant toujours la moitié de la hauteur.

12. Nous avons énoncé a la fin du n° 5 une proposition
qui devient évidente au moyen du théoréme suivant :

Si l'on coupe une surface réglée, & directrices quel-
conques, par un plan déterminant une section fermec
dans la surface, laire de cette section est une fonction
rationnelle du second degré de la distance du plan sé-
cant & un point fixe de lespace.

Rapportons la figure a trois axes rectangulaires O,
Oy, Oz, se coupant au point fixe O, ct tels que le plan
XOY soit paralléle au plan sécant SMN. Coupons la
tigure par un plan fixe T A, B, paralléle 2 XOY. Soient
AA,, BB, deux positions ,voisines de la génératrice li-
mitée aux plans XOY, T A, B, ; projetons-les orthogona-
lement sur le plan XOY suivant Aa,, Bb;: les points M,
N, ou elles sont rencontrées par le plan sécant, se pro-
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jettent en m, n sur Aa, et Bb,. Il est évident quon a
les égalités de rapport suivantes :

Am AM 0S BN B~

ma,  MA, ST NB, b,

Désignons par «, 3, oy, By, 75 0, 71y 04y Xy 7y X4,y ¥1 s
les distances 4 OY et 4 OX des points A, a,, B, b,, m, n,
les huit premiéres étant connues et résultant de la nature
de la surface, les quatre derniéres restant a déterminer.
Désignons encore OT par % et OS par z. Il résulte des

ézalités de rapport précédentes Am Br z
S * "€C _— = = H
° pp P ma, nb, h—z

d’aprés un théoréme connu, on en déduit

a(h-—3)+az Blh—2z)40 =

r—= —— — -

h A w

wh—z +yz Sh—z)+d
h ' h

X, =

Si nous nous reportons au triangle Omn, égal au triangle
SMN, on voit qu'il est équivalent &

;ET)’ +(r+r)(e—=z)—xy]

et T
ou, toutes réductionsfaites, & — (yx; — xy,) ; remplacant
2

Z,y, %,y par leurs valeurs, on a
SMN = Omn = q—'}—‘—z‘([p(/z —z) =+ B 2][y h—2) -+ 7.2]
—la(h—z)+ a,z][d(h—z)+dz]{.

La surface SMN est donc une fonction rationnelle etdu
second degré de z, distance deson plan au point O.

Si maintenant nous supposons qu’on ait inscrit, dans
}a courbe de section de la surface réglée par le plan
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SMN, un polygone d’un trés grand nombre de cotéstrés
petits, sasurface pourra étre considérée comme la somme
algébrique d’autant de triangles qu’il aura de cotés, et,
comme la surface de chacun de ces triangles est une
fonction du second degré de z, il en sera de méme de

I'aire du polygone et de sa limite, qui est 'aire dela
section faite dans la surface.

N.B. — 1l est presque superflu de remarquer que les
calculsquenous venons d’appliqueraucalcul d’'unvolume
limité a deux plans paralléles et aune surfaceinterceptant
sur des plans paralléles & ceux-la une aire qui est repré-
sentée par une fonction rationnelle de la distance a un
point fixe du plan de la section s’appliquent également,
sans modification sensible, al’évaluationd’une aire plane
limitée par deux droites paralléles et par une courbe ou
un systéme de courbes, quand la corde interceptée par
cette courbe ou ce systéme de courbes sur une paralléle
variable aux deux premiéres a une longueur représentée
par une fonction rationnelle de la distance de cette
droite variable a un point du plan de I'aire considéiée.



