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SOLUTION DES QUESTIONS DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES
PROPOSEES AU CONCOURS GENERAL DE 1879
(voir 2° série, t. XIX, p. 174);
Par M. LANNES,

Eléve du lycée de Tarbes.

I. 1° On considére un quadrilatére ABCD dans lequel
on a AB = BC et CD = DA : on demande de prouver
que ce quadrilatére est circonscriptible a deux cercles.
2° On déforme ce quadrilatére de telle maniére que les
c61és demeurent invariables et que les points A, B
demeurent fixes : on demande le lien des centres des
cercles inscrits aux d.zﬁérehtes positionsdu quadrilatére.

1II. Etant données les deux équations

a b
ar + by 4-cz3==0, - + —
xr

Y

:O,

[S Y

R Y z =z
en déduire les rapports'=, =, = par des _formules ne con-
x' y z

tenant pas deradicaux audénominateur. Chercher dans
quels cas les valeurs de ces rapports sont réelles.

Premiére question. — 1° 1l résulte des égalités suppo-
sées AB=BC, CD = DA que la diagonale BD est i la
fois bissectrice des angles B, D du quadrilatére consi-
déré. Les deux triangles ABD, CBD sont symétriques
par rapport a la droite BD. Par suite, les bissectrices des
angles BAD, BCD rencontrent la droite BD en un méme
point E, qui est le centre d'un cercle inscrit au quadri-
latére.

De méme, les bissectrices extérieures des angles BAD,
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BCD rencontreront la droite BD prolongée en un point
E', également distant des quatre cotés du quadrilatére; ce
point sera donc le centre d’un second cercle inscrit au
quadrilatére.
2° En supposant que le quadrilatére se déforme con-
formémenta I'énoncé, proposons-nousde trouverles Zieux
geométriques des centres E, E! des cercles inscrits, aux
différentes positions du quadrilatére.
La droite BE étant la bissectrice de I'angle A du
wriangle ABD, on a
BE AB
BD ~ AB + AD
ou, en posant AB=a, AD =0,

BE_ a
BD a5’

ou a et b sont invariables.

L’égalité de rapports BE montrequelepoint
$ PPOTYS B = 250 quelep

E décrit une ligne homothétique a celle qui est décrite
par le point D. Or cette derniére est une circonférence,
puisque le point A est fixe et que la valeur de AD est
invariable; donc le lieu du point E est une circonfé-
rence.

Le centre de cette circonférence est, sur la droite BA,
en un point I déterminé par'égalité de rapports

BI__~ o
BA a-+b

Le triangle DAE', dans lequel la droite AE' est la
bisscctrice extérieure de I’angle BAD, donne
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BE  a BE  a
DE—_BE  b—a BD b—a

d’out

Ainsi, le point E’ décritune ligne homothéiique a celle
qui est décrite par le point D, c’est-a-dire une circonfé-
rence dont le centre I’ est un point situé sur la droite AB
prolongée, et déterminé par I'égalité

BI' _a

BA™ b—a

Le point I est d’ailleurs le conjugué harmonique de I
par rapport aux points fixes A, B.

Calcul desrayons. — Désignons par r et r les rayons
des circonférences dont les centres sont I et I'.

Ona

r BI  a . ¥ Bl a
5" BA axb & 5T BA b—a
d’on
ab ab
r—a—+—b et r’_b_"

Le centre I est alors au milieu de AB; son conjugué
harmonique est a Vinfini sur la droite BA. Le quadri-
latére ABCD est un losange; la circonférence I' n’existc
plus : le quadrilatére n’est alors circonscriptible qu’a
une seule circonférence.

. 2 x
II. Seconde question. — Posons ;:a, ;:6,

A
==7

Des deux équations données, ax + by +cz=o,
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~+ =+ - = o0, on tire

512
SR

b

Y
a b ¢

ar=—(by +cz) et s=—\z+;)

En multipliant membre & membre ces deux derniéres
¢équations, il vient

I
:b2+c2+bc<a+-—),
&%

+

A

-
2

b
ll’:(by—i—cz)(; +£>:b’+c’+ b(:(

R

d’otr
a*a = (b*+ ¢*)a + bca?+ be,
bea*—(a*— b*— ¢*)a + be = o,

équation qui donne

a*— b*— et y/(a*— 62— c* )P — 4 b7
2 be ’

oa =

a*— b2 — cz:!:\/a‘ + b+ ¢ — 2a%b*— 2 b*ct— 24c?

2bc

On aurait de méme

e b*— a?— er=Va + b+ o' — 2a2 b — 2a%ct— 2.b*¢?
= ’

2ac

¢ —a*— biEa 4 b+ ¢ — 2a* b — s atcr — 2 b3¢?
1= 2ab
.
Pour que les valeurs de o, 6, y soient réelles, il faut

que 'on ait

at+ b+ ¢t — 2a*b*— 2a%c*— 2 b*c*2 o.

Or
at+ b+t — 2@ bt —2a%? — 2 bt = (a* — b*—* )P — f be?,

et, en décomposant (a® — b*— ¢*)* — 4b%c* en facteurs
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du premier degré, on a
(a*— &> — )P — fbe?
(1) =—(a+b+c)(b+c—a)(la+c—b)la+b—c),
ou, enposant a + b + c=2p,

(2) (@*—b'— @) — 42 =—16p(p —a)(p — b)(p —¢).

Supposons que les trois quantités a, b, ¢ soient posi-
tives. Pour que (a*— b*— c¢*)*— 4b°c? soit positif, il
faut et il suffit, d’aprés I'égalité (1), que I'une des trois
quantités a, b, c soit plus grande que la somme des
deux autres, ce qui est la condition de réalité des rap-

z X
ports 73 g oue, 6, 7.

Si chacune des trois quantités @, b, ¢ est moindre que
la somme des deux autres, on pourra les considérer
comme les valeurs des cotés d’un triangle, et exprimer
d’une maniére remarquable les quantités imaginaires a,
6, y enfonction des éléments de ce triangle.

En effet, soient s et 2p la surface et le périmétre du
triangle dont les c6tés sont a, b, c.

L’égalité
at— br— rty/[a*— b — ¢ — f ber
a== ’
2 be
ou
a*— b — e\ —opip—anp—b)p—c)
a= s
2bc
donnera ’
a?— b*— s\ /—1

o=

2b¢

Remplagons 25 par sa valeur b¢ sin A, puis ajoutons
et retranchons successivement au numérateur 2 bc¢ cosA;
il en résultera

a'— (b*+ c*—2bccosA) — 2bccosA =2 besinAy/— 1 |
2bc

| 7 Jueny
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et, a cause de I’égalité a®*= &% 4 ¢*— 2bccosA, on aura

«=— cosAis/———lsinA:—(cosA:r_\/: sinA);

de méme,
6 =—(cosB =/ 1sinB),

g =—(cosC==y—1snC).

Nous avons supposé a, b, ¢ positifs; si une ou deux de
ces quantités, ou toutes trois étaient négatives, la condi-
tion de réalité de o, 6, y serait encore la méme : il faut,
pour que «, 6, y soient réels, que I'une des quantités a,
b, c, abstraction faite des signes, soit plus grande que
la somme des deux autres.

Note. — Autre solution de M. Leinekugel.



