NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

LLAGUERRE

Sur la détermination d’une limite
supérieure des racines d’une équation
et sur la séparation des racines

Nouvelles annales de mathématiques 2¢ série, tome 19
(1880), p. 49-57

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1880_2_19_ 49 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1880, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1880_2_19__49_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(49)

SUR LA BETEIIMINATMN D'UNE LIMITE SQPEHIEURE DES
RACINES D’UNE EQUATION ET SUR LA SEPARATION DES

RACINES ;
Par M. LAGUERRE.

I

1. Etant donnée une équation du degré m
( l) f(x/ -=o,

dans laquelle le coefficient de x™ est supposé positif,
Newton a fait connaitre une méthode trés élégante pour
déterminer une limite supérieure des racines positives
de cetle équation ; elle consiste, comme on le sait, a
déterminer une quantité a qui rende positives toutes les
fonctions

Sflx)y S (x)y [z, ooy S 2), M2,

L’application de la méthode de Newton ne laisse pas
que d’étre assez longue dans la pratique, le calcul nu-
mérique des termes de la suite

(2) fla), S'(a), -, fr=t(a), fr{a)

étant d’autant plus pénible que la connaissance de quel-
ques-uns des termes de cette suite ne facilite en aucunc
facon le calcul des autres termes.

2. En posant

Slz) = Aja™ 4+ A 2™ 4 Ay2™ .. - Apy & + A,
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je considérerai la suite des polynomes
Junl£) = Ao,

S () = Aoz =- A,

f;,,_,'/.lt) oAy -i- Ajr - A,

L I T I R R N P ey

13)

/

file) - =Aea™ =A™ 4 A,

f\/‘l) A = A" AL A+ A,

dont le dernier est précisément le premier membre de
'équation proposée.

Les valeurs que prennent ces polyndmes pour une
valeur donnée de la variable égale & a se calculent aisé-
ment par voic récurrente; on a,en ellet, la relation bien
connue

fila)=af_(a) 4+ Bn_,,

et les quantités

Jula), fumi(a)s ...y fila), fla)

se rencontrent d’elles-mémes quand on veut obtenir le
résultat de la substitution de a dans f(x).

Cela posé, si un nombre positif a rend positifs tous
les polyndmes de la suite (3), ce nombre est une limite
supérieure des racines de I'équation f(x) = o.

On a en effet, identiquement,

fir) =l —a) Ul on
+ famil@) 2"t .+ fila)] +fla),

et il est bien clair que, sous les conditions énoncées ci-
dessus, le polynome f(x) a une valeur positive pour
toutes les valeurs de x supérieures & @; on peut méme
ajouter que, pour ces valeurs, f(x) va toujours en crois-
sant avec x, d'ou il résulte que a cst une limite supé-
ricure des racines de I'équation f(x) = o et de I'équa-
tion f'(x) = o.
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3. Pour trouver une limite supérieure des racines de
I’équation (1), on essayera donc d’abord la racine « de
I'équation

ﬂn—l(x):A0z+AI:07

etI'on calculera de proche en proche les diverses expres-
sions

fm—?(a), _ﬁ;;__3($(), PR

ce sont, du reste, les nombres que 1’on a & calculer quand
on veut trouver la valeur de f(«).

Si tous ces nombres sont positifs, o est une limite des
racines de I'équation proposée; sinon, on essayera le
nombre entier consécutif et 'on poursuivra les opéra-
tious jusqu’a ce qu’on arrive i un nombre § tel que tous
les nombres intermédiaires qui sc présentent dans le
calcul de f(3) soient tous positifs.

4. Comme application, considérons P'équation
J(z) =a*—r102*— 322° 4+ 72* — 500 £ — 120 =0,
a laquelle est appliquée la méthode de Newton dans
I' Algébre de M. Briot (*).

En cherchant le résultat de la substitulion de 10 dans
f(x), on rencontre le nombre suivant

— 32;
10 est donc trop faible.
En substituant 11, on obtient les nombres

A1, -1, — 213

ce dernier nombre étant négatif, 11 est trop faible.

(") Lecons d’ Algébre, 8 édition, p. 298.
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En substituant 12, on obtient les nombres
+1, +2, —8;

12 est donc trop faible.
En substituant 13, on obtient les nombres

+1, +3, + 17, 1183 — 500, 13{1183 — 500) — 120;

tous ces nombres étant positifs, on en conclut que 13 est
une limite supérieure des racines de I’équation propo-
sée. C'est précisément la limite entiére a laquelle con-
duit I'application de la méthode de Newton.

IL.

5. Les signes des termes de la suite (3), dont les va-
leurs se présentent d’elles-mémes quand on calcule la
valeur numérique de f(a), peuvent servir a déterminer
une limite supérieure du nombre des racines de I'équa-
tion supérieures au nombre a, ce nombre étant d’ail-
leurs supposé positif.

On a, en effet, la proposition suivante :

Si a est un nombre positif, le nombre des variations
de la suite (3) est au plus égal au nombre des racines
de ’équation (1) qui sont supérieures & a, et, s'il est
plus grand, la différence de ces deux nombres est un
nombre pair.

Pour la démontrer, je considére 'identité

Sixr)

X —

Sa)

=fala)a =t fala)amt 4 fi(a)

pour des valeurs de x supérieures a a, le second membre
est développable en une série convergente procédant
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suivant les puissances décroissantes de x, et I’on a

L) — ol Sl
(4) 1~ o

Comume je I’ai démontré dans une Note antériecure,
Swr la régle des signes de Descartes ('), le nombre des
racines de 1'équation (1) qui sont supérieures & a est
au plus égal au nombre des variations de la série qui
compose le second membre de la relation (4). Ce nombre
est d’ailleurs le méme que le nombre des variations de
la suite (3); la proposition est donc démontrée.

6. Comme application, je considérerai I'équation
(5) 2zt — 3z 4 x*— 8w — 10 =2 0,

étudiée par M. Briot dans ses Lecons d’Algébre
(p- 326).

En calculant successivement le résultat de la substi-
tution dans le premier membre de P'équation (1) des
nombres o, 1, 2 et 3, on forme le Tableau suivant :

x. S(=) fi(@) Sl Si(x) S(x).

o -+ 1 —3 + 1 — 8 — 10
~+ 1 41 — 2 — 1 — 9 — 19
-+ 2 -+ 1 —+1 + 3 — 2 — 14

-+3 +1 +6 +19 -+ 49 -+ 137

Tous les nombres relatifs 4 4 3 étant positifs, on en
conclut d’abord que + 3 est une limite supérieure des
racines de I'équation (5) ; c’est le résultat auquel arrive
M. Briot en groupant les termes du premier membre de

(") Nouvelles Annales de Mathematiques, 2* série, t. XVIII, p- 3.
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I'équation de la fagon suivante :
(z°— 32°— 8x — 10) -+ a2,

De plus, les nombres relatifs 4 + 2 présentant unc
seule variation, on est certain qu’il y a une racine entre
+ 2 et + 3, etqu’il n'y en a qu’une; M. Briot arrive
aussi & cette conclusion en étudiant la dérivée de I'équa-
tion proposée.

D’ailleurs, les nombres relatifs & + 1 ne présentart
non plus qu'une seule variation, on en conclut qu’il
n'y a aucune racine entre -+1 et + 2, et, comme il est
presque évident que, quand x varie entre o et +1, le
premier membre de 'équation (5) demeure négatif, on
voit que cette équation a une seule racine positive com-
prise entre —+ 2 et 4 3.

IiL

7. Des considérations semblables permettent de dé-
terminer une limite supérieure du nombre des racines
comprises entre deux nombres positifs a et b,

Soit, en effet, I'équation

(1) Slw)=o.

Supposons a < b et elfectuons la division de f(x) par
le trindme (x —a) (x -— b); en désignant par Mx + N
le reste de la division, nous obtiendrons un résultat de
la forme suivante :

Fla : . Maz+N
—_— zp’\x) +
e —ajlx—b) l(x—aj}(r—=b)
. M+r -+ N
Mettons la fraction ——-—-—-—-—_ sous la forme
L — g (a— b,
A B

&xr — d o — b7
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ou, comme il est facile de le voir,

flal o po fLEL

b —a :5—117

A—

la relation précédente devient

el g AP
(r—a)z—2b) ' r—a  ao—20b
, A 1 B 1
A R e
- 1—

Pour toutes les valeurs de x comprises entre @ et b, la

fraction

est développable suivant les puissances
a

I — —
£

décroissantes de x, et la fraction suivant les puis-

o
I — —

b
sances croissanles de x. Si D'on effectue ces deux déve-
loppements, le nombre des racines de V’équation (1) com-
prises entre @ et b est, comme je I'ai montré dans ma
Note déja citée, au plus égal au nombre des variations
présentées par la série ainsi obtenuej on peut d’ailleurs
remarquer que tous les termes dans lesquels x a un ex-

P e o . A
posant neganf ont le méme signe que —» ct que tous les
z

termes daus lesquels x a un exposant supérieur a (m— 1)
ontle méme signe que — B.
D’ou la proposition suivante :

En désignant par a et b deux nombres positifs dont
le plus grand soit b, effectuons la division de f(x) par
(x — a) (x — b); soient y(x) le polynéme du degré
(m — 2) qui constitue la partie entiére du quotient, el
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Mx + N le reste de la division. Décomposons la frac-

tion
Mr -+ N

{.z—a)(.r—— b)

en éléments simples, en sorte que l'on ait

Mz+N A B

(x—a)(z—0b) .zr—-a+.z:~—b.

Soit $(x) Uensemble des termes dont le degré est

inférieur @ m dans le développement de 5 suivant

les puissances croissantes de x.
Cela posé, sil’on ordonne suivantles puissances de-
croissantes de x le polynéme

g(w) 4 i)
. . . . . A
et st l'on ajoute a la suite de ce polynéme le terme —,
x

le nombre des wvariations que présente la suite ainsi
obtenue est au plus égal au nombre des racines de
l’équation (1) qui sont comprises entre a et b, et, si ces
deux nombres sont différents, ils déﬁérent d’'un nombre
pair.

8. L’application de la proposition précédente, qui
n’exige guére que la division de f(x) par (x—a) (r—2),
me parait devoir étre plus facile que celle de la méthode
due a Budan et a Fourier, laquelle exige le calcul pé-
nible des nombres

Sfla), flia), f'la), ...
Flb), f1(6), S7(b). ...

Comme application, je considérerai I’équation

et

Slz)=2—32"+ 2*—8x —10=0,

que j’ai déja traitée plus haut.
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Pour avoir une limite du nombre des racines com-

prises entre + ¢ et + 2, jedivise f(x) parx®*—3x+-2.
Ona

A et e 2

fo 4

Z — 1 xT — 2

=2+ 3+ 42+ 7+

14

suivant les puissances crois-
2

En développant — .

santes de x, ’ensemble des termes du quatriéme degré
dans le développement est
nx gxt nxd bES

7+—;‘+ 4 +'£‘+"32‘

Si nous considérons maintenant la suite des termes de
Pexpression

. n n . 1
-2.1:4+<—‘~,+|)x”—|—<§+3 x? -+ Z+4 x+14+~—‘9,
2 a6 / 4 2 x
comme clle ne présente aucune variation, nous en con-
cluons que I'équation proposée ne renferme aucune ra-

cine entre 1 et - 2.



