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THEORIE ELEMENTAIRE DES BRACHISTOCHRONES ;
Par M. H. RESAL (').

Cette théorie est motivée par la suppression, qui re-
moute 4 1852, du Calcul des variations dans I’enseigne-
ment intérieur de I’Ecole Polytechnique.

Ellc est basée sur des considérations analogues 4 celles
dont s’est servi Jacques Bernoulli pour déterminer la
nature de la courbe de la plus v1le descente, solution
d'un probleme proposé bien antérieurement par Galilée.

Nous admettrons que la force qui sollicite le point
mobile, dont la masse est censée égale a I'unité, dérive
d’un potentiel.

Tratoreme 1. — 8 une courbe est brachistochrone
entre deux points A et B, elle I’est aussi entre deux
points intermédiaires quelconques m!, n.

Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi, etsoit mnn/
la brachistochrone entre m et /. La vitesse en i/ sera la
méme, que le mobile parcoure mm/ ou mnm'. Mais le
temps employé serait plus court dans le trajet Amnm'B
que dans cclui de Amm’B, qui ne serait plus ainsi la
brachistochrone, ce qui est contraire a ce qui a é1é admis.

(*) Cet article était compose, larsqu'un vague souvenir m’a conduit
a rechercher si, dans ce Recueil, je n’avais pas imprimé déja une Note
sur le méme sujet. J'ai retrouvé, en effet, dans le volume de 1877 un
travail analogue, et j’ai été sur le point de supprimer une bonne partie
de cet article. Toutefois, comme la rédaction nouvelle est bien plus
compléte, et différe de la précédente en quelques points essentiels, j'ai
pensé que ce travail pourrait étre utile aux nombreux éléves qui lisent
ce Recueil, et j’ai maintenu la nouvelle rédaction telle qu’elle avait été
soumise 3 mon vénérable maitre, M. Gerono.
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Corollaire. — La courbe est brachistochrone dans le
parcours de deux éléments consécutifs.

Tutorime II. — Lorsque le mobile n’est pas assu-
jetti a rester sur une surface fixe, le plan osculateur en
un point de la brachistochrone est normal a la surface
de niveau passant par ce point.

Supposons en effet ( fig. 1) que cela n’ait pas lieu, et
soient

m, m' deux points infiniment voisins de la courbe;

Fig. 1.

AB la section faite par le plan, passant par mm/, mené
normalement a la surface de niveau qui coupe cette
droite en un point intermédiaire I;

7' intersection de la courbe avec le plan tangentenI;

n la projection de ce point sur la tangente en Ia AB;

V.,V les vitesses avec lesquelles le mobile parcourt mn
ou mn, etn'm’ ounm'.

La durée du parcours de mn'm’ est

mn' n' m'

v
et celle de mnn,

mn n' m'

v v

Or mn' > mn, nm/ > nm; la premiére durée serait donc
supérieure a la seconde, ce qui est absurde.
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Corollaire. — Dans le cas de la pesauteur, et dans
celui oula force est dirigée vers un centre fixe et est une
fonction de la distance a ce point, la brachistochrone est
plane. En cffet, les surfaces de niveau sont des plans ho-
rizontaux ou des sphéres.

Tatorime Il (dda Euler). — La composantenormale
de la force extérieure est égale a la force centrifuge.
Soient (fig. 2)
mn, nm' deux éléments consécutifs de la courbe

AB la section normale faite dans la surface de niveau pas-
sant par n, par le plan osculateur mnn/';

Fig. 2.

F

nN la normale 2 AB suivant le prolongement de laquelle
est dirigée la force extérieure F';

n, un point de AB infiniment voisin de n;

p»q les projections de ny,n sur mn,n,m';

i, i’ les angles mnN, m'nF;

V, V/ les vitesses avec lesquelles le mobile parcourrait mn
ou mn,, nm' ou n,m'.
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Pour que la durée du parcours de mnm/ soit minimum,
il faut qu’en Ja retranchant de celle de mn,m’ on ob-
tienne un résultat nul.
On doit donc avoir

mn, nyo' mn nm'
-_ 4t —_——— —— — —— =0
v v/ \% \2 ’
ou
mn, — mn nm'— nom’
v —_ v’ = 0,
ou encore
np ngq
v Vv

Or
) np =nn,sini, n,q = nnsini';
par suite,

sin¢ . sin i’
v v
. . sin¢ S .
ce qui exprime que d v = On déduit de la

Vcosidi — dVsini == o,
d’on

. d .
di = v tangi,
et, en divisant par ds = Vdt,

1V di
( tangi =V? Z.

{‘l) dr ds

Lodi 1 o e
Mais —-est la courbure - de la courbej il vient donc
as

14
)

vi_av, o
F‘—Tt angz,

ce qui démontre bien le théoréme énoncé, puisque

dv .

—; langi n'est autre chose que la composante normale
«

de F.
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Trtorkme 1V. — La tangente & la courbe au point

de départ A, est normale a la surface de niveau pas-
sant par ce point.

Soient

ABla section faite parle plan osculateuren A, dans une
surface de niveau infiniment voisine de ce point;

A, B la normale & cetle section suivant laquelle agit la
force F;

A Tintersection de la brachistochrone avec AB;

g I'angle AA,B;

6 la durce du trajet AgA.

On a
F A, B
AyA = -cosgb’, AA=—-
2 Uitp
d’ou
~ 2A,B
I

Leminimum de parrapportag correspondanta ¢ ==o,
il faut que A coincide avec B, ce qu'il fallait établir.

E(]uan'ons geénérales, en coordonnées rectangulaires,
des brachistochrones lorsque le mobile n’est pas as-
sujetti a rester sur une surface.

Soient

o,[,7 les angles formésavec Ox,0y,0z par la tangente
au point (x, y, z) dela courbe;

%, 1, v les angles semblables relatifs 4 la normale prin-
cipale;

A, u', V' ceux qui se rapportent a la binormale ;

¢ Pangle de contingence;

dsVélément d’arc ;

p le rayon de courbure:”

¢(x,y, z) le potentiel.



( 390 )

On sait que

dr dy dz
d COS% — — COSp — —— Sy — —
( ) * ds’ @ ds > o8y ds’
( ! cos
& cosh = - '1,
€
dcos
/ cos .= - B,
(5) :
1 cas
' cosSy —. (——7,
3

e=\ dcosa) —+ (dcosB)i—+ d cosy

‘ cos)! — cosydcosf ——cosﬁdms~/,
€

cosxd cosy — cosy A cosz

,\
=
-
=3
»
N
Il

2
3

, cosfdcose —cosa dcosf
cosy’ = .

€

Si nous posons

! dy? dy* o?

A= e (/]’+;E;7

les cosinus des angles formés avec Ox, Oy, Oz par la
normale & la surface de niveau passant par le point
(x,7,5) étant

1 dyp 1 dy 1 dy

ads ady add

il vient, en exprimant que cette droite est perpendicu-
laire a la binormale 4 la courbe,

Z/ ( d
(2) 22 cos¥ + 22 cosp’ -+ %% cosy’ = o.
dx dy dz

Lacomposante F,de la force extérieure I (qui est nor-
male a la surface de niveau) suivant le rayon de courbure
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a pour expression

d (/ d.
” F":;lg cos) -+ 27; cosy—l—:{:com
[{

1/ dy dy dy
= -|—d —d P .
; (dr cos x + & cosf -+ T d cosy
Mais, en désignant par A une constante, le principe des
forces vives donne
V:=2(y+ A},
d’ou, d'apres le théoréme d’Euler,

Vo Vi e

(e) F,— p =

En identifiant les expressions () et (), et remplacant
e par sa valeur (¢ ), on trouve

1 d d
s({g dcosa — -‘Z::clcosﬁ -- ‘J(lcosn/
ar as
I3
(3) —afg-A) (A cosu?~- (dcosB? + (dcosy )
- y dx* —+ dy* + dz’

En remplagant cosz, cos3, cosy et les valeurs, quis’en
déduisent, de cos ¥, cosu/, cosv' par leurs expressions en
fonction de x, y, z et de leurs dérivées, les équations (2)
et (3) seront les équations de la courbe.

De la courbe de la plus vite descente.

Nous savons déja que, lorsque le mobile est unique-
A L

ment soumis a I'action de la pesanteur, la courbe décrite
est comprise dans un plan vertical.

Soient
O le point de départ
Ox, Oy son horizontale et sa verticale;
« I'inclinaison de la tangente a la courbe sur Ox.
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On a .
Vi=o2gy,

et, comme « diminue quand y augmente, on est conduit
a poser

V_w :—2071"-

P ds 57 ds
Mais, d’aprés le théoréme d’Euler, cette expression est
égale a g cosa, d’oul

dz
2y o == cos
Or ds = S—(i/nL“; par suite,
1 dy o sinodz
2y T cosa
et
cosz — C\/_;,

endésignant par Cune constante.
On reconnait ainsi que la courbe est une cycloide a
base horizontale, dont O est un point de rebroussement.

Brachistochrone dans le cas ot le mobile est soumis &
laction d’une force dirigée positivement ou négati-
vement versun centre fixe O, et qu’elle est fonction de
la distance r & ce centre.

Pour fixer les idées, nous supposerons que la force est
attractive et nous représenterons par f(r) son poten-
tiel. Nous rappellerons que la courbe est plane. Nous dis-
tinguerons parl'indice oles quantités qui se rapportent au
point de départ A,. Nous prendrons pour axe des abscisses
la direction de OA, (fig. 3) a laquelle la courbe est tan-
geute en A,.

Soient
m un point quelconque de la courbe ;
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I 'intersection de la tangente en ce point avec Ox;
« P’angle formé par la normale en m avec le rayon vec-

teur;
Fig. 3.

Y

6 'angle polaire mOx.

On a, pour le carré de la vitesse,

(4) szz[/“\ro)'_f\"\l]'
Si I'on remarque que
N

mle = o + 9o"— 9,

’ . .
I'angle de contingence a pour expression

N
e=-—dmle = — dz+db,
et, comme
dr
ds = —
sSin «

il vient pour la courbure

1 dr = dh\ .
(5) —:_-</———>sma.
dr

La composante normale de la force étant f'(r) ‘cosa,
nous avons, en vertu du théoréme d’Euler, en ayant égard
aux formules (1) et (2),

do.  db

(6)  alrtni— (G )= S rsa,

dr dr
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NOUS remarqucrons maintenant que

1
(7) cota=—r",
dr

, . d
et, cn remplacant dans I'équation (6) la valeur de y
r

déduite de cette formule, on trouve

(8) 2 f(n — )] <sina -+ ———~\> S cosa.

Si neus posons
(9) V= srr ) g
alfin)—F ) T
I’équation précédente devient

dcosa o
— —~ 4o rcose == o
dr ¢\ >

d’ou, en désignant par M une constante,
(10) cosa == Me—¢("),

Oun déduit de 1a

Me—e(r) dn
cola == ——— == = = — T —
vl — ;\11()~17(r) dr

d’ou, en remarquant que § == o pour r == ry.
7o e—x(1)dr
(I l) 0-=—M —_———_——
Jooory 4 Mre—en)
La constante sc déterminera par la condition que
I tante M se dét la conditio
pour le point d’arrivée on ait
r—=r, 0=020,.

Supposons, par exemple, que la force soit proportion-
nelle a la distance du mobile au centre d’attraction ou
que

fir, =pr?,
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u désignantun coefficient donné. 11 est facile de voir que,
dans ce cas particulier, on a

d’onr

et successivement

. , , M
72810’ == (1 + M?, <r-‘~ ry ;_—i——l\l—),

/
d’ou 'on conclut que la courbe est une hypocycloide,
vérification d’un théoréme bien connu.

Extension du théoréme d’ Euler au cas ot le mobile
est assujetti a rester sur une surface.

Cette extension est due a M. Roger, qui, en se basant
surle Calcul des variations, I’a démontrée dansune Thése
insérée au Tome XIII (1% série) du Journal de Mathé-
matigues pures et appliquées.

Ce n’est que dans ces derniers temps que je suis par-
venu a donner une démonstration du théoréme de Roger,
qui a, sous certain rapport, une grande importance,
puisque, avec ’équation de la surface fixe, il permet de
définir la brachistochrone.

Soicent (fig. 4)
mn, nm' deux éléments consécutifs de la courbe;

AB P'intersection de la surface fixe avec la surface de ni-

veau passant par n;

n'T la tangente a cette courbe;
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nN, nN' les perpendiculaires en n a cette droite Jdans les
plans tangents mn'T, n/n'T;

Suty

i, les angles mnN et m/nN';
nm, ladroite menée dans le plan T nm' qui fait avec n NV

Iangle 7.

Concevons que l'on rabatte le plan T#N' dans le
plan T2Nj; nm, viendra se placer daus le prolongement
de mn; mais alors on rentrera dans le cas ordinaire
traité plus haut, et la condition pour que la durée du
parcours mnm’ soit minimum sera

dv di
a — tangi =V?—.
(a) dt 8 ds
Revenant 4 la réalité, on voit que mn, nn/ sont les
b] b
directions de deux éléments consécutifs d’une géodésique
tracée surla surface développable mnTm, et par suite sur

. di . .
la surface fixe; dl’? sont, par suite, I'angle de contin-
S

gence géodésique et la courbure géodésique.
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Soient

F' la force extérieure F estimée dans le plan tangent,
dirigée suivant nN';

I, la composante (dite géodésique) de F’, normale a la
vitesse

9 'angle formé par le rayon de courbure p avec la nor-
male & la surface.

On a
4
Fp— —— tang:
ot o
i sino
— — ,
s [4

ct 'équation () devient

Visin
Fy— —— 7.

7]
1)
Mais, si F, estla composante de la force F dirigée suivant
le rayon de courbure, on a
Fy =F,sing;
par suite,
V2

ce qu’il fallait établir.

On démontrera sans peine qu’au point de départ la
courbe est normale a 'intersection de la surface de ni-
veauen ce point et de la surface fixe.



