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THEORIE ÉLÉMENTAIRE DES BRACMSTOCIIRONES ;

PAR M. H. RESAL (M.

Cette theorie est motivée par la suppression, qui re-
monte à 1802, du Calcul des variations dans l'enseigne-
ment intérieur de l'École Polytechnique.

Elle est basée sur des considérations analogues à celles
dont s'est servi Jacques Bernoulli pour déterminer la
nature de la courbe de la plus vite descente, solution
d'un problème proposé bien antérieurement par Galilée.

Nous admettrons que la force qui sollicite le point
mobile, dont la masse est censée égale à l'unité, dérive
d'un potentiel.

THÉORÈME 1. — Si une courbe est braclnstochrone
entre deux points A e^ B, elle Vest aussi entre deux
points intermédiaires quelconques m', n.

Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi, et soit mnni!
la brachistochrone entre m et mr. La vitesse en m'sera la
même, que le mobile parcoure mmf ou mnm'. Mais le
temps employé serait plus court dans le trajet Amnm'B
que dans celui de Amm'B, qui ne serait plus ainsi la
brachistochrone, ce qui est contrai re à ce qui a été admis.

(*) Cet article était compose, lorsqu'un vague souvenir m'a conduit
à rechercher si, dans ce Recueil, je n'avais pas imprimé déjà une Note
sur le même sujet. J'ai retrouvé, en effet, dans le volume de 1877 un
travail analogue, et j 'ai été sur le point de supprimer une bonne partie
de cet article. Toutefois, comme la rédaction nouvelle est bien plus
complète, et di/ïère de la précédente en quelques points essentiels, j 'ai
pensé que ce travail pourrait être utile aux nombreux élèves qui lisent
ce Recueil, et j 'ai maintenu la nouvelle rédaction telle qu'elle avait été
soumise à mon vénérable maître, M. Gerono.
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Corollaire. — La courbe est brachistochrone dans le
parcours de deux éléments consécutifs.

THÉORÈME IL — Lorsque le mobile n9est pas assu-
jetti à rester sur une surface fixe, le plan oscillateur en
un point delà brachistochrone est normal à la surface
de niveau passant par ce point.

Supposons en effet (fîg. i) que cela n'ait pas lieu, et
soient

m, m! deux points infiniment voisins de la courbe;

Fig. i.

AB la section faite par le plan, passant par mm\ mené
normalement à la surface de niveau qui coupe cette
droite en un point intermédiaire I5

n' l'intersection de la courbe avec le plan tangent en I \
n la projection de ce point sur la tangente en l à AB;
V,V les vitesses avec lesquelles le mobile parcourt mn

ou mn, et JI'm' ou nm'.

La durée du parcours de mn'm! est

et celle de ninm',
mn
~V~ V '

Or mn' ^> m/z, nm!^> nm ; la première durée serait donc
supérieure à la seconde, ce qui est absurde.

mn

T '
mn

n
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m

m'
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Corollaire. — Dans le cas de la pesanteur, et dans
celui où la force est dirigée vers un centre fixe et est une
fonction de la distance à ce point, la brachistochrone est
plane. En effet, les surfaces de niveau sont des plans ho-
rizonlaux ou des sphères.

THÉORÈME III (dû à Eulcr). —La composante normale
de la force extérieure est égale à la force centrifuge.

Soient (fîg. 2)

//2/2, nm' deux éléments consécutifs de la courbe;
AB la section normale faite dans la surface de niveau pas-

sant par /?, par le plan oscillateur nui m'' \

Fig. 2.

/*N la normale à AB suivant le prolongement de laquelle
est dirigée la force extérieure F ;

«! un point de AB infiniment voisin de n\
p,q les projections de n^n sur mn^n^rd \
i\ 1 les angles mnN9 /w'/iF;
V, V' les vitesses avec lesquelles le mobile parcourrait mn

ou mnu nm1 ou ni m ,
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Pour que la durée du parcours de mnni' soit minimum,

il faut qu'en Ja retranchant de celle de mii^m' on ob-
tienne un résultat nul.

On doit donc avoir

mn} n^nt' mn nm'

~v ! v~' v v 7 "~ °'
ou

/??/?, — mn nm'— nKm'• — o ,
V V'

ou encore
np _ //,</
V " V'"

Or
np z=z nn{ s in/ , nx<j —: nn{ s in/ ' ;

par suite,
sin/ sin/'

ce qui exprime que d — = o. On déduit de là

d'où
V cosidi — dV sini ~- o,

dV
i— - tang/,

et, en divisant par ds = Vdt,

— tan-/ — V 2 - .
dt ö r/̂

Mais —-est la courbure - de la courbe: il vient donc
ds CJ 1

V2 dV

ce qui démontre bien le théorème énoncé, puisque

-y- tangi n'est aulre chose que la composante normale

de F.
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THÉORÈME IV. —La tangente à la courbe au point

de départ Ao est normale à la surface de niveau pas-
sant par ce point.

Soient
ABla section faite parle plan oscillateur en Ao dans une

surface de niveau infiniment voisine de ce point-,
A0B la normale à cette section suivant laquelle agit la

force F ;
A l'intersection de la brachistochrone avec AB}
<p l'angle AA0B;
Q la durée du trajet Ao A.

On a
V A R

Ao A — - c o s o>Ô2, Ao A = — - - *
2 CO.Sçp

d'où

F cosJ y

Le mini mum deô par rapport à ̂ correspondant à <p = o,
il faut que A coïncide avec B, ce qu'il fallait établir.

Équations générales, en coordonnées rectangulaires,
des brachistochrones lorsque le mobile nest pas as-
sujetti à rester sur une surface.

Soient
a, (3,y les angles formés avec Ox,Oy,Qz par la tangente

au point (x, 7, z) delà courbe ;
1, fi, y les angles semblables relatifs à la normale prin-

cipale;
//, u', v' ceux qui se rapportent à la binormale 5
e l'angle de contingence ;
ds l'élément d'arc ;
p le rayon de courbure ; "
y(x,y, z) le potentiel.



On sait que

cosX z=

dr

57' c

r/cosa

cl y

ds

dz

' ds

(*)
1 /

dcosfi
y zz: 5

r/cosy
COSv rz.

e = v \ ^ cos a )2 -f- ( rf cos p ) ' -f- ( <:/ cos y ) \

cosy<rZros6—cos $d ros y
COS À zrz ! 5

, cos a r/ros 7 — cos 7 rf cos a
cos a. r^ ,

cos p^/cos a — c o s a «f/cos

Si nous posons

k-V'^ + ̂  + ï '
les cosinus des angles formés avec Ox, Oy9 Oz par la
normale h la surface de niveau passant par le point
(x,y, z) étant

I dcp I r/9 1

à dx A rfj A dz

il vient, en exprimant que cette droite est perpendicu-
laire à la binormale à la courbe,

. , do , dep dto
(i) ~-cos> -i—— cosp -+- —-cosv '= o.x dx dy dz

La composante Fnde la force extérieure F (qui est nor-
male à la surface de niveau) suivaut le rayon de courbure



a pour expression
do dy dy

VH=z - - COS\ H- — COSpt H . COSv
dx dy " dz
I / r/cp /̂o cta

= - ( — <^cosa H rfcosS H—~- dcos7
s \dx dy dz

Mais, en désignant par A une constante, le principe des
forces vives donne

d'où, d'après le théorème d'Euler,

V2 V2e s

(e) F .= r = ^ . = a ( T + A ) - .

En identifiant les expressions (d) et (e), et remplaçant
£ par sa valeur (c), on trouve

r/© r/© <ij
—t/cosa-r -—«cosp-- '

] dr dy ' 3̂
f 3 ) !

y dx2 -f- <i/2 -T- ^z2

En remplaçant cosa, cos[3, cosy et les valeurs, qui s'en
déduisent, de cos )/, cos a', cos vf par leurs expressions en
fonction de.r, j , z et de leurs dérivées, les équations (2)
et (3) seront les équations de la courbe.

De la courbe de la plus vile descente.

Nous savons déjà que, lorsque le mobile est unique-
ment soumis à l'action de la pesanteur, la courbe décrite
est comprise dans un plan vertical.

Soient
O le point de départ *,
OJC, Oy son horizontale et sa verticale;
a l'inclinaison de la tangente à la courbe sur Ox.



On a

et, comme a diminue quand y augmente, on est conduit
à poser

V2 de, d*

Mais, d'après le théorème d'Euler, cette expression est
égale à g cos a, d'où

à*
— 2 y - - = cosa.

ds
r\ j dr

Ur as — -— : par suite,

i dr sinar/a

2 y cos a
et

en désignant par C une constante.
On reconnaît ainsi que la courbe est une cycloïde à

base horizontale, dont O est un point de rebroussement.

Bradastochrone dans le ca% ou le mobile est soumis à
Vaction d'une force dirigée positivement ou négati-
vement vers un centre fixe O, et qu elle est j onction de
la distance r à ce centre.

Pour fixer les idées, nous supposerons que la force est
attractive et nous représenterons par ƒ(/') son poten-
tiel. Nous rappellerons que la courbe est plane. Nous dis-
tinguerons parTindice o les quantités qui se rapportent au
point de départ A 0. Nous prendrons pour axe des abscisses
la direction de OA0 {fig- 3) à laquelle la courbe est tan-
gente en Ao.

Soient
m un point quelconque de la courbe 5



I l'intersection de la tangente en ce point avec Ox;
a l'angle formé par la normale en m avec le rayon vec-

teur ;
Fi S . 3.

y

0 l'angle polaire mOx.
On a., pour le carré de la vitesse,

v'4) V'= a [/•;/-,)-/»].

Si l'on remarque que

m I x •==. en -+- 9O°-r- 9,

l'angle de contingence a pour expression

£ m — dmlx _^ — r/a -h clO\

et, comme

il vient pour la courbure

i
(5) _

La composante normale de la force é tan ty^ / ) c
nous avons, en vertu du théorème d'Eulcr, en ayant égard
aux formules (i) et (2),

(6)



Nous remarquerons maintenant que

et, en remplaçant dans l'équation (6) la valeur de

déduite de cette formule, on trouve

(8) * [ / K - / ; / • , ]

Si nous posons

l'équation précédente devient

d'où, en désignant par M une constante,

(10) cosa— Me~?(r).

On déduit de là
Mr?C) /̂0

cota -- =_ — r—i

d'où, en remarquant que 9 ~ o pour r =: r0.

^U

La constante M se déterminera par la condition que
pour le point d'arrivée on ait

Supposons, par exemple, que la force soit proportion-
nelle à la distance du mobile au centre d'attraction ou
que



a désignant un coefficient donné. Il est facile de voir que,
dans ce cas particulier, on a

d'où

_,,r_j , '

et successivement

COS a = ° 5

/ 2 s in"a — (i - h M 2
; /-'— /-J

d'où l'on conclut que la courbe est une hypocycloïde,
vérification d'un théorème bien connu.

Extension du théorème d'Euler au cas où le mobile
est assujetti à rester sur une surjace.

Cette extension est due à M. Roger, qui, en se basant
surle Calcul des variations, l'a démontrée dans une Thèse
insérée au Tome XIII (i r e série) du Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées.

Ce n'est que dans ces derniers temps que je suis par-
venu à donner une démonstration du théorème de Roger,
qui a, sous certain rapport, une grande importance,
puisque, avec l'équation de la surface fixe, il permet de
définir la brachistochrone.

Soient (fig. 4)
mn, nm! deux éléments consécutifs de la courbe \
AB l'intersection de la surface fixe avec la surface de ni-

veau passant par n \
nT la tangente à cette courbe \
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N, /iN' les perpendiculaires en n à cette droite dansles
plans tangents m«T, m'/zT;

Fig. /}.

i, /'les angles mnN et m'/zN';
unit la droite menée dans le plan Tmn' qui fait avec nW

l'angle i.

Concevons que Ton rabatte le plan T/?N' dans le
plan T/zN; mnl viendra se placer dans le prolongement
de mn\ mais alors on rentrera dans le cas ordinaire
traité plus haut, et la condition pour que la durée du
parcours mnm soit minimum sera

2d[
ds'- t a n g / :

Revenant à la réalité, on voit que mn, nm' sont les
directions de deux éléments consécutifs d'une géodésique
tracée sur la surface développable mnTm, et par suite sur

la surface fixe 5 di9— sont, par suite, l'angle de contin-

gence géodésique et la courbure géodésique.



Soient

F' la force extérieure F estimée dans le plan tangent,
dirigée suivant wN'j

F^ la composante (dite géodésique) de F', normale à la
vitesse-,

cp l'angle formé par le rayon de courbure p avec la nor-
male à la surface.

On

—tang/,

f/t s in©

d.s p

et l'équation [a) devient

Mais, si FnestLi composante de la force F dirigée suivant
le rayon de courbure, on a

Fi, — F„sin<p;
par suite,

F V 2
r n == — ?

p
ce qu'il fallait établir.

On démontrera sans peine qu'au point de départ la
courbe est normale à l'intersection de la surface de ni-
veau en ce point et de la surface fixe.


