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FORMULES DE RÉDUCTION TRIGONOMÉTRIE ;

PAR M. GEORGES DOSTOR.

1. THÉORÈME. — Dans toute relation qui a lieu entre
les trois angles A, B, C d'un triangle, on peut rem-
placer ces angles : i° par les compléments de leurs
moitiés, 2° par les suppléments de leurs doubles.

En effet, puisque

A -f-B -h C = r ,
on a aussi i°

3n A -f-B-h C

et 2°

(7T — 2A) -I- [n — 2B) H- (TT — 2C)
— 3TT — 2(A + B-f-C) ~n.

2. Appliquons ce principe aux deux formules bien
connues et souvent employées

1 Iï sinA H- sinB -4- sinC = i cos — cos- cos — ?
' ' 2 2 2

II) tang A -h tangB -f- tangC =^ tangA tangB tangC.

Si nous y remplaçons les angles A, B, C par les corn-
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pléments - — — > > de leurs moitiés, elles
1 2 2 2 2 2 2

deviendront

1 A B C
\ cos h cos —h cos -

l I I I ) J . / * À\ /fr B\ /w C

( =4cosU-4)C0Sl4-4)C0SU-4
, x A B C A B C
: IV ) cot h cot —f- cot — = cot — cot - cot ~ •s 2 2 2 2 2 2

Cette dernière formule se trouve déjà établie, par un
autre procédé, dans la Trigonométrie (*) de Frédéric
Prosz, professeur à 1 École polytechnique de Stultgard.

Si, dans les relations (I) et (H), nous substituons aux
angles A, B, C les suppléments de leurs doubles, elles
se changeront dans les suivantes :

. sin2 A-f-sin 2B H-sin 2 C
r j 4 sin A sinB sinC,

j tang2A -4- tang2B -+- tang2C
^ ' I —- tang 2 A tang2 B tang2 C.

3 . Avant de pousser ces applications plus loin, éta-

blissons une relation qui découle de la formule ( I ) et

qui a son importance.

Nous avons

, . A A , A B -f- C
2 sin A — 4 sin — cos — = 4 cos — cos — -

2 2 2 2

ou
A B C , A . B . C

2 sin A — 4 cos - cos — cos 4 cos — sin - sin — ;
2 2 2 2 2 2

r e t r a n c h a n t cet te égal i té m e m b r e à m e m b r e de ( l ) , il

(*) Lehrbuch der ebenen Trigonométrie und Polygonometrie, von
F. Prosz; Stuttgard, Paul Neff, 18/jo; p. 47-
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nous vient

R C A
(VII) sinB-4-sinC — sinA — 4 sin - sin - cos — (M.

2 2 2 V l

En y faisant nos substitutions d'angles (n° 1), nous
en tirons les nouvelles formules

B C A
cos —h cos cos —

VIII) ) 2 2

= 4 sm
rr B\ . /*• G\ /TT A
7 — 7 ) s i n ( 7 — 7 ) c o s 7 — 7

4 4/ \4 4/ \4 4
(IX) sin2B -f- sin2C — sin2A =

4. Dans la Nouvelle Correspondance mathématique
de M. Catalan (2), M. Brocard a déduit de la formule (II)
l'égalité des trois rapports, dont le premier est

sin2A
tangB -f tangC

Nous allons faire voir que la valeur de ce rapport est
symétrique par rapport aux trois angles A, B, C.

En effet, puisque

sin2A
tangB 4 - tangC

?. sin A cos A cosB cosC sin A 2 cos A cosB cosC
sinli cosC-f-sinC cosB sin(B-HC)

et que siu A = sin(B -h C), le rapport précédent a pour
valeur

2 cos A cosB cosC,

et, comme celte expression ne change pas par la permu-
tation circulaire des trois angles A, B, C, nous avons

(*) Cette formule se trouve aussi dans la Trigonométrie de Prosz,
p. 43.

(*) Septembre 1879, p. Zi^.
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les relations

(X)

sin 2 A sin 2 B

tang B -f- tang C tang C -h tang A

sinsC
= 2 tosA cosB cosC.

tang A -+- tangB

On trouverait par la même méthode que

1 sin 2 A sin^B sinsC
(XI) < i—cotficotC i — cotCcotA i — cotAcotB

( = i sin A sin B sin C.

De ces formules, on tire les suivantes

(XII)

' tangB -4- tangC tangC -h tang A
\ i—-eotBcotC i — cotCcotA

i tancA-t-tangB ^ -
[ — — 5 ri_ — tang A tangB tangC.
\ i—cotAcotB b b b

Ö. Dans les relations (X), (XI) et (XII), remplaçons
les angles A, B, C par les compléments respectifs de
leurs moitiés. Ces relations deviennent

(XIII)

(XIV)

sin A sinB
B C C A

COt h COt — COt h COt —
2

sinC

COt h COt —
2 2

sin A

. A . B . C
zrr 2 Sin — Sin - Sin - ,

B 2 2 2

sinB
B C C A

tang - tang - i — tang -- tang -
°2 2 2 2

sinC

A B
i — tang - tang -

A B C
— 2 COS — COS — COS — >
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BC
cot —'t- cot -

2 2

CA
rot — h cot —

2 2

B C~ C Â
rang - tang - i — lang - tang —

A B
cot — h cot —

2 9.

i - t a n g - t a n g -

A B C
— = cot — cot - cot - «
B 2 2 2

2

6. D'autres formules méritent d'être signalées au lec-
teur; nous nous permettrons de citer les suivantes :

(XVI)
sin2B -f- sin'C — sin2A — 2 sinB sinC cos A,

B C A B C . A
cos2 — h cos2 cos2 — = 2 cos - cos - sm — ?

2 2 2 2 2 2

s in 'A- J - s in 2 B — sin2C tangB

sin2

cos2

A-f

A

A

- sifi-C -

B
+- cosJ -

C

— sin^B

— cos2 C
2

B

tangC

tang
C

B '
cos* r cos* cos2- tanjj —

2 2 ?

-sirrB-'-sin'C
— = cot A -f- cotB -i~ cotC,2 sinA sinB sinC

A B C
COS? h COS2 h COS2 —

(XVIII)
A B C

cos — cos — cos -
2 2 2

A B C
— tang f- tang — h tang - ,

(XIX) <
i
f

2 sin A sinB sinC
—

sinA -i~ sinB -4- sinC;2
x . . ;

2 sin2 A sin2Bsin2C „
— : : r — COtAcOtBcOtC,
( sin2A-f-siri2B H-SU12C)2



(XX)

sin'A -*-- sin2B "f-sin^C cot A 4 cotB -f cotC
" Â B <T~'

cot —cot - cot —
2 2 2

-f- sinB -f- sinCj2

A B C
cos- f- cos' - -4- cos* -

o. o. i

COS h COS h COS —

A B C
tang !- tang— l- t ang-

cot
K A\ IK B\ (K C\

rot - _ _ cot ( - — 7 )
4 4 / U 4/ \'i 4/


