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FORMULES DE REDUCTION TRIGONOMETRIQUE ;
Par M. Georces DOSTOR.

1. Tatovkme. — Dans toute relation qui a liew entre

les trois angles A, B, C d’un triangle, on peut rem-
placer ces angles : 1° par les compléments de leurs
mocliés, 2° par les suppléments de leurs doubles.

En cffet, puisque
A+B+C=mn,
on a aussi 1°
(-5 (G-3)- (-9
— m——— ._*. —— _)_. —_—— —
2 2 2 2/

‘% 2
3m A-+B--C
= — =7

2 a2
et 2°
(r—2A) 4 (r — 2B) 4+ (= — 2C)
=3r —2(A+B-+C)=nmn.

2. Appliquons ce principe aux deux formules bien

connues et souvent employées

1) sinA -+ sinB -+ sin C = 2 cos — cos = cos —»
2 2 2

1I)  tangA -+ tangB + tangC == tang A tangB tangC.

Si nous y remplagons les angles A, B, C par les com-
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, n Ar B = C ce
pléments — — =, — — -, — — = de leurs moitiés, elles
2 2 2 2 2 2

deviendront

A B C
CO0S — —+ cos—+cos—
2

o5 ) ol )

, A B c A B _C
{Iv) cot—+cot——f—cnt»—:cot;cor—cot;-
5

(111)

L — . —

\

Cette derniére formule se trouve déja établie, par un
autre procédé, dans la Trigonométrie (') de Frédéric
Prosz, professeur a I'Ecole polytechnique de Stuttgard.

Si, dans les relations (I) et (1I), nous substituons anx
angles A, B, C les suppléments de leurs doubles, elles
se changeront dans les suivantes :

L

V) sin2 A +- sin2B —+ sin2C
! = -4 sinA sinBsinC,

( tang2 A -~ tang2B —+- tang2C
(VD) ‘

{ — tang2 A tang2 B tang2.C.

3. Avant de pousser ces applications plus loin, éta-

blissons une relation qui découle de la formule (I) et
qui a son importance,

Nous avons

. A A A B+
2sin A = 4 sin = cos — = 4 cos — cos — ¢
2 2 2

ou

N

. A B C A.B.GC
2sinA = 4 cos - cos — ¢os — — 4 cos — sin = sin —
2 2 2 2

retranchant cette égalité membre & membre de (1), il

(') Lehrbuch der ebenen Trigonometrie und Polygonometrie, von
F. Prosz; Stuttgard, Paul Neff, 18/0; p. 47.
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nous vient
. . . . B .
(Vi) smB~i—smC——smA—_—4sm—sm9cosé (*).
2 2 2

En y faisant nos substitutions d’angles (n° 1), nous
en tirons les nouvelles formules

B C A
COS — - COS — — COS —
2 2

o !

(IX) sin2B +sin2C — sin2A = 4cosB cosCsinA.

(Vi)

—t—

4. Dans la Nouvelle Correspondance mathématique
de M. Catalan (*), M. Brocard a déduit de la formule (IT)

I'égalité des trois rapports, dont le premier est

sin2 A
— T .
tang B + tangC

Nous allons faire voir que la valeur de ce rapport est
symétrique par rapport aux trois angles A, B, C.
En effet, puisque

sin2 A
tang B - tang G
__2sinAcosAcosBcosC _ sinA 2 cosA cosBcosC
" sinBcosC + sinGeosB T sin(B + C)

et que sin A = sin(B + C), le rapport précédent a pour
valeur
2 cos A cosB cosC,

et, comme celte expression ne change pas par la permu-
tation circulaire des trois angles A, B, C, nous avons

(') Cette formule se trouve aussi dans la Trigoromeétrie de Prosz,

p. 43.
(*) Septembre 1879, p. 324.
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les relations

sin2 A _ sin2B
X tang B <+ tangC ~ tangC -+ tang A
(X) sin2C

= — _ — 9 ¢0sA cosB cosC.
tang A - tang B

On trouverait par la méme méthode que

sin2 A . sin2B . sin2C
(XI) 1—cotBeotC™ 1—cotCcotA 1 —-cotAcotB
2 —2sinAsinBsinC.

De ces formules, on tire les suivantes

- tangB - tangC _ tangC + tang A
(X11) ‘ 1 —cotBcotG ~ 11— cotCcotA
‘

ta tangB
— fangA + tangB — tang A tangB tang C.

1 —cotAcotB
5. Dans les relations (X), (XI) et (XII), remplagons

les angles A, B, C par les compléments respectifs de
leurs moitiés. Ces relations deviennent

sin A . sinB
B [V ) A
cot — -+ cot - cot - -+ cot —
(XII) 2 2 2 2
\ K sinC . .B . C
— ~—————————— == 2SI — SIN — SiN —,
A 2 2 2
cot — - cot —
2 2
! sinA sinB
t t 2 tang ‘t n'A
— tang — - 1— -- tang —
1 “g,z 3“82 {92 {32
(XIV)

sinC B C
—_— == 2C0S— COS— COS —»
B 2 2

A
11— tang -2- tang ;
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~ ol

B C A
cot — —- cot — cot — -+ cot —
2 9, 2 2

I tan Bl 'C_ t C[
—tang— tang — 1 — lang - tang —
L Y 85 2N 7
XV!
A B
cot ~ + cot -

A B C
:_———cot—cot——cot—-
2 2 2

C‘:

t Al
I — tapg — tang —
2 8 2

6. D’autres formules méritent d’étre signalées au lec-
teur; nous nous permettrons de citer les suivantes :

sin?B —+ sin’C — sin?A — 2sinBsinC cosA,
(XVI) B C A B C. A
€08? — -}- c0s? — — €08’ — == 2 COS - COS— SIN — »
2 > 2 2 2 2
sin’A <+ sin’B — sin’C __ tangB
sin*A —+sin?*C — sm‘B 7~ tangC

A e ——
[

A B
' XVII) Cos? — + cos’ — — cos’—  tang ~
. 2
A G B B’
€08* — - €O8* — — c0s*—  tang—
\ 2 2 2
© sin?A -+ sin*B - sin?’C " ‘B \C
- . : —cotA -+ cotB -~ co
2smAsinBsinC i ’
A B C
cos’ — + c0s? — —+ cos* —
9
, 9 B
XVIII) ¢
{ ) A B _C
€OS — COS — COS —
2 2 2
¢ A St B ¢ C
== tang — -~ tang — -+ tang —
. 5 2 85 TRAmED
[ 2sinAsinBsinC A B C
~ - — = tang — tang tan" -
XIX) {sinA +sinB +sinC)? >
<
( 2sin2Asin2Bsin2C
— cotA cotB cotC,

(sin2A 4+ sin2B + smzb‘”
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! sin"A -+ sin?B -+sin®C _ cotA 4 cotB + cotC
‘ \smA—{—sinB—FsmC}"m

A B ¢’
cot —cot — cot—
2 2 2

LA B .C
€0s* — -+ €c0s? — -+~ cos* —
2 2, 2

(XX) | ( A B g>z
€08 —— CO§ — —~ COS —
2 2 2

A B :
tang;— - tang— - tang

'\ _“°‘<'Z‘A>“"(4 4)“"(22).




