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SUR LA CONSTRUCTION DE LA TANGENTE A LA COURBE
p:mi p S(0) BT g(0) DESIGNANT DES FONC-
TIONS RATIONNELLES DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES
DE I’ANGLE , DE SES MULTIPLES OU DE SES PARTIES
ALIQUOTES ;
Par M. G. FOURET,
Repétiteur a 'Ecole Polytechnique.

1. La scule hypothése que nous ferons tout d’abord
sur la nature des fonctions f(w) et ¢ (w), qui figurent
dans I’équation

) /o)
n =

o+ 9(w)’

sera de supposer (ue 'angle » n’y entre que par ses lignes
trigonométriques et par celles de ses multiples, sous-
multiples ou parties aliquotes quelconques. Nous allons,
dans cette hypothése, former uune expression de tangV
qui ne contienne que p et des fonctions trigonométriques
de w, V désignant I'angle de la tangente en un point
yuelconque de la courbe avec le rayon vecteur.

Dans ce but, écrivons 'équation (1) de la maniére sui-
vanle :

. glo +e(o)] —f() =0,

puis prenons les dérivées; nous obtenons
p'lo ool +pli+g¢ (o] —f(o)=0

En éliminant » + 3(w») entre ces deux équations, on
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en dédumit

P Sio)
2) = = 7 0
e f\w\——-FLl—r-q.\wJ
En posant
N Y I
/ 1+ ¢ (w) 1+ 9 (m)
et observant que l'on a
-P, =tangV,
p

on tlire de I'équation (2) la relation

A
iy tangv__h—:;-

2. Remarque. — Les relations (2), (3) et (4) ne
changent pas, lorsque 'on considére, au lieu de I'équa-
tion (1), I'équation plus générale

f(o)

P:w—«+?(w),

dans laquelle « désigne une constante arbitraire. L’équa-
tion (2) n’est d’ailleurs autre chose que I’équation diffé-
1entielle commune & toutes les courbes obtenues en fai-
sant varier «. Comme, en vertu de ’hypothése faite sur
J(w)etg(w), cette équation différentielle écrite en coor-
données cartésiennes serait algébrique, les courbes
qu’elle définit forment un systéme, c’est-a-dire qu'il y
en a un nombre déterminé, dans le plan, qui passen tpar
un point quelconque, et un nombre déterminé qui sont
tangentes a une droite quelconque [ Mémoire sur les sys-
temes généraux de courbes planes (Bulletin de la So-
ciété mathématique de I'rance, t. 11, p. 72-83)].
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3. L'expression (4) de tangV fournit la construction
suivante de la tangente en un point quelconque M de la
courbe (1).

Sur le rayon vecteur OM, et a partirdu pole O, portons
une longueurOP = . dans le sens déterminé parle signe
del. AupointPélevonsune perpendiculaire aurayon vec-
teur, et prenons sur cette perpendiculaire une longueur
PI =k, daus le sens des w croissants si & est positif, et
daus le sens contraire s’il est négatif. Le point I est un
poiut de la tangente cherchée, qu’on obtient par suiteen
joignant le point M au point I.

Dans les cas ou les expressions de % et de k se préte-
ront & une construction suffisamment simple du pointI,
on aura une construction de la tangente. Nous en don-
ncrons plus loin des exemples.

4. Supposons maintenantque f(«) et ¢(») soient des
fonctions rationnelles des ligues trigonométriques de
angle w, de ses muliiples ou parties aliquotes quel-
Pangle w, d liipl part liquotes quel
conques. On sait que toutes ces lignes uigonoméiriques
peuvent s'exprimer en fonction rationnelle du sinus et
3 A . . W
du cosinus d’'un méme sous-muliiple de o : soit = le
n
plus grand des sous-multiples de o jouissant de cette
.. . ® [A]
propriété. Comme sin - et cos— ne prennent que n va-
n n
leurs distinctes lorsqu’on remplace w par o + 2im, ¢ dé-
signant un nombre entier quelconque, il en sera de méme
de f(w), de g(w), et par suite aussi de f'(w) et
de ¢'(»).

Il résulte de la, en vertu des expressions (3) de 2 et
de k, que, pour chaque rayon vecteur, on construira, a
P'aide des relations (3), n points I et la tangente a la
courbe, en I'un quelconque de ses points situés sur le
rayon vecteur considéré, ira passer par ’un de ces pointsl.
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5. Le rayon vecteur auquel correspondent les n
points I dont il vient d’éire question est envisagé avec
le sens qui lui est assigné par la valeur de w. Comme
il y a de méme n points I pour le rayon vecteur de
sens directement contraire au précédent, on a généra-
lement en tout 2 2 points I pour chaque droite issue du
point O. Ce nombre se réduira toutefois & n lorsque,
pour deux valeurs de » différant d’'un muliple impair
de m convenablement choisi, f(®) prendra des valeurs
égales et de signes contraires, ¢(w) des valeurs égales et
de méme signe. Dans ce cas, en effet, 2 et & changeront
de signe lorsqu’on échangera entre clles ces deux va-
leurs de w, et,par suite, la construction indiquée plus
haut (3) dounuera, pour ces deux valeurs, le méme
point I.

6. Il est facile de former I'équation du lieu des
points L. Désignons par p, et w, les coordonnées polaires
d’un quelconque de ces points correspondant a une droite
inclinée d'un angle » sur ’'axe polaire. On a évidem-
ment, eu égard aux relations (3),

/

. !
w

», == o -~ arctang — == o ~+ arctang —f,\
Y/ S (w

( b= i R = Y )

Ly

>~

’

~

(5)

Si I'onrapporte ce méme lieu 4 un systéme d’axes rec-
tangulaires composé de 'axe polaire Ox et dela per-
pendiculaire O a cette droite menée par le pole, on a,
pour les coordonnées x et y d'un point I quelcongue,

x = hcesw — ksinw,

¥ = hsinow + 4cose,

ou bien, en remplagant . et k par leurs valeurs (3) en
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fonction de o,

[ flle)cosw — flo)sine
(6] | o= gl o)
\6) ¢ X . /
__S'{w)sine 4+ flw)cosw
[r =00

Ces formules nous serviroat plus loin.

APPLICATIONS.

7. Spirale hyperboliqgue. — Parmi lcs équations qui
rentrent dans le type de I'équation (1), la plus simple
est

p=

W — &

?

qui définit, comme on sait, la courbe appelée spirale
hyperbolique.
Les formules (3) donnent, dans ce cas,

h=o0, l=a.

On voit par 14 que les tangentes, aux divers points de
la spirale correspondant aux angles polaires compris
dans la formule 2i 7 + , concourent en un point I, qui
s’obuent en élevant en O a la direction commune du
rayon vecteur une pcrpendiculaire, et portantun segment
égal a asur la portion de cette perpendiculaire inclinée

T . o
de 5 sur la partie positive du rayon vecteur. On retrouve

ainsi la propriété caractéristique de cette courbe, consis-
tant en ce que sa sous-tangente est constante.

Quaunt aux points de la spirale correspondant aux
angles (2{+ 1)m + w, dontles rayons vecteurs sont si-
tués sur la méme droite que les rayons vecteurs corres-
pondant a 2im + w, les tangentes en ces points con-
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courent également en un méme point ; mais ce point est
distinct du pointI : il lui est diamétralement opposé par
rapport au pole.

8. Courbe d’ombre de la surface de vis a filet carré,
éclairée par des rayons lumineux convergents.

Cherchons tout d’abord I'équation polaire de la pro-
jection de cette courbe d’ombre sur un plan perpendicu-
laire 4 'axe de la surface de vis ct passant parle point
lumineux A. Nous considérerons ce plan comme plan
horizontal de projection. Prenons pour pole le pied O de
’axedeJa surface de vis et pour axe polairela droite OA.
Posons OA = a, et désignons par o I'angle que fait
avec OA la génératrice de la surface de vis située dansle
plan horizontal. En appelant Hle pas de la surface de
vis, et p leparameétre de distribution commun a toutes les

(o . . H
generatrices, on a, comme on salt, pp = ——-
g 2

27

Cela posé, considérons unc générairice quelconque G
dont laprojection horizontale O g fait avec Ox I'angle ,
et évaluons le rayon vecteur Om ==p, m étant la pro-
jection horizontale du point Mde la courbe d’ombresitué
sur G. Le point M n’est autre chose que le pointde la gé-
nératrice G, en lequel le plan passantpar cette droiteet le
point lumineux A est tangent a la surface. En désignant
par ¢ angle de ce plan avee le plan projetant horizonta-
lement la génératrice G, lequel n'est autre que le plan
central de cette génératrice, et en remarquant que le
point central est situé sur 'axe, on a la rclation bien
connue

(7) p = ptangog.

Evaluons tangs: pour cela, soient/ladistance du point
A 4 Og ct d la hauteur de G au-dessus du plan horizon-
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XI1X, (Janvier 18R0.) 3
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tal de projection. On a évidemment
' /
ango = —.
8=
Mais on a aussi, d’autre part,

l=asinw, d:—-(m —al,
2T

En tenant compte de ces relations, et substituant a p
«ta tang ¢ leur valeur dans la relation (7), on obtient

(8) p=

asine

9

m— &
équation pelaire de la projection horizontale de la courbe
d’ombre.

9. Cette équation, qui rentre dans le type de 1'équa-
tion (1), vanous permettrede construiregéométriquement
la tangente a la projection horizontale de la courbe
d’ombre de la surface de vis. Les formules (3 ), appliquées
a I'équation (8), donnent

h=—acosw, k=asine.

Par suite, on obtient OP=1/, (3), en abaissant du
point A une perpendiculaire sur le rayon vecteur Om,
et on a le point1 en prolongeant AP d’une longueur
égale PI. On a bien, en effet, Pl = AP =asinn = k. 1l
résulte de la que, pour avoir la tangente en un point
quelconque m de la projection horizontale de la courbe
d’ombre, il suffit de joindre ce point au point I, symé-
trique de A par rapport a Om.

On retrouve aiusi trés simplement, comme ou le voit,
une construction déja connue, que M. de la Gournerie
obtient, dans son Traité de Géométrie descriptive
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JII¢ Partic, p. 148), en se servant du paraboloide oscu-
lateur de la surface de vis ().

10. La longueur Ol est évidemment constante et égale
4 OA : d’ou il résulte que lc lieu du point 1 est le cercle
décrit du point O comme centre avec OA pour rayon.
C’est ce qu’indique aussi tout naturellement la seconde
des formules (5), appliquée a I'équation (8).

La construction du point I montre que ce point est le
méme pour tous les points de la courbe situés sur une
méme droite Om. On arrive & la méme conclusion en
remarquant, d’aprés ce que nous avons vu ci-dessus
(4), que f(w)=asinw ne varic pas quand on
change w en 27 + v, et change de signe en conservant la
méme valeur absolue, quand on remplace » par 7+ w,

g (w) = — « étant unc constante.

Remarque. — Dans le cas on aest nul, ¢’est-a-direou
le point lumineux est surla surface de vis, I'équation (8)
se réduit a
asine

p=—

Elle est vérifiée, quel que soit p, pour » = o, ce qui
signifie que P’axe polaire fait partie de la courbe. En
d’autres termes, dans I’espace, la génératrice qui con-
tient le point lumineux fait partie de la ligne d’ombre
propre : ¢’est d’ailleurs évident géométriquement.

11. Couwrbe dont la discussion a fait le sujet de la
composition de Mathématiques pour I'admissibilité a
I’Ecole Polytechnigue en 1879. — Cette courbe a pour

(*) Nous sommes également arrivé, par une autre voie, aux résultats
précédents, dans un Mémoire Sur les faisceaur ponctuels (Bulletin de
la Socieété mathematique, t. V1, p. 203).

que, » P



(36)

équation en coordonnées polaires

sine
g

—_——
20— 3 COS»

ou, ce qui revient au méme,

(9) ;sinm
P ————————

w — — COS o
2

Cette équation v’est qu’un cas particulier de la sui-
vante,
(lo) b= _a §il>1m ,

w— o — N COSw

dans laquelle a, « et m désignent des constantes arbi-
traires. Nous allons construire la tangente de la courbe
qu'elle définit.

L’équation (10) rentre dans le type de Véquation (1):
il w’ya qu’afaire dans cette derniére

flo, = asine, ¢ o'=—z—mcosn,
el par suite

f’(m = acosw, f,.o'\o) = msinw.

On en conclut

a cocw a Ssin o
(ll\ h— ey hmm —
! 1 -+ m sinw 1--msine
v
d’ou
A
]; = tangow.

k . ,
Or, 7l n’est autre chose que la tangente del'angle formé
2

par Ol avecle rayon vecteur OM. Il résulte de la que le
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point I cherché est situé sur la droite symétrique de
I'axe polaire par rapport au rayon vecteur.

12. D’autre part, on a

o PI I a
(12}

T anPOL T sinw I --m s

Décrivons du point O comme centre, avec un rayon
égal a a, unc circonférence qui coupe en A la partie po-
sitive de I’axe polaire et en N le prolongement de OI.

Des égalités (12) on tire
{(13) OI -+ mOIsinw = ON,
ou bien, a cause de Ol sinm =1IP,

(14 mIP = ON — OI = IN.

Sur le prolongement de IP, prenons un point S tel que
18
ip

pendiculaire sur le rayon vecteur OM en un certain

=m; tracons la droite AN, qui est évidemment per-

point V, et prolongeons OS jusqu’a sa rencontre en R
avec AN. Les droites ON, OV, OR interceptent sur les
deux paralléles IS et NR des segments proportionnels,
de sorte que I'on a

NR IS

— T - T n.

NV 1P
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A T'aide de cette relation, on construira immédiate-
. ment le point R, et I'on aura, par suite, la droite OS.
Des égalités (13) et (14) on conclut, d’autre part,

IS = 1IN,
par suite
00 N N
INS — ISN — SNR.

Il suit de 14 que NS est la bissectrice intérieure de
Pangle ONA. On aura donc le point S en prenant I'in-
tersection de cette bissectrice avec la droite OR, et le
point I en abaissant du point S une perpendiculaire sur

le rayon vecteur et prolongeant cette perpendiculaire
Jusqu’a sa rencontre en I avee la droite ON.

13. Considérons les points situés sur un méme rayon
vecteur qui correspondent aux divers angles compris
dans la formule 2i7 + o, ¢ désignant un entier quel-
conque. Les valeurs de & et de k données par les rela-
tions (11) sont les mémes pour tous ces points. On
en conclut que les tangentes a la courbe aux divers
points d'un méme rayon vecteur qui correspondent aux
angles compris dans la formule 2/% +- © concourent en
un méme point I, construit comme nous I'avons vu plus
haut (11 et 12).

Si I'on considéremaintenantles points duméme rayon
vecteur (ui correspondent aux angles compris dans la
formule (2i-+1)n + w, idésignant toujours un entier
quelconque, les tangentes en ces nouveaux points sont
aussi concourantes, mais ce point de concours J est dis-
tinct du point I déterminé plus haut : pour qu’il en fit
autrement, il faudrait en effet qu’en remplacant o par
(28 +1)% + o dans les formules (11), les valeurs de % et
de k ne fissent que changer de sigue, ce qui n'a pas
lieu.
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14. Nousallons obtenir le point J par une construc-
tion analogue a celle qui nous a donné le paint1. On
voit d’abord immédiatement que le point J est situé sur
la droite OI. En effet, en appliquant ce que nous avons
déja dit plus haut pour le point I, on sait que la droite OJ
fait avec Ox un angle double de I'angle formé par le
rayon vecteur correspondant avec le méme axe, c’est-a-
direun angle égal 4 27 4+ 20 ; il en résulte quela droite
OJ coincide avec OI, puisque OI est inclinée sur 'axe
polaire de I'angle 20,

La position du point J sur la droite Ol est déterminée
par la relation (13), dans laquelle il u’y a qu’a rem-
placer » par ™ 4 o, ce qui donne

(15) 0J — mOJ sinw — ON.

Cette relation nous montre que le point J est situé au
dela de N par rapport a O. Du point J, supposé connu,
abaissons JQ perpendiculaire sur le rayon vecteur OM,
et prolongeous cette derniére droite jusqu’a son pointde
rencontre T avec OS prolongée. On a

0J sinw = JQ,
et Pon peut écrire, par suite, la relation (13)
mJQ = JN.

D’autre part, on a évidemment

T 1S
Q- "™
d’ot
JT =m]Q,
et par suite
JT —= JN.

Le triangle JNT étant isoscéle, on en conclut

N 2N\

LN
INT = JTN = TNR,
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- . - . /\
ce qui indique que NT est la bissectrice de ’'angle ANJ.
De la résulte la détermination du point T, et par suite
celle du point J.

15. En1ésumé, voici la construction des deux points I
et J auxquels aboutissentrespectivementlestangentesaux
divers points de la courbe (10) situés sur un méme
rayon vecteur et correspondant aux angles polaires
20T 4w et (214 1) T~ :

Du péle comme centre on décrit un cercle d’un
rayon égal & a : A étant le point d’intersection de ce
cercle avec la partie positive de Uaxe polaire, on prend
le point N symétrigue de A par rapport au rayon vec-
teur OM que l’on considére. NV étant le point d’interscc-
tion de OM et de AN, on porte sur NA, & partir du

. NR
point N, un segment \R tel que v = On trace les

bissectrices intérieure et extéricure del’angle ONA, qui
rencontrent OR respectivement aux points S et'I'. Des
points S et T on abaisse SP et TQ perpendiculaires
surOM.: ces perpendiculairves prolongees vont couper ON
aux points ¥ et J cherchés.

16. Les points I et J sont conjugués harmoniques par
rapport aux deux points O et N. Cela résulte de ce que,
en vertu d'une propriété bien connue des bisscetrices
d’un angle d'un wiangle, S ¢t T sont conjugués harmo-
niques par vapport a O et a R, ctde ce que les droites ST,
RN et 'IJ sont paralleles.

La partie de la droite ON prolongée au dela du point O
contient deux points analogues a Tet a J, qui corres-
pondent respectivement aux anglescompris dans les for-

. ™ . ™
mules 207 (- + met (o4 1)7 + = i- . La courbe
2
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lieu des pointsI et J a donc quatre poiuts sur une droite
quelconque passant par le point O. Les égalités (13) et
(15) indiquent d’ailleurs que les points I et J ne se con-
fondent jamais avec le point O. Le lieu des points T et J
est, par suite, du quatriéme ordre.

L’application des formules (5) ou (6) fournit immé-
diatement I'équation polaire de ce lien, qui est

a
D I e——————

i

L
I -~ msin—w
2

Si 'on considére les deus valiurs g etp,, données par
cette équation pour deux valcurs de o différant de 27,
on virifie aisément la relation

On retronve ainsi la proportion harmonique qui lie les
quatre points O, N, Tet J.

17. En appliquant les résultats que mnous venons
3

\ . . [
d’exposer (11 4 16) au cas particulier de @ = — m = =,
9

on obtient la constiuction de la tangente 4 la courbe
qui a été donnde, comme sujet de composition, pour
Padmissibilité a I'Ecole Polvtechnique en 1879.

“n faisant m = o, on retombe sur le cas de la projec-
tion de la courbe d’onibre de la suiface de vis a filet
carré, que nous avons traité directement (84 10), et,
en appliquant & ce cas particulier la construction de
la tangente a la courbe (10), on vérifie facilement que
les points I et J se confondent dans ce cas tous les deux
avee le point N,
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18. On peut généraliser la construction décrite plus
haut (15) de fagon & la rendre applicable aux courbes
définies par une équation de la forme

asinw

— ?
W — &— MNCOSNw

P:

n désignant un nombre quelconque.

Nous n’insisterons pas sur celte construction.

On peut aussi construire, par un procédé analogue, la
tangente a la courbe

a

p=

D ———
W — % — NMCOSw
ou, plus généralement,

a

p=: = o

®w— &— MCOSN®

ndésignanttoujours unnombrequelconque. Les exemples
que nous avons traités suffisent pour mettrele lecteur sur
la voie de la méthode a suivre.



