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APPLICATIONS DE GEOMETRIE CINEMATIQUE PLANE
Par M. Maurice D'OCAGNE,

Kléve en Mathématiques spécisies au lycée Fontanes

[sure (*).]

1V. — Sur LES COURBES CLASSIQUES DU TROISIEME
ORDRE.

Nous allons donner une construction commune de la

Nous
normale en un point de 'une quelconque des courbes
classiques du troisiéme ordre : cissoide, strophoide et con-

choide.
Etablissons d’abord une formule, qui est d’une appli-
cation fréquente. Une droite mobile coupe quatre courbes
fixes (a), (0), (¢) et (d) aux points a, b, c et d de
= —le rapporl—n;l élant constant (fig. 7).

facon que
- 1 cd
Soit e le point on la droite mobile touche son enve-
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pomt, elle coupe respectivement en 2, (3, y et ¢ les nor-

loppe (¢); menons la normale & cette enveloppe en ce
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(‘) Voir méme tome, p. 26/
Ann. de Mathém.. ¢ serie, t. XiX (Juillet 1880)
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males e a, b, ¢ et d aux courbes (a), (b), (c) et (d).
M. Mannheim a démontré(*) que, si Aab et Acd repré-
sentent les variations de longueur des segments ab et cd
pour un déplacement infiniment petit de la droite mo-
bile, et A6 I'angle de contingence de (e), on a

Aab Aed
20 =B =
par suite
Nab aﬁ
bed 70
et
«fB o m
7w n

Cela posé, considérons dans un plan un point o, une
circonférence (p) ct une droite (¢) quelconques (fig.8

Fig. 8.

Autour de o faisons pivoter une sécante qui coupe la
circonférence p en (p) et la droite (¢) en g. Porton«
om = pq ct cherchons la normale au lieu que décrit lc
point m, pour la position considérée.

La perpendiculaire a og en o, qui est la normale &
Penveloppe de cette droite, coupe en p' et en ¢ les nor-

) Loc. cit.. p. 203.
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males a la circonféience () ct a la droite (p) en p et q.
Comme om = pq, on a, d’aprés ce qui vient d’étre vu,
la normale au licude m en portant om’ == p’¢’ et en ti-
vant m'm.

Si le point o est sur la circonférence (p) et si la droite
(¢) est tangente a cette circonférence. le lieu du point m
est une cissoide.

Si le point o est surla circonférence (p) etsiladroite
(q) passe par le centre c de cette circouférence, le lien
du point m est une strophoide, ayant pour point double
le point o et pour asymptote la droite (g).

Eufin, si le point o est au centre de la circonférence
(p) etsila droite (¢) est tangente a cette circonférence,
le lien du pointm est une conchoide de la droite (q) par
rapport au point o.

En appliquant a4 chacun de ces trois cas la solution
générale donnée plus haut, on obtient la normale a cha-
cune des courbes correspondantes.

V. — Sur LA SPIRALE D ARCHIMEDE.

Un coté sc (fig. 9) d’un angle droit roule sur un
cercle de centre o3 lautre coté sm est égal au rayon

Fig. q.
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du cercle ; le point m décrit une spirale d’ Archiméde :

trouver la normale et le centre de courbure ().

(') GiprrT, Omrage cite, p. 6o, ex. 3.
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Ruppelons le théoréme de Descartes :

Lorsqu une ligne roule sur une autre ligne, sans glis-
sement, dans une position quelconque, la normale a la
courbe décrite par un point fixe de la premiére lignc
passe par le point de contact des deux lignes consi-
dérées.

De la résulte immédiatement que la normale deman-
dée est la droite mec.

Considérons maintenant le triangle variable scm. La
normale au lien décrit par c est co; la normale au lien
déerit par s, qui est la développante du cercle considéré,
est se, et ¢ est le centre de courbure correspondant; la
normale au lieu déerit par m est me. De plus, sc touche
son enveloppe au point ¢, ms au point s, car ms cst tan-
gente a la développante sur laquelle se meut s.

Menons alors la tangente a la conrbe décrite par m,
¢'est-d-dive la perpendiculaire mr 4 me, qui coupe cs
en . Nous avons, en appelant e le centre de courbure
cherché, c’est-a-dire le point ou me touche son enve-

loppe.
Pl died  co
ds) s
dis'  sc
(—Z'\I—IT_; e
dim, __me.mt
(1\(,'» - 7;—(?[—.

Muluplian bealités membre & membre, il vient
Multipliant ces ég ,

—2 —2

me.mt.co me.mt me ot
B ; == — o -— o= —
ce ct.me ec ‘
ce.ct me

Le point e est donc symétrique, par rapport au milieu
du c6té me, du pied de la droite sy métrique de la mé-
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diane issue du sommet t par rapport & la bissectrice
issue du méme somnmet.
VI. — Sur LES CAUSTIQUES.
Considérons un angle variable asb dont le sommet
décerit la courbe (s), les cotés sa et sb enveloppant res-

pectivement les courbes A ct B (fig. 10). Dans chacune

Fig. 1o,

2]
————

A / ”\

des positions de cet angle, tirons la droite sc faisant avec
sa un angle égal a I'angle asb, et cherchons & construire
la normale a 'enveloppe de sc.

Les normales @ A ct a B en a et b coupent aux points
et 3 la normale a (s) en s. Soit 7 le point ou la nor-
male cherchée rencontre sa. Si ¢ est la valeur de 'angle
asb, on a, pour un déplacement iufiniment petit de

I'angle mobile ('),

(') Géom. ciném., p. 204.
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De méme, I'angle asc donne
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c’est-a-dire que les points 5 et y sont conjugués harmo-
niques par rappert aux points § et o.

Application aux caustiques par réflexion. — Consi-
dérons alors une courbe (s) et un point lumincux p si-
tué dans son plan (*). Un rayon quelconque ps issu de

N AN
p se réfléchit sur (s) suivant sr tel que rsn = nsp, sn

étant normale a (s).

L’enveloppe du rayon réfléchi sr est la caustique C
de la courbe (s) par rapport au point p. Cherchons a
construire la normale a cette caustique.

Soit & le point ou cette normale rk rencontre sn. La
normale a I'enveloppe de sp, c’est-a-dire la perpendi-
culaire a sp au point p, coupe sz au point n. Si donc e
est le centre de courbure de la courbe (s) relatif an
point s, on voit, d’aprés la question préliminaire, que
le point h est le conjugué harmonique du point n par
rapport aux points s et e.

Ce théoréme permet d’obtenir trés facilement la nor-
male %, surtout lorsque la courbe (s) cst une circonfé-
rence, cc qui est le cas le plus ordinaire.

On voit que le théoréme p1écédent a encore licu pour
les caustiques de surfaces en coupant la surface donnée

(') Le lecteur est prié de faire la figure.
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par le plan mené par le point lumineux et la normale a
la surface au point considéré.
Caustiques par réfraction. — Considérons la courbe
(5) et le point lumineux p situé dans son plan (fig. 11);
un rayon quelconque ps issu de p se réfracte sur (s) et

Fig. 11.

prend la direction sr. L'enveloppe de sr est la caustique
par réfraction a laquelle nous allons chercher a con-
struire la normale. La perpendiculaire 4 ps au point p
coupe au point 7 la normale sz a (s). Soient de plus e
le centre de courbure de (s) relatifa s, % le point ou la
normale cherchée 7% coupe sn.

On a, comme précédemment,

s(pn) =ats)( L+ 1),

sn se
aN 1 I
A( /tsr) = d(s) (s—é _ﬁz>,
d’ou ’on déduit
1 4 1
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_ A\ A~
ou, puisque les angles A(psn) et A(hsr) sont infini-

ment petlits,

—_— -
A smpm sn se
— D b
I I
A ( sin Asr ) - — =
se  sh
. v e . .-
ou, si @ est I'indice an passage du premier milicu dansle
second,
I 1
— + p—
sn se
aq=z--— .,
1 1
se Sl
a a T T
- — = -
se  sh sn se
a 1 a — 1

-+ —
sh = sn se

Le point 4 est ainsi déterminé, et par suite la nor-
male fir,

La détermination est évidemment la méme lorsqu’il
s’agit d'une surface au lieu d’une coutbe.

Remarquons enfin que, pour les caustiques de réfrac-
tion comme pour les caustiques de réflexion, le point /
est le foyer conjugué du point 72, considéré comme point
lumineux, par rapportau cercle osculatenr a lacourbe (s)
au point s, pris comme courbe réfractante dans un cas,
comme courbe réfléchissante dans 'autre.

VII. — Sur LES ANAMORPHOSES.

Considérons un cone circulaire droit (sab,s'a’d’) re-
posant par sa base sur le plan horizontal et une courbe
.m) tracée dans ce plan (fig. 12).

Soit () Yimage de (m) produite par le cone supposé
poli sur sa surface externe pour un ceil situé a I'infini
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dans la direction de 'axe de ce cone. La courbe (m) est
dite anamorphose de la courbe (n).
On peutseproposer de déterminer 'anamorphose (1)
de facon que (72) soit une courbe donnée. Menons ia s¢-

cante onz qui coupe la courbe (72) au point n, et rabattons-
la sur ab. Le point (n, n’) vient en (ny, #'). Le rayon
réfléchi doitdonc étre /4, paralléle a s'0'; on en déduit
le rayon incident //ni; du point (my, m) on revient
au point (m, m'). Cherchonsla normale a la courbe (m)
au point m. Soient ¢ le point ou la perpendiculaire a op
en o coupe la normale ng a (n); rle point ou og coupe
la normale cherchée.

On a, d’aprés un principe déji appliqué au para-



graphe IV,
Mais
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Mais

(298 )

A.mp _ro

A.np qn
mp  mb b’
Tomb T oAb

np

PR PN —~
RO =W =bhnl,

'\ b' ' b 1
! r T ! T <
) o\ h I
cosn' h'm',
mp 1
= Tt
np  cosn h'm

"

Si donc nous posons

nous aurons

par conséquent,

et

ou

De plus, il est évident que les points ¢ et r sont de
part et d’autre du point o; la normale cherchée mr se

ro

— = ]
qo COS «

PN

SO =0d5b.

' m @
mp 1
np T cosa

A.mp 1

A.np  cosa

I o
7o — g
Cosa

trouve donc ainsi déterminde.

Cela fait, cherchons a déterminer le centre de cour-
bure en un point de I'anamorphose (m), connaissant le
centre de courbure ¢ au point correspondant de la

courbe (n) ( fig.13).
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Construisous d’'abord la normale au licu que décrit le
point de rencontre ¢ de la normale 7¢ au lieu de n
et de la perpendiculaire og & on. Daus le triangle rec-
tangle on g, le sommet o cst fixe, la normale au lieu du

Tig. 13.

sonumet 72 est nq et le coté ng touche son (-nvc]()ppe au
point c. Nous savons, dés lors, construire la normale au
lieu du sominet ¢ (voir p. 271). Nous prenons nc’'=cq
la paralléle & no mende par ¢ coupe en fla perpendi-
culaire 4 ng menée par c¢; gf est la normale demandée.

Or, nous venons de voir que, si « désigne P'angle au
sommet du miroir conique, on a

oq

— == COS 2.
op

Le lieu du point p est donc homothétique au lieu du
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point ¢, ct la normale p/ au premier de ces lieux est
paralléle a la normale ¢f au secoud.

Cela posé, cherchous le centre de courbure relatif au
point m, c'est-a-dire le point e, ou mp touche son en-
veloppe.

La tangente pt au lieu déerit par p coupe en ¢ la tan-
gente mt au lieu décrit par .

Donce

dim, mt.me

dip  pt.pe )
Mais le triangle rectangle omp pivote autour de son
sommet o0; de plus, la normale mp au licu déerit pac m
coupe en p la perpendiculaire op 4 om, la normale pl au
ficu déerit par p coupe en [ la perpendiculaire om a
op; par suile,

dimy mp

T
Par conséquent,
met e mp
ptope  pl’
d’out
me mp . pt

/_75—* pl.mt

Du point i abaissons sur pl la perpendiculaire mu;
les angles mip et mpu sont égaux comme ayant leurs
coiés perpendiculaires. Bone

])[ "7,)
mt - P[t
ct I'égalité précédente devient

JE—}

me _ mp
pe  pl.pu

Mais, dans le wriangle rcectangle mpg,

mp — pu.pg.
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Conséquemment

me  pg

A N

pe »!

d’0ol la construction :

Oun joint le milieu v de lg au miliew v de mp; par le

point I on méne le parallelement a vy : e est le point
cherché.,

En cffet, par g menons ge’ parallelement 4 vu.; nons
avons

. 1 1. /
ou, puisque 1 estie milieu de e¢,

me  pg
--r,

V25 yZi

YIHI. — Sur LES vovAIRES.

M. Mannheimdonne, dans sa Géoméltrie cinématique
i p- 196 ), un procédé j onr construire le ceutre de cour-
bure en un point de la podaire d’une courbe quelconque.
Il emploic dans ce procédé une certaine ciiconférence.
Je vais donner une solution tout a fait différente de la
méme question. La consiruction que je vais exposer.
également trés simple. n'exige absolumeut que 'emploi
de droites.

Soient donnés le point p et la courbe L { fig. 14). Du
poist p, abaissons sur une tangente quelconque Im i la
cowbe L la perpendiculairve pm. Cherchons le centre de
courbure de la courbe déerite par le point m pour la
position considérée.

Les perpendiculaires lo a lm, po a pm se coupent
cii 05 mo est la normale au lieu déerit par m. Cherchons
le centre de courbure situé sur cette normale, ¢'est-a-
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direle point ¢ 00 7220 touche son enveloppe, connaissant
le centre de courbure A de la courbe L.

Fig. 14.
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Remarquons d’abord que la normale og au lieu décrit
paro est déterminée par le point de rencontre g des per-
pendiculaires pg et 2. & op et 0, puisque les cotés de
Pangle droit poA touchent respectivement leurs enve-

loppes aux points p et A,
Counsidérons alors le triangle variable mol. Soit 7 le

point ou og rencontre la perpendiculaire 4 mo au point

@ cherché. Nous avons

dym) my

do) ol
d{o) q0
i) T o’
ity o

Multiplions ces trois égalités membre a membre; il
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vient
__mp.og
1= oi.mo
ou
mp ol
o = o

d’ou la construction :

Par les points q et o menons & mo les perpendicu-
laires qr et os; portons sur os la longueur os =rq; ms
coupe og au point i3 du point i abaissons sur mo la
perpendiculaire { y; . est le centre de courbure cherché.

On a, en effet, d’aprés cette construction,

. mi ai

mno nms oq

Comme applicationde cette regle, on aimmédiatement
la détermination du centre de courbure de la cissoide
considérée comme podaire d'une parabole par rapport
a son sommet, de la lemniscate de Bernoulli considérée
comme podaire d’une hyperbole équilatére par rapport
a son centre, du scarabce considéré comme podaire
d’une épicycloide a quatre points de rchroussement par
rapport a son centre. On sait, en effet, construire le
centre de courbure de la parabole ct de I'hyperbole
équilatére, qui sont des coniques, et celui de I'épicy-
cloide a quatre points de rebrousscment, puisque pour
cette derniére courbe le rayon de courbure est le iriple
dela distance du centre a la tangente au point considéré.



