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APPLICATIONS DE GEOMETRIE CINÉMATIQUE PLANE 5

PAR M. MAURICE D'OCAGNE,

Élève en Mathématiques spéciales au lycée Fontanes.

Voici quelques nouvelles applications élémentaires
des principes si élégants et si féconds de la Géométrie
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cinématique, qui, réunis en corps de doctrine par
M. Mannheim, constituent aujourd'hui, grâce à l'émi-
nent professeur, une branche importante de la science
géométrique (*). Au moyen de ces principes, je suis
arrivé, dans différentes recherches élémentaires, à plu-
sieurs résultats nouveaux qui se trouvent consignés dans
cette Note. Après un problème sur la parabole, les ques-
tions que je traite ici se rapportent au centre de cour-
bure de l'ellipse, au point où la droite de Simson touche
son enveloppe, à la cissoïde, à la strophoïde, à la con-
choïde, à la spirale d'Arehimède, aux caustiques, aux
anamorphoses et aux podaires.

I. — QUESTION SUR LA PARABOLE.

L un des côtés d'un angle droit dont le sommet dé-
crit une droite enveloppe une parabole dont Vaxe est
perpendiculaire à cette droite : trouver l'enveloppe de
l'autre côté de cet angle.

Soient (s) la droite que décrit le sommet s (fig. 1),
[m) la parabole enveloppée par le côté st qui la touche
au point m, su le côté dont nous cherchons l'enveloppe.
Remarquons d'abord que cette enveloppe a évidemment
pour axe de symétrie l'axe de la parabole donnée. Cher-
chons maintenant, pour la position considérée, la nor-
male à l'enveloppe de su. La normale à la trajectoire du
point s est la perpendiculaire sq à (s); la normale mn
à la parabole (/A/) coupe sq en q^ du point q abaissons
sur su la perpendiculaire qp\ su touche son enveloppe
au point p9 et pq est la normale à cette enveloppe \ pq
coupe l'axe en r\ du point p abaissons sur cet axe la

(*) Voir MANNIFEIM, Cours de Géométrie descriptive de l'École Poly-
technique (Gauthier Villars, 1880).



perpendiculaire pi qui coupe sq en g\ ri est la sous-
normale à l'enveloppe cherchée, relative au point p ; du

point m abaissons sur l'axe la perpendiculaire mh qui
coupe s(f en /-, enfin, par le point g menons gv parallè-
lement à st. Cela fait, on \oit que

rv -=z qcr •==_ Is rrr ka,

et que

par suite
z— ta :

ri - rv -r- (7 = ah -i-

Cotntne le sommet o est le milieu delà &oiis-tangente

/'*, on a

ou

ah -f- at

ri ~~ lao.

La sous-noi maie est donc constante et l'enveloppe cher-
chée est une parabole dont le paramètre est 20a. Le
sommet o' de cette parabole est le milieu de la sous-
la n gen te 71/.

On établit, absolument comme nous venons de le
faire pour la relation précédente, que

hn r._ lao'.



Alors le foyer de la parabole [m) est a une distance du
sommet o égale a ad\ le foyer de la parabole (/?), enve-
loppe de 5u, est à une distance du sommet o' égale à ao ;
ces deux foyers coïncident donc, et ce foyer commun ƒ
est le symétrique du point a par rapport au milieu
de oo\

On est ainsi conduit à ce théorème :

Le lieu du sommet d'un angle droit dont les cotés
sont respectivement tangents à deux paraholes coaxalcs
et confocales est une droite perpendiculaire à l'axe
commun et qui divise le segment compris entre les som-
mets en parties inversement proportionnelles aux pa-
ramètres de ces paraholes.

II. — SUR LE CENTRE DE COURBURE DE L'ELLIPSE.

Considérons deux circonféiences concentriques (m)
et (p) et une droite fixe ox passant par le centre com-
mun o (fig* i\ 5 tirons les rayons ont et op également
inclinés sur ox.

On sait, et cela est une conséquence immédiate du
procédé de M. Chasles pour construire les axt-s d'une
ellipse dont on connaît deux diamètres conjugués, que
le milieu i de mp décrit, lorsque les droites om et op
varient, une ellipse (i) ayant o pour centre et un axe
dirigé suivant ox, que la somme des axes de cette ellipse
est égale a om et leur différence à op, que mp est nor-
male à cette ellipse, enfin que les segments mi et pi sont
tous deux égaux au demi-diamètre conjugué du diamètre
oi dans l'ellipse (*).

Pour avoir le centre de courbure de l'ellipse (/) rela-
tif au point i\ cherchons donc le point où mp touche
son enveloppe. Soit e ce point; la perpendiculaire à
mp au point e coupe en a la normale mo au lieu que dé-
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crit le point m et en jS la normale po au lieu que décrit
le point p.

Si nous représentons par d{jn) et d(p) deux déplace-

7 -Xi
ments infiniment petits correspondants des points ni etp
respectivement sur les circonférences (m) et (/?), nous

avons
d(m) m o

Mais, les angles xom et xop étant constamment égaux
entre eux, on a

donc
d[p) op"

ma. om mot. p $

p p op om op

Du point o abaissons sur rnp la perpendiculaire oq et

( ' ) MANNHEIM, Ouvrage cité, p . 204.



sur ajS la perpendiculaire or. Nous avons

op re oq
Mais

donc
om oq?

c$ ra.
— = — ou rS = <?a;
oq oq

par suite,
fime — otme,

d'où la construction :

Pour avoir le centime de courbure relatif au point i de
Vellipse (/), je porte sur la normale au point *, de part
et d'autre de ce point, les longueurs im et ip9 toutes
deux égales au demi-diamètre conjugué du diamètre io.
Je tire la ligne /nj3 jaisant avec la normale mp un
angle égal à Vangle omp ; ?nfi coupe op au point (3 ; du
point j3 j'abaisse sur inp la perpendiculaire (3 e; le pied
e de cette perpendiculaire est le centre de courbure
cherché.

Si donc on connaît deux diamètres conjugués d'une
ellipse, on obtiendra facilement, par cette construction,
les centres de courbure relatifs aux extrémités de ces
diamètres, sans qu'il soit besoin de déterminer les axes
de cette ellipse.

La construction précédente peut être modifiée en par-
tant de cette remarque, faite plus haut, que om est égale
à la somme des axes de l'ellipse (z) et op à leur diffé-
rence.

On voit facilement que les points e et q sont conju-



gués harmoniques par rapport aux points m et/;, ce qui
constitue un théorème de M. Chasles (*).

PROBLÈME. — Trouver le centre (Je courbure de
l'ellipse considérée comme enveloppe d'un côté d'un
angle droit dont le sommet parcourt une circonférence,
Vautre côté passant par un point fixe (2).

Soient ƒ (fig. 3) le point fixe autour duquel pivote le

coté tf de l'angle droit mth, et o le centre de la circon-
férence que décrit le sommet t.

La normale to au lieu de t coupe en n la normale fn
à l'enveloppe de tf. Du point n abaissons sur l'autre côté
de l'angle droit la perpendiculaire nm\ le côté tm touche
son enveloppe au point m et la normale en ce point
est mn.

Remarquons, en passant, que de celte construction ré-
sulte le théorème suivant :

La droite qui joint les projections d'un foyer d'une
ellipse sur la tangente et sur la normale en un point de
cette courbe passe par le centre de Vellipse.

( l ) Journal de Liouville, iPe série, t. X, p . 208.
M GILBERT, Méc. anal., p . fii, ex. 5.
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On voit facilement que le théorème est également vrai
pour l'hyperbole et la parabole.

Cela posé, avant de détei miner le centre de courbure
relatif au point /w, c'est-à-dire le point où mn touche
son enveloppe, cherchons la normale au lieu que décrit
le point n. Soit nh celte normale. Considérons alors le
triangle fnt.

Le point ƒ étant fixe, la perpendiculaire fn h tf cou-
pant en n la normale to au lieu décrit par f, et la per-
pendiculaire f h à nj coupant en h la normale nh au lieu
décrit par «, ona

rït^ __ tn

d n nh

AJais o étant le point où tn louche son enveloppe et
oi la normale à cette enveloppe, on a aussi

Donc
tn to ni nt
— — — ou - r ~ — .
nh ni nh nt

Par le point i menons iof parallèlement à tf ; nous
avons

ni no'

tiii nt

11 en résulte que no'— ot. Le point i est ainsi déter-
miné, et par suite la normale nh.

Considérons alors le triangle mtn. Le côté tm louche
son enveloppe au point 7/i, le côté tn au point o et le
côté mn au point e, centre de courbure cherché. De
plus, mn est la normale au lieu décrit par m, to la nor-
male au lieu décrit par ty nh la normale au lieu décrit
par n; nous avons donc, en appelant //j le point où la



perpendiculaire à mn en e coupe ///*,

d(n) nhx

d[r»)

dit)
d{n)

,l(m)

me

to

ni

me

d[t) tn

Multipliant ces égalités membre à membre, il vient

ni.

ni,

ni

to

tn
nhx.

ni.

nt

'no'

no'

nt

O U

ce qui montre que le point h^ coïncide avec le point h.
La construction du point e sera donc la suivante :

Une fois la normale mn (racée, on porte sur to la
longueur no''= ot; par le point o on mène la droite oi
perpendiculairement à ot, et par of la droite diparal-
lèlement à th] ces droites se coupent en 1*5 on tire ni
qui rencontre tf en h\ enjin, de h on abaisse sur mn la
perpendiculaire lie : le point e est le centre de courbure
cherché.

III. Su i t LE POINT OU LA DROITE DE SlMSON TOUCHE

SOIN EJNVELOPPE.

QUESTION PRÉLIMINAIUE.— Un triangle 'variable amb
se déplace de façon que ses sommets décrivent des
courbes données (a), [m) et (ft), et que ses cotés ma et
mb restent constamment parallèles à des directions
données : déterminer le point où le coté ab touche son
enveloppe (fïg* 4)«
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Soit e le point où ah touche son enveloppe; la nor-
male à celte courbe au point e coupe en a et p les nor-
males aoi et bfi aux courbes (a) et (6). Soient, de plus,

Fiff. 4-

t) if et t" les points où se coupent deux à deux les tan-
gentes aux courbes (<?), [m) et (b) aux points a, m et b.

D'après un principe de Géométrie cinématique ( J) ,
on a, en représentant par d(a), d[b) et d{m) des dé-
placements infiniment petits correspondants des points
/?, b et m sur leurs trajectoires,

n [a)
d[m)

d{m)
d[b)

d[b)
d(a)

at
mt

mt'

oc"

bi".be
at" .ne

et

(3)

ou, d'après le principe dont nous avons fait usage dans

(*) MANNUEIM, Ouvrage cité, p. Î>O8.

Ann. de Mathémat., 2e série, t. XIK (Juin 1880). IO



le paragraphe précodent,

Multiplions membre à membre les égalités ( i ) , (2) et

(3) ; il vient
at.mt'.ht"'. be

ou

(4)

mt.bt'. at".ae

ac at.mt'. bt"
be mt. bt'. at"

Multiplions maintenant membre à membre les égali-
tés (i), (2) et (?>')] il vient

at.mt1. b$

ou

(4'

mt.bt'. a

at.mt'
b\i mt.bt'

Des formules (4) el (4') résultent, pour le point ^,
deux procédés de détermination différents. Cela posé,
cherchons le point où la droite de Simson touche son
euveloppe.

Fig. 5.

Soit abc le triangle considéré [fig. 5). D'un point



quelconque m pris sur la circonférence (m) circonscrite
à ce triangle, abaissons les perpendiculaires mp et mq
sur les côtés ab et ac, et cherchons le point où la droite
pq touche son enveloppe.

Dans le triangle mpq, le sommet m décrit la circon-
férence (m); le sommet p, la droite ab\ le sommet q, la
droite ac; de plus, les côtés mp et mq se déplacent pa-
rallèlement à eux-mêmes, puisqu'ils sont constamment
perpendiculaires, l'un à la droite ab, l'autre à la droite
ac. Appliquons donc au triangle mpq la formule (4)
établie précédemment-, pour cela, menons à la circonfé-
rence [m] la tangente au point m, qui coupe ab en t et
ac en t'. Nous avons

qr qt''. mt. pa
pt' mt''. pt .qa

Mais

mt
et

pt / " \
n.t r

donc

qr pa.vosmt'q

pr ' - / \
qa . COS mtp

Nous déduisons de cette relation la construction sui-
vante du point e :

Par le sommet a, menons à la tangente tt' la paral-
lèle ax; portons respectivement sur ab et sur ac les
longueurs aqf = aq et apf ~ ap ; des points q1 et p'
abaissons sur ax les perpendiculaires q'i et pli, qui ren-
contrent ax aux points i et h; portons sur ax la lon-
gueur hr = ia ; tirons pr; par le point h, menons à pr
la parallèle hs, qui coupe ab au points; enfin, par le



point s9 menons à ac la parallèle ce, qui coupe pq au
point e : e est le point cherché.

Nous avons, en effet,

qe as ah ah p'a cosp'ax pa.cosmt'q
pe ps rh ai - ^ \ / " \

q a.cosq ax qa.cosmtp
2° Appliquons maintenant la formule (4')# La per-

pendiculaire |3y à pq, au point e cherché, coupe mp en
3 et mq en y ( fîg. 6). Nous avons alors

<77 qt\ mt
p\i mt'.pt

ou, d'après ce qui a déjà été vu,

q y

Joignons le point m au centre o de la circonférence
[m) 5 la droite rao étant perpendiculaire à **', nous
avons

mt'q — om<7 et mtp z=z omp.
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Donc

qy cos om q

cos omp

Par le point o menons à aft et à ac les parallèles ou
et oy qui coupent mp et m</ en u et en ^ à angle droit.
Alors

mv mo .cosomg qy
mu y^ /;B

mo. cos omp
Mais

par suite
cos mqe

mv qe
mu

qe mv

cos mpe

.cos mpe

. c o s ^

.cos mqe

pe s^
mu. cos mpe

Des points m, u et y abaissons sur p</ les perpendicu-
laires mm\ uu' et JV . Nous avons

m'v' =. mv.cosmqe,

m'u' — mu. cos mpe.
Par conséquent,

qe m'v'
pe m'u'

Nous obtenons ainsi très simplement la valeur du rap-
port dans lequel le point e divise la droite pq, ce qui
fournit une nouvelle construction facile de ce point.

[A suivre.)


