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SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS ALGEBRIQUES DONT
TOUTES LES RACINES SONT REELLES ;

Par M. Cm. BIEHLER.

I. Considérons I'équation

(1) <'+i”>m:A+Bi,

1— ix

dans laquelle le module du second membre est égal a
P'unité; nous allons démontrer que les racines de cette
équation sont réelles et inégales.

En effet, soit @, -+ ib, une des m valeurs de I’expres-
sion 'y A - Bi; on sait que a; + b =1, el la racine x,
de I’équation (1) correspondant a cette valeur sera don-
née par I'équation
12) s

11—z,

:ﬂ‘,.—l— ib )

, i(v—a,— ib,)
'3) Zy = B,
1+ a, + b,
En multipliant les deux termes du second membre

par 1 + a,— iby, il viendra

o 2.0,
e (14 @)+ b
ou
/ b}‘-
\4) Ly, = l":_;;

Toutes les racines de ’équation (1) sont donc réelles.
Elles sont inégales, car, si deux racines x., x,étaient
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égales, on aurait
(5) S

I+ @y 1+a,

En vertu des relations
an + b=,
ay + b* =1,
I'équation (3) devient

1—a, l-——ni‘.
(6) //‘A - b“

La comparaison des égalités (5) et (6) donne
o=a,, b,=2b;
. m=—"—715 .
par suite, comme les m valeurs de 'y A + Bi sont dis-

tinctes, les m racines de Péquation (1) seront aussi dis-
tinctes.

II. Comme premiére application de ce théoréme,
nous allons démontrer algébriquement que les racines de

. . , . o
I'équation de degré m qui donne les valeurs de tang -,

m
connaissant tangoe, sont réelles et inégales.

Cette équation peut s’écrire

(1= ix)"— (1 —ix)™
(14 ix)"+ (1— i.l:)”"

(7) ia =
en POSallt

a
tanga — « et tang— —.r.
m

L’équation (7) peut aussi se mettre sous la forme
(1 +ir)"(1 —ia) — (1 —ix)*(1+ia) =0
ou bicn
(8) <'_+__'_'I_‘>m: l__r_m

1-— 1~ ia
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Le cecond membre de cette équation est une expres-
sion dont le module est égal a I'unité ; ce module est, en
effet, la racine carrée de la quantité

(1 — e+ fa*
(1+a)y
onen conclut, en se reportant au théoréme démontré pré-
cédemment, que les racines de'équation (7) sontréelles
et inégales.

Pour la méme raison, les racines des équations

(9) (1+izy"— (1 — ix)"=o,
(10) (1+ir)"4 (1 — ix)"=o,
tirées de (7) eny faisant @ = o et @ = =, sont réelles
et inégales.

On peut d’ailleurs les mettre sous la forme

, . 14— ix\™
R - = W
11—

(12) <§%>m:—‘~l;

les seconds membres ont pour module I'unité.

III. Comme seconde application du méme théoréme,
nous allons démontrer que les racines de I'équation de
, . x a
degré m qui donne cos — «(uand on connait cosa sont
réelles.
. @ , . -
Silon pose cos— = x, cosa = a, I’équation dont il
m
s'agit est
(13) (z—l—\/x’—|)’"+(x~\/z’——x)m—- 24 = 0.
TFaisons actuellement la substitution

1T— 3

1+y"
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a toute valeur réelle de y correspond une valeur réelle
de x.

. . . —q. 9,
Par cette substitution, x?—1 devient ——, et Ié-

. (l+y2)l

quation (13) prend la forme
(14-2iy —yH "+ (1 — 20y — y*)m .
(14) TERIE 2a == o0,
ou bien
Ll 1m —_— m
(15) (I—L Gl Slm I‘yv —20=0,
(1407
ou enfin
(16) <I+1fy>m+<l—w>m— 2a =o.
1— iy 14y

N . , 1+ iy \"
Cette équation est du deuxiéme degré en (—- =)
1— i)

elle donne

(1) (o) =a=ii=a
Le module de chacune des expressions @ + iy/1 — a’,
a—1iy1—a® est égal & Punité; par suite, les racines
del’équation en y sont toutes réelles.
On obticent ainsi am valeurs de y ;5 ces 2m valeursde y

ne fournissent que m valeurs de x. Les expressions con-
juguées a-+i\i—a*, a—iyi—a® fournissent en
effet, pour (-i;:—%), des valeurs qui sont elles-mémes
conjuguées ; par suile, les valeurs de y correspondantes
seront de signes contraires. Les valeurs de y?* sont done

égales deux a deux ct donnent une scule et méme valeur
pour .



