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SUR UN THÉORÈME DE SI. LAGUERRE-,
PAR M. EDOUARD LUCAS.

M. Laguerre a exposé dernièrement quelques consi-
dérations nouvelles et fort remarquables sur la sépara-
tion des racines d'une équation algébrique à coefficients
numériques (Nouvelles Annales, 2e série, l. XVIII, p. i,
et t. XIX, p. 4SM Comptes rendus des séances de l'Aca-
démie des Sciences, i3 octobre 1879).

Voici, je pense, une manière plus simple et plus élé-
mentaire de présenter le principal résultat, sans qu'il
soit nécessaire d'employer la théorie des dérivées.

THÉORÈME DE LAGUEURE. — Soient f(x) = o une
équation algébrique, a un nombre positif, et

l A

Le nombre des variations de la suite

(2) /;,, ƒ„ / , , . . . , ƒ„_,, fm

est au moins égal au nombre des racines de Véquation
donnée qui sont plus grandes que a. Si le nombre des
racines plus grandes que a est inférieur au nombre des
variations de la suite, la différence est un nombre
pair.

Nous remarquerons d'abord que pour a = o ou re-
trouve le théorème de Descartes. Quant à la démons-
tration, elle est absolument semblable à celle que l'on
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donne dans les Cours pour ce dernier théorème. En
effet, soit b un nombre plus grand que a\ si l'on mul-
tiplie le premier membre de l'équation (i) par x— b,
on a

(x-b)f(x)
JC — Cl

-h £m_, .r -f- gm — ( b — a )

et l'on démontre de même que le nombre des variations
de la suite

(3) #o, #i, . -, gv-., ^ , — V«

surpasse au moins d'une unité, et en général d'un nombre
impair, le nombre des variations de la suite (2).

c. Q. F. n.
Cela posé, soient l'équation

/ ( . r ) = A o t f B I - 4 - A , * " 1 " 1 - 4 - A 2 r " 1 - 2 H - . . . - + - A m = o ,

et a un nombre positif; on calcule successivement

/o - " Ao,

y; — A 0 * -4- A , ,

/ ; —- Aoa
2 -j- A, rt -J- A , ,

ƒ , = A»as -4- A,<72 -t- A 2 ö -h X\T,

/ w _ Aofl"
l-t- A,*"1"1 -r- A./i"1-2 4 - . . H- Am.

Le nombre des variations de (ƒ0, . . . ,ƒ„ , ) est une
limite supérieure du nombre des racines plus grandes

que a. De même, en changeant x en - , on déduit que

le nombre des racines de l'équation proposée comprises
entre o via ne peut surpasser le nombre des variations
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de la suite

a

i i
i A __

de plus, si ces deux nombres diffèrent, la différence est
un nombre pair.

Exemple. — Soit l'équation

xh — 4-r4 •+• 3 ^ 3 — 7.x1 H- *}x •+- I == o.

D'après le théorème de Descartes, il y a, au plus,
quatre racines positives.

Pour a = i, on forme la suite

H-i, —3, o, —2, -f-5, -h6;

donc il y a au plus deux racines plus grandes que i ; en
formant la suite inverse, on trouve

-+-I, -+-8, -h 6, -h 9, -1-5, -f-6;

donc il n'y a pas de racines réelles entre o et 1 ; ainsi il
y a au plus deux racines positives, que l'on sépare en
faisant a = 2.

Remarque» — On peut appliquer les considérations
qui précèdent aux équations de la forme

= O et

et Ton obtient des théorèmes intéressants.


