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SUR LA REDUCTION DES POLYNOMES DU SECOND DEGRE
HOMOGENES A DES SOMMES DE CARRES;

Par M. H. LAURENT.

Le but de cette Note est surtout I'étude d’une équa-
tion remarquable que I'on rencontre dans un grand
nombre de questions d’Analyse, et principalement en
Géométrie analytique, dans la recherche des axes des
courbes et des surfaces du second ordre, dans la recherche
de leurs diamétres conjugués paralléles, dans la re-
cherche de leurs intersections, etc. Cette étude est plus
simple et plus compléte que celles qui ont été faites
Jusqu’ici.

Pour l'intelligence des questions qui vont suivre, il
faut savoir que I'on appelle substitution orthogonale
tout changement de variable de la forme

[z, = YuYi+ Yoyt .o i)
(“j’ ? = Y YYo= Yo n

dans lequel les coefficients y;; satisfont aux relations

i Y= 0y IYipYjp=1-

Quand on remplace x, x.. ..., x,par leurs valeurs {2),



(13)
la fonction x} + x} +...+x)devientyl 4y +... 4y 5.
Tel est le caractére des substitutions orthogonales.
Les changements de coordonnées dans lesquels les

anciens et les nouveaux axes sont rectangulaires sont des
substitutions orthogonales.

REDUCTION P UN POLYNOME DU SECOND DEGRE A UNE
SOMME DE CARRES PAR UNE SUBSTITUTION ORTHOGONALE.

On peut ramener le polynéme f=Za;x;x;a n va-
riables 4 une somme de 7 carrés, au moyen d’une sub-
stitution orthogonale. Effectuons, en effet, la substitution
orthogonale 4 coefficients indéterminés

[ xy PPy = Yaln
s B T AT TN 25 SIS o L

L= Yy Ye¥a . ~+ Yun¥ny

01l NoUSs supposons
{2‘] '/.’;L+'Yz:p+~'-+7rzu;u—_~07
(2 bis) Tialo ™ TapTr oo Pug Y 0y
la fonction f prendra la forme
S = Raglgny A YooY Yab e Y e e s
ou bien

VSRR LI TR TS R DL P TR S S
Si I'on pose alors
(3) L@y =0 pourpZv,
(4) 2 @Y je = A
la fonction f prendra la forme d’une somme de carrés

(5 S=Ayl Ay A
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Il reste a prouver que I'on peut satisfaire aux équations
(2) et (3), qui sont au nombre de

n(n—1) n-—l—”<n—l]::n",
2 2

comme les inconnues y,,. Or, si 'on appelle f] (xy, s, ...),
fa(xyy Xy ...), ... les demi-dérivées de X a, x, x, prises
par rapport a x, Xs, ..., €n sorte que
f‘z(‘rurh e e ) == alle+ n?l'r2+' . ‘+‘ (lmxny
les formules (3) pourront s’écrire
P

Yl @+ Qo+ .o g,
-+ 'Yu(am')’w—i‘ Ay, —+ ...+ azn"/n,) (Z o,

ou
'}'w.f| (71/1 Y29 = - ) -+ '}mlp.fl_;(?“q Davy v o ) -+...=0.
La comparaison de ces équations, ot I'on peut supposer v

fixe, avec les équations (2 bis), ou 'on supposera aussi
v fixe, donnera

e\ Yive Y209+ - - fz Y Jove - e nl Y1 21»'0-)
(6)f(7 v N AVIEY ) VAR .

Y. 72 e

Ces équations sont plus faciles a traiter que les équa-
tions (3) et (2 bis), et pour les résoudre nous suppose-
rons v fixe ; omettant alors pour le moment cet indice, qui
complique la notation, et introduisant I'inconnue auxi-
liaire s, nous poserons

ﬁ(?n‘/z, ---s’/r_zl fz(‘)’n'}'n-:-a'h)_

s = = ...

Tt 72
:f;x(')’la Y29 - - ',711)’
Un

d’out nous déduirons

fi—ys=o0, fimqs=0, ..., fi—qus=o0,
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ou bien, en remplacant f,, f;, ... par leurs valeurs

(au - ~")')’|+ APt oo QY= 0,
‘ Qg (an—*é‘)’yg—l—. v Qo= 0,

~3
~-

\ G Q= (“nn— s)u=o.

A ces formules il faut adjoindre, pour achever de déter-
miner les y;, 'équation (2), qui, en omettant l'indice v,
devient

'8} R S S R I

Si nous éliminons les y entre les équations (7), nous
aurons

a— s [ITY “ e a,
\ ay, Ayp— 3 .« a)y, .
\9) = o,
ap, Ay oo Ay — S

ou, en appelant F(s) le premier membre de cette équa-
tion

9 bis) F(s)=o.

L’équation F(s) = o est dudegré r; si elle a ses n racines
distinctes, en les appelant s,, 55, ..., $,, ..., 5., chacune
de ces racines, portée dans le systéme (7), (8), fera con-
naitre un systéme de valeurs des quantités vy, 7s,. .5 7a»
et le probléme que nous avons en vue sera résolu. Mais
il convient de soumettre cette solution a une discussion

approfondie. L’équation F (s) = o est ce que 'on appelle
I'équation en s.

DISCUSSION DE L'EQUATION EN S.

(Nous continuerons le numérotage des formules com.
mencé au paragraphe précédent.)
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Le polynéme Za, x, x, sera supposé a coefficients 1 éels.
Cela posé :
Trtoreme L. — L’équation en s a toutes ses racines
réelles.

Voici la premiére et la meilleure démonstration qui
ait été donnée de ce théoréme; elle est extraite de la
Mécanique analytique de Lagrange, qui a rencontré pour
la premiére fois I’équation en s dans I'étude du mouve-
ment de rotation des solides.

Si ’équation I(s) = o avait des racines imaginaires,
elle en aurait au moins deux conjuguées s, et s,, les va-
leurs de 7y, 7., . . . correspondantes, tirées de (7) et (8),
étant désignées par Piu, Yauy +« vy Yos €L J1vs Y2 o v 05 Tt
on aurait, en vertu de ces formules (7),

(an = ) Piu—+ @yt .o o= @Y= 0,

(l()] @y Yu = (an— s‘u.)'/u."i"- Ay, == 0,

e e e e o . e eee v s e e e seeen y

Yo+ Ao+ . .+ (ann‘_‘ Su.)']np.: o,

multipliant la premiére par y,,, la seconde par 7,,, ...
et ajoutant, on a

Y, an (7197\;"*“ ’/h'/m) .
== V.J-(VIL'IIV_,_ ek '/n,a.'}'nv),
on trouverait d’'une facon analogue
Ay YruY, -+ Ay ("/m'}’n -+ Y
:“'vl')'u'}'n +.o.0+ 7,11711’),
d’on, par soustraction,
(sy."" 51) (7|y.')'|v VYt oo Yuu Y =05

mais s, et s, étant conjugués sont dilférents I'un de
I'autre; de plus, 7. €t 74,y 745 €t 74,5, « .. sont des imagi-
naires conjuguées : donc ni s, — s, ni 'autre facteur
7171+« + « = VaiYw, ne peuvent étre nuls [en effet, y,,
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el 7,, élant conjugués, leur produit est le carré du mo-
dule de y,,, etc. Pour que Zy;, 7., fit nul, il faudrait que
Vi Y2 + - -» Jax J& fussent, ce qui est absurde, puisque,
envertu de (8), Zyi, =1].

On arrive donce 4 une conclusion absurde en supposant
que I'équation en s, F (s) = o, a une racine imaginaire,
ce qui établit le théoréme énoncé.

Tutorkme II. — 8 F (s) = o n’a pas deracines égales,
les n valeurs de s fourniront pour Yty Vs oo o5 Yns 1L SYS~
temes de valeurs bien déterminées.

En effet, les valeurs des rapports 3,1 v,:...: v, ne
pourraient étre mal déterminées et les valeurs de 7y,
Y23 » - -5 7nmal déterminées a I'aide de (8), que si tous
les mineurs du déierminant F (s) étaient nuls. Or ('),
F'(s) est la somme des mineurs de I'(s) au signe pres,
relatifs aux éléments (ay; —s), (22— ), ...; donc,
siyyt7: 1 ... 17, étaient mal déterminés, F (s) et F'(s)
seraient nuls a la fois, et F(s) aurait des racines mul-
tiples.

Il résulte de la que, si 'équation F'(s) = o n’a pas de
racines égales, la substitution orthogonale (1), dans la-
quelle les coefficients auront é1é calculés au moyen des
formules (7) ou (10), raménerale polynéome f=2Za, x; x;
a une somme de n carréss les coefficients A;, A,, ... de
¥,y ... se calculeront comme il suit : si F'on mul-
tiplie la premiére formule (10) par 9, la seconde par
Yaus €lC., et si L'on ajoute, on a

2y i — Sa(Via T Via oY) =0,

(') En effet, pour prendre la derivée de F(s), on peut considerer
cette fonction comme composée de @,, — 5, @y, — S, ..., a,,—setlona

F'(x):—F' F R rf

ay—s — Yay—s— s 3
les diverses parties de cette somme sont des mineurs de F.
Ann. de Mathémat., 2¢série, t. XIX. (Janvier 1880.) 2
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ou, en vertude (4) et de (8),
A,—s,=—0;
ainsi le polyndme fse réduit a

S=sxt Enyl 4 sy,

DEMONSTRATION D UN LEMME POUR L EXAMEN DU CAS
OU L'EQUATION EN § A DES RACINES MULTIPLES.

Pour étudier le cas oit I'équation en s a des racines
égales, mnous serons obligé de nous appuyer sur un
lemme que nous allons établir.

Considérons le déterminant

| an an ... ay
ay a, ... @
G @ oo g |

Soit, en général, o; le coefficientde a;; dans ce détes -
minant A; si I'on muliiplie la formule précédente par
celle-ci @

l &Ly &g LA &in !
i
%oy K3 - (237 )
| — A,,
1 . e !
| |
‘ 271 Tnz L Lnn l
en ayant égard aux relations
) ) osiiZj
(a) Qi @yitaj—b - . o A = | & si - »
on aura
A ... O ’
b] . 8
= AN
o o . A
ou
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donc

(b A'— A,

J

Pour représenter le coefficient de a,, dans A, on peut
considérer tous les éléments de A comme des variables
indépendantes, et alors A sera une fonction du premier
degré, par rapport a chaque élément pris individuel-
lement. Le coefficient de a,, sera alors la dérivée de 4,
prise par rapport a a,, ; ainsi

!
\C} Qy = -\:1‘,9
que nous écrirons aussi

@y, =A"(a,)

pour éviter les superpositions d’indices ; de méme le coef-
ficient de a,, a;; pourra étre représenté par la dérivée
de A prise par rapport 4 a, et ay. Ce coefficient sera
donc
A’ (a,,,au),
et ainsi de suite.
Ceci posé, on a

X %2 Zin
%2y %2 . ®n —
— A%,

Zni Zna %pn
I o] o . [s)
o I o . (o]

4

Ay Ay Az ... ay | =A@y, an).
Ay Qpp Upy . . Uy,

Multiplions ces formules membre 3 membre, en vertu
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des formules (a), nous aurons

[T TR YR Xny

Uiy @Ky Ry . %n2
c o A . o 1 =12 (@, an),
lo o o . o !
¢’est-a-dire
(“n“n— 1]2““) At = A" (alls au) an—t,
ce qui peut s’écrire, en vertu de (&) et (c),
A'(ay) A" (an) — A (ay) A (@) = AA"(a,an)

en permutant les lignes et les colonnes de A de maniére
que la '™ et la k*m ligne deviennent la premiére et la
seconde, et de maniére que la j'™° colonune et la /'™ de-
viennent la premiére et la seconde, on a

1) A'(a,) A (ay) - A (ag) A (ay) =AD" (ay, an).
En multipliant entre eux les déterminants

%y %z e Gyp I

et
1 0O o0 O ... O
o 1 0o o . O
o o 1 o . o
gy @z« o eee Qg ;
A, QA e e Opp
on trouve
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ou plus généralement

Ry Sy Ay
{1 3) Ay XK %pl | A:Aw(al/‘ Qkly Apz e
%q kg Zpg

On voit facilement comment on généraliserait.

CAS OU L'EQUATION EN § A DES RACINES EGALES.

Tatoreme. — Si I'équation en s a une racine double
5,y tous les mineurs de F (s) ont la racines,. En gé-
néral, st I'équation en s a une racine s, d’ordre de mul-
tiplicité. M, tous les mineurs de F(s) jusqu'a I’ordre
M — 1 sont nuls pour s =s,.

En cffet, si F (s) = o0 a une racine double s,, on aura
a la fois F(s)=oet F'(s) =o0. Or, en vertu du théo-
réme des fonctions composées, si 'onregarde F (s) comme
une fonction composée de @y, — s, @yo—5,. . ., G — $,
Péquation F’(s) = o s’écrira

—Flay—s)—Flay—' —...—F(a,—s) =o0;
en multipliant par I/ (a,;—s), on a

[F'{an—s)] +F (a,—s) F'ap—s)+...
+F (a,—s)F (am—s)—o.

(13)
Or, en vertu de (11), 0on a
F.¥'(a,—s,a,—s) =F(a,— s)F (@, —s) — [F' (a,))
et, si 'on suppose F = o,

¥ay—s)F (a,— s) = [F’(n.,)]”;

Péquation (13) peut alors s’écrire

4y [Flay—s)P+[F (an) P +. ..+ [F'(aw)]=o,
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d’ou 'on conclut ' (a;, —s) = o, F'(a;;)=o0,..., et
I'on verrait d’une fagcon analogue que tous les mineurs
de premier ordre de F sont nuls.

D’ailleurs, si F(s) admet le facteur s — s, trois fois,
le premier membre de (13)'admettra au moins trois
fois aussi, ainsi que le premier membre de (14); on
pourra donc le supprimer deux fois, et 'on voit que

Fla,—s) F'la,)

9
§— Sy § —- S,

b s

s’annuleront encore pour s = s,. On verrait de méme
que, si F(s) admet M fois le facteur s —s,, ses mineurs
Padmettront M — 1 fois.

Ceci posé, en représentant, pour abréger, F'(a,) par
a,j,on a, envertu de (11),

(15) Gy Rpp — ARy — F-F”(alp all);

or, si F' admet trois fois le facteur s —s,, les o,; 1'ad-
mettront chacun deux fois : le premier membre de cette
formule 'admettra donc au moins quatre fois et, par
suite, [’ (a,, a;;) 'admettra au moins une fois.

Donc, si F(s) auneracinetriple s,,ses mineurs d’ordre
un et deux s’annuleront pour s =s,.

Si I’ admet s, pour racine quadruple, ses mineurs
seront divisibles par (s —s,)* et, en vertu de (15), ses
mineurs du second ordre seront divisibles par (s — s,)2.

Mais la formule (12) appliquée 4 F donne

Gy x4y Zpy
Ayl Rk Xpl | = F? Fm(aujv Akly ”pq);
%g Kk Cpg
le premier membre admet alors le facteur (s —s,)°.

I'* admet le facteur (s—s,)%: donc F” admet le fac-
teur s — s,, et ainsi de suite.
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Nous pouvons maintenant prouver d’une maniére
générale que le polyndme f est réductible en tout cas a
une somme de 22 carrés par le moyen d’une substitution
orthogonale.

En effet, supposons que I’équation F(s) = o admette s,
pour racine d’ordre de multiplicité M : les équations (10)
se réduiront 4 n — M équations distinctes, puisque tous
les mineurs de F, jusqu’a 'ordre M — 1 inclusivement,
sont nuls, et que ceux de 'ordre M ne le sont pas lous.
On peut donc assujettir les 7, 4 M —1 nouvelles rela-
tions; il y aura alors une infinité de maniéres de réduire f
4 une somme de carrés, et 4 la racine s, correspon-
dront M coellicients A, égaux entre eux. En résumé,
on peut énoncer le théoréme suivant :

On peut toujours ramener le polynéme

f('Tle"'lv s "Tn)
a la forme
SY] S b Sadns
au moyen d’une substitution orthogonale;s,, ;. ..., s,
sont alors les racines de l'égquation en s; F (s) = o.

UTILITE DE LA THEORIE PRECEDENTE.

D'aprés ce¢ que I'on vient de voir, pour découvrir,
pour ainsi dire sans calcul, en combien de carrés posi-
tifs, négatifs ou nuls on peut décomposer le polynéme
JS=2a;x;x;, on formera I'équation en s; le nombre
de ses racincs positives, négatives ou nulles sera le
nombre des carrés positifs, négatifs ou nuls dans les-
quels f pourra se décomposer; d’ailleurs, comme I'équa-
tion en s a toutes ses racines réelles, le théoréme de
Descartes nous montre que les racines positives sout
en nombre égal a celui de ses variations : donc le poly-
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nome [ est décomposable en autant de carrés positifs
que ¥ (s) présente de variations.
Mais voici d’autres applications :

Pour que le polynéme f soit un produit de deux fac-
teurs linéaires, il fauut que l'équation en s ait n — 2 ra-
cines nulles; en eflet, alorsle polynéme f'se ramenant a
la forme Ay} + A, y! pourra aussi s'écrire

(\/E}’l -+ \/_ Az}'z) ‘\(\/X;)‘l — VI"‘ Az)'z)-

Pour que le polynéme f soit un carré parfait, il faut
we tous les coefficients de I’équation en s soient nuls, a
u 2
Uexception des deux premiers.

QUELQUES MOTS SUR LA REDUCTION SIMULTANEE DE DEULX
POLYNOMES A UNE SOMME DE CARRES.

Unesubstitution orthogonalen’altérant pas une somme
de n carrés, en d’autres termes, x} + a2 +. ..+ x; de-
venant 3! + y2 ...+ y, par une substitution ortho-
gonale, il en résulte que on peut toujours, au moyen
de deux substitutions orthogonales successives, ramener
simultanément dcux fonctions du second degré a des
somiwes de carrés. En ellet, considérons les deux fone-
tions & n variables

JS=zajrir;, g§=3bjruzx,

ellectuons la substitution orthogonale qui raméne f'a la
. 2, 2,
forme sy} —. .4 5.)n, €D POSANL Yy == —=3 J3== —=s <}
Vs Vs:
lafonction f'sera ramenée a la forme z} + 2} +...+ 27,
et la fonction g pourra étre représentée par Z¢;; 2, z;. Si
maintenant ou effectue une nouvelle substitution or-
thogonale, celle qui raméne Zc,;z;z;a une somme de
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carrés At +...+ A.t, fprendra la forme
g4t 4.t

puisque la définition méme dela substitution orthogonale
est de conserver leur forme aux fonctions

2! + 2l 4+ 4z

La méthode que nous venons d'indiquer tombera en
défaut quand f'et g seront a la fois des sommes de moins

de n carrés, parce qu’alors la substitution y = —> . ..
Vs
sera illusoire, I'une des quantités s, s’annulant. Mais

alors f'et g ue sont plus, a proprement parler, des fonc-
tions de n variables, et c’est sur les variables eflectives,
c’est-a-dire réduites a leur minimum, que Pon effec-
tuera les substitutions orthogonales dont il a été question.

Comme on le voit, la substitution unique qui revient
aux deux substitutions orthogonales que 'on est obligé
de faire ne sera pas toujours réelle, puisque I'on doit
remplacer y, par Vz}., ... clque s, Sy, ... pcuvent étre

‘
négatifs; mais on voit qu'elle sera réelle si l'une des
Sormes fou g est unc somme de carrés tous positifs ou
lous négatifs.

La possibilité de réduire deux formes a des sommes
de carrés étant établie, voici comment il conviendra de
procéder dans la pratique.

On effectuera sur f et sur g la substitution (1) sans la
supposer orthogonale, c'est-a-dire sans suppeser les
relations (2) et, pour ramener fet g i des sommes de

carrés, on poscra, comme on a fait plus haut pour f'
seul,

(16) Tay ity = 0,  Sbypuy, = o,

(17) Y= Ap  Tbii7invjp = B,;
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en appelant alors f1, f5, « .. les demi-dérivées de
St Yoo -+ - ),

prises par rapport a ¥iu, Vaus <., €t gy, g1, ... celles
de g(512 Y240 - - - ) par rapport aux mémes variables y,,,
Yaay + + +o les formules (16) et (17) s’éeriront
‘ﬁ Ty +f17-' =+ .. ‘4“‘f;:7n/ = 0,
(18) ) &Yt o T §uYu, = Oy
Loyt Lopn— o = AL,

1Y oo uun— B,u
ou

(19) f\"/wu'y:‘“ ...):AW g Yiws Fire "'>:Bl*'

Des équations (18) on tire

i f,

p— _— e e = Y

81 ] En

et, si 'on désigne par X cette suite de rapports égaux, on
aura, pour déterminer ¥y, Ysu, - « - » 7us, les équations

Si—ghr—=o0, fi—g)=o, ves Ju— 8t = 0,

que on peut écrire

(au_ )‘bll)‘\/lll.

h k(llz‘_‘ )‘[}u)'y“.’*_' o ((lm— )‘]’m Vg — 0,

(20) .................. N
(anl - )‘bnl)%g.

-+ (um_ )\bnz)'Yu.‘f'“ . \ann - )\bun) Tna == 0.
Pour les résoudre, on formera I’équation en

”u‘“)‘bu "w’")\bn .o (lm*‘)bm

a,—2b,, a. — by ... au,— Aby,

a,,—) bul Uy — A b/n . Upy— ) bnu
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Cette équation anracines Ay, 2oy -« -5 Ay ooy Xy Ces
racines portées dans les équations (20) feront connaitre
les rapports des quantités 7, a4, - - - & Fune d’elles; on
achévera de les déterminer,si 'on veut,en se donnantA,,
As, .., A,

Chagque racine de I’équation en A faisant connaitre un
groupe des quantités 7y, 74, - - -, le probléme sera ré-
solu.

Si 'on multiplie les équations (20) par yy,, Yaus + « -
respectivement et si on les ajoute, on trouve, en rempla-
cant X par 2,

S0 T -+ ) =28 (70 Yo -+ - ) =0,
ou

A,=— s5,B,.

Ainsi, en résumé, pour ramener simultanément deux
formes a des sommes de carrés, on peut se donner arbi-
trairement la forme réduite de 'une

By?+B,y:—+...+ Byyn,
et 'autre sera alors
B,).,_)’f —+ B;)-L'V: B Bn)‘nyr:ir

Mj oy « ooy My étant les racines de Iéquation obtenue en
égalant & zéro le déterminant dont les éléments sont
les coefficients des dérivées de f— 1g.



