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LIEU DES POINTS DE RENCONTRE DES TANGENTES COMMUNES
A UNE GONIQUE ET A UN CERCLE;

Par e P. LE COINTE, S. J.

Par deux points donnés sur une conique, on fait
passer une circonférence quelconque wariable, puis
on méne a ces deux courbes des tangentes communes :
trouver le liew geéométrique des points de rencontre
de ces tangentes considérées deux a deur.

Cette question a été traitée a diverses reprises dans les
Nouvelles Annales de Mathématiques ('), mais les géo-
métres qui s’en sont occupés l'ont toujours résolue en
admettant que les deux tangentes communes dont on de-
mande le lieu du pointde rencontre sont choisies de telle
sorte que leurs deux cordes de contact avec la conique
donnée et avec le cercle variable concourent en un méme
point de la droite joignant les deux points donnés sur
cette conique. Comme cette hypothése ne se réalise qu’au-
tantque I'on fait un choix convenable des deux tangentes
considérées parmi les quatre tangentes communes a la
conique et au cercle, les solutions susdites sont incom-
plétes et ne nous paraissent nullement répondre au désir
exprimé autrefois par Terquem (*).

(') 2¢scrie, t. 11, p. 481 (année 1863 ), solution de MM. Mister et Neu-
berg. — 2¢ série, t. IIl, p. 49 (année 186} ), solution de M. P. Serret.
— 2° série, t.XII, p. 23 (année 1873), solution de M. Doucet. — 2° serie,
t. XIX, p. g1 (année 1880 ), solution de M. Macé de Lépinay.

(*) Nouvelles Annales, 17 série. t. X, p. frt.
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La maniére dont nous allons présenter la solution de
la question nous semble ne rien laisser a désirver.
Solution. — Désignons par S la conique donnée, par A
et B les?deux points donnés sur cette conique et par T
la circonférence variable passant par ces deux points.
Prenons pour axe des x la droite tracée par les deux

Iig. 1.

points A ct B, et pour axe des y la perpendiculaire a
cette droite menée par le point O, milieu de la dis-
tance AB.

Si I'on pose OA = OB = p, les équations des deux
courbes S et T peuvent s'écrire respectivement

(8) z* -~ 2Bay 4+ Cy* + 2Ey — p* =o,
(r) x4y — ody — p* == 0,
ct, dans ces équations, tous les cocfficients sont suppo-
sés donnds, sauf d, qui est variable.

Soient o, 3 les coordonnées d'un point du lieu.

On sait que I'équation des deux tangentes a S issues
de ce point («, 5) est

(@ =4 2Bap + Cf? + 2Ef — p?)(2® + 2Bay 4 Cy? + 2Ey — p?)

—[{¢+BBjx + (Bx+CB+E)y + (EB — p*)] = o,

et que I’équation .des deux tangentes a I issues de ce
q 8
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méme point est

(o2 + p* — 2dB — p*)(2* + y* — 2dy — p?)
—[az+(B—d)y —(dB +p*) ' =o0.
Comme ces deux couples de tangentes partent du méme
point («, f3), pour exprimer que ces deux couples n’en
font qu’un, il suffit d’exprimer que les coefficients des
termes en x*, xy et y*, dans ces deux équations, sont
respectivement proportionnels ('). On a ainsi égalité
entre trois rapports, ou, si I'on veut, en désignant
par K la valeur commune de ces rapports, on a les trois
équations
(1) (C—B)f + 2Ef — p* =K (p" — 2df — p?),
(2) (B*— C)aB~+ BEB — Ex— Bp? = Ka(d— ),
(3) (C—B*)a*—2BEa— E? — Cp* =K (& — p* — d?),

entre les indéterminées K et d.

Si I'on remarque que le second membre de ’équa-
tion (1) peut s’écrire

—K[B(d—p)+(ap+p*)]

on voit de suite qu’en ajoutant les équations (1) et (2),
aprés avoir multiplié les deux membres de la seconde

B

par ~» il vient

Eof + BEf? — p’a — Bp'p = — Ka(dp + p?),
c’est-a-dire
(4) (EB —p*)(a+ BR)=— Ka(dp + p*).

Nous substituerons cette équation a I’équation (1),

(') Eneccrivant que les deux couples de tangentes coupent 'axe des x
au méme point, le calcul est plus rapide et on obtient I'equation (4)
sans transformation. Cn. B.
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c’est-a-dire que nous considérerons le systéme des trois
équations (2), (3)et (4).

Pour avoir le lieu demandé, il suffit d’éliminer K et d
entre ces trois équations. En divisant les équations (2)
¢t (4) membre & membre, on aura une équation du pre-
mier degré en 4 qui fournira la valeur de cette indéter-
minée en fonction des coordonnées «, 2, et, portant cette
valeur dans I’équation qui est le résultat des deux équa-
tions (2) et (3) divisées membre a membre, on aura
'équation du lieu, que nous désignerons ici par

(5) o(ay ) =0 ().

Sans nous arréter davantage, pour le moment, a cette
équation générale, qui est du sixieme degré en «, 3, nous
allons étudier plus particuliérement une partie du lieu
qu'elle représente.

Lorsqu’une conique quelconqne X est doublement tan-
gente & deux autres, que nous supposerons éwe S et T,
on sait que les deux cordes de contact vont concourir en
un certain point qui est le point de rencontre de deux
autres droites constituant un systéme de sécantes com-
munes a ces deux coniques S et I". Or, le couple des deux
tangentes communes aux deux coniques S et I', que nous
avons considérées issues du point («, ), constitue une
ligne du second ordre doublement tangente a ces deux
coniques, et, par suite, nous pouvons nous proposer de
chercher le lieu des points («, 3) pour lesquels les deux

(*) SiYon représente respectivement par M,, M,, M, les premiers
membres des équations (2), (3), (4), cette équation (5) peut s’ecrire

(A, 4 M) [ B, +M,)-(p" -+ @) M1 = (p + 3 ) (M} + pM1),
et, dans cette équation, I’expression
a(AM, M)+ (p*+ )M,

n’est que du second degre en «, 8. (Poirla seconde Note ci-apres.)
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lignes de contact des deux tangentes communes issues
de chacun de ces points vont concourir en un méme
point de la sécante AB (axe des x), commune aux deux
coniques Set T (').

Les équations des deux lignes de contact en question
sont respectivement

(¢ +BB)x+ (Ba+CB+E)y +(Ef —p*)=o,
az—+(f—d)y—{dp +p')=o,

et, pour que ces deux lignes rencontrent la droite AB.
c’est-a~dire I'axe des x, en un méme point, il faut et il
suffit que I'on ait

pr—EB _ dB+ 2

2

o+ B - x
d’ou 'on tire
s P’ —EB)
! B 4 prom ——— 1
\b) ([ r 1+B§ ’
E« + Bp?
d—=— — .,
(7) «+ BB

Portant la valeur (6) de d3 + p* dans I'équation (4),

il vient
\2
(8) K — (« + BB

2

&

Maintenant, si I'on substitue les valeurs précédentes
de K et d dans I'une et 'autre des équations (2) et (3),
et si, pour abréger, on désigne'expression

(B*— G —+1)a'+ 2Baf + B*B? + 2BEa + B*p?

par F («, ), il vient respectivement, pour résultats de

(') C’est la forme sous laquelle M. Macé de Lépinay a résolu la ques-
tion (loc. cit.).
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ces substitutions ('), les deux équations
BF (2 p) =0, (a?—p’)F(a p)=0,

lesquelles doivent étre vérifiées simultanément par les
coordonnées a, 3 de tout point du lieu cherché; d’ou il
suit que les points de ce lieu sont d’abord tous les points
de la conique représentée par I'équation

(9)

{ F(x, 1’3):(32——(}—1—1)17
~+-2B«8 + B!? + 2BEx + B?p?=o0,

et. de plus, les deux points fournis par le systéme des
deux équations

«*—p*=o0, P=o,
c’est-a-dire les deux points A et B.

On se rend parfaitement compte de 'existence de ces
deux points comme faisant partie du lieu en question
en jetant les yeux sur la fig. 1, ou sont tracées les
deux tangentes communes CD, C'D’" a la conique S et
au cercle I', C et D éiant les points de contact de la pre-
miére et C/, D' ceux de la seconde. Si l'on fait varier le
cercle T de maniére qu'il tende 4 devenir tangent en B
a la conique S, alors les deux droites CD et C'D’ tendront
a se confondre avec la tangente en B a cette conique, et
leur point de rencontre tendra lui-méme vers B comme
position limite. Quant aux deux cordes de contact CC/,
DD, elles tendront aussi a s'identifier avec la tangente
en B i la conique S. Ainsi le point B est bien un point
du licu cherché. Il en est de méme du point A (*).

Relativement a I’équation (g9), comme tout systéme
de valeurs de «, 5 qui vérifient cette équation est aussi
une solution de 'équation (5), le premier membre de

(*) Poir la premiére Note ci-apreés.
(*) Cette explication est singuliérement contestable. CH. B.
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cette équation (g) doit &tre un diviseur de la fonc-
tion P («, 3), ce qui améne ainsi la décomposition de
I'équation (5) en deux autres, l'une du second degré,
qui est I'équation (9), et Uautre du quatriéme degré.
Cette décomposition sera donnée dans la seconde Note
ci-aprés.

La conique (g) se réduit & une seule droite, qui est
Paxe des y, sil’'on a B=o0; et, comme cela a lieu tant
que C est 2 1, on peut en conclure qu'il en est encore
ainsi pour C = 1; dans cette circonstance la conique S
est un cercle.

Si BZ o, la conique (9) est une cllipse, une hyperbole
ou une parabole, selon qu'on a

B?*— C> ou < ou —o,

c'est-a-dire selon que la conique S est une hyperbole,
une ellipse ou une parabole.

Pour que la conique (g9) fit un systéme de deux
droites, on devrait avoir

(10) (B —C) =E,

cequi entrainerait B> — C >> 0. Mais alors la conique (g)
ne serait qu'un systéme de deux droites imaginaires, ou
plutét elle seraii réduite a un seul point réel, et cela ne
peut avoir lien ici, car, si I'on pose B*— C = /%, I* dé-

signant une quantité positive quelconque, I'équation de
la conique S devient

E2
2!+ 2Bxy + (B*— 1)y + 2Ey — =0
c’est-a-dire
x+By)—(ry—E)}=o.
Cette conique S serait donc elle-méme un systéme de

deux droites, ce qu’'on ne suppose pas dans la question
traitée ci-dessus.
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La relation (10) se présenterait si on avait p = o,
E = o, ou bien C = B%, E = 0; mais, dans ces deux cas
la conique$S ne serait plus qu'un systéme de deux droites.

PROPRIETES RELATIVES A LA CONIQUE (9).

I. La conique (9) et la conique S sont homofocales.
Car, si l'on désigne par (&, ) les coordonnées d’un foyer
de la conique S et par f(x,y) le premier membre de
I'équation de cette conique, on a les deux relations

Gx = Clf(&a) =1 — f° 4BSf(E,n)=Lf,,
c’est-a-dirve
[ (B*— C)(n*— &) — 2BEE
{11) — 2By —E 4 p'(1 —C)=o,
(B’——C)En — EE + BEyn — Bp?*=—o.

Or, on sait aussi que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que le point (&, ) soit un foyer de la co-
nique (9) est que P'on ait les deux relations

f(1 — C)F(E,2)=F* —F?, 4BF(£x)=FF,

et I'on vérifie sans peine que ces deux relations ne sont
autres que les relations (11). Donc, etc.

II. La conique S éiant supposée fixe, invariable, tra-
cons une corde quelconque paralléle a la droite AB, et
soit y = A I'équation de cette corde.

Désignons par x, y, les coordonnées du point O,
milieu de cette corde. L’équation qui donne les abscisses
des points de rencontre A’ et B' de cette droite y = A avec
la conique S est

2?4+ 2Blx + CX* + 2EXA — p’=o,

et, par suile, on a Xy = —B3; d’ai]lcursyo-:: A.

Ann. de Mathém., 2¢ série, t. XIX. (Mars 1880.) 9
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Transportons les axes des coordonnées paialléle-
ment a4 eux-mémes en ce point (&, 3o); I'équation
de la conique S devient, en y faisant x =X —BA,
y=Y+),

X? + 2BXY + CY?
+2[(C—B*)) +E]Y +(C — B)»*+~ 2EX — p*=o,

et par suite, si I'on résout la question précédente relati-
vement a la méme conique S et en substituantla corde A’B
alacorde AB, la conique qui correspondra a la conique (g)
aura pour équation, par rapport au nouveau sysliéme
d’axes de coordonnées,

B'— C + 1) X + 2 BXY + B*Y?

(12) |
| +2B[(C— B2 +E]X +B[p*—2E) — (C— B)¥]=o0.

Si I'on revient au systéme primitif d’axes de coor-
données, cette équation (12) se transforme en 1’équa-
tion (9), d’ou résulte cette propriété que, relativement
au lien géométrique, objet de la question traitée précé-
demment,la partie de ce lieu consistant en la conique(g)
ne change pas si la corde AB se déplace parallélement
& elle-méme dans la conique S supposée fixe, inva-
riable,

III. Dans la conique S, considérons la corde A, B,
symétrique de AB par rapport a 'axe focal, et tracons
dans cette méme conique une corde quelconque CD pa-
ralléle 4 A B,. SoitI le pointou elle rencontic AB.

Désignons par §' la conique (g) et par S la nouvelle
conique qui serait substituée a celle-1a si I'on remplagait
les deux points fixes A et B par A, et B, ou, ce qui re-
vient au méme d’aprés la propriéié précédente, par C
et D. Je dis que ces deux coniques S' et S, n’en font
qu’une.
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En effet, la corde CD étant parallele 4 A, B,, droite
symétrique de AB par rapport i I'axe focal, on sait que

Fig. 2.

ya!

\
Y

/

/
/
7

les quatre points A, B, C, D appartiennent 4 un méme
cercle T'y, et, comme cette corde CD a é1é menée quel-
conque parallélement 3 A, B;, on peut obtenir ainsi une
infinité de cercles 'y, Ty, .. . telsque Ty, passant chacun
par les deux points A et B et en méme temps par les
extrémités d’une corde de la conique S paralléle a A, B,.
Or, si nous considérons la conique S et I'un de ces cercles,
par exemple Ty, AB ct CD sont un systéeme de sécantes
communes a ces deux courbes, et il y a un couple de
tangentes communes a ces deux mémes courbes pour les-
quelles les deux cordes de contact concourent en 1. Le
point M d’intersection de ces deux tangentes est alors un
point de 8 et aussi de §,. Ces deux coniques §' et S se
trouvent ainsi avoir une infinité de points communs ;
donc elles se confondent.

Les deux derniéres des trois propriétés précédentes
ont été indiquées par MM. Mister et Neuberg et par
M. Macé de Lépin:;y (loc. cit.); mais leurs démonstra-
tions sont différentes de celles que nous venons de
donner.
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Premiére Note. — Lorsqu’on porte les valeurs de K
et de d dans I'équation (3), il vient d’abord

(B*— €+ 1)a* + 2Ba®B + B*«*f+ 2BE«?
={(1 — C)p*=2* + 2Bp*uf + B*p?f? + 2 BEp*a -+ B2,

et,ajoutant aux deux membres de cette derniére équaiion
la quantité B*p*a?, elle peut s’écrire

[(B*—C + 1)a*+ 2Baf
+ B’f? 4 2BE« + B’p’](ac’——« p’) —o.

Seconde Note. — L’équation (5) étant développée, si
Pon divise son premier membre par cclui de 1'équa-
tion (g), on obtient pour seconde équation, qui avec cette
derniére représente les deux courbes constituant le lieu
de I'équation (5),

(13\ ‘fz[pz_(Bz—C)pT]“I
Pl = 2Bp(ER—pt)ap — (B +p) (B — p) = 0.

Relativement a la courbe du quatriéme degré, repré-
. . L
sentée par cette derniére équation (13), nous nous bor-
nerons aux indications sunivantes :
o . 2 al v ) 3
1° Si B*—C est >>o, elle a deux asymptotes paralléles
a P’axe des x, lesquelles sont représentées par les équa-
tions

2

VB:—C

y==x L

etellen’en a aucune autre.
De plus, selon qu’on a
(B*—C)p* — (C+ 1)E’p* — E < ou = ou >>o,

2
le point dont les coordonnées sont-o, ]—;3— est un point

double ordinaire, ou un point de rebroussement, ou un
) ’
point isolé de la courbe.
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2° Si B* — C est <o, la cowrbe n’a pas d’autres asym-
ptotes que les deux droites représentées par les équations

_pR_ p(pR—BE) __ PR p(pR-+BE)
YEETY T ER O YT TEST T ER
dans lesquelles R désigne la racine carrée positive de la
quantité C — B,

3° Si B> —C=o, elle n'a aucune asymplote réelle
située a distance finie.

4° Dans le cas de B2*— C <o, le point dont les coor-

données sont o, % est un point double ordinaire de la

courbe.

5° La courbe rencontre I’axe des x aux deux points A
et B et en aucun autre point réel (*). Nous trouvons ici
ces deux points comme faisant partie du lieu représenté
par I'équation (13), parce que, supposant, par exemple,
que le cercle variable T tende 4 devenir tangent en Ba la
conique S, du moment qu’i! n’est pas considéré dans
cette position limite, les deux tangentes CD et C'D’dont
il a été question ci-dessus donnent toujours un point de
rencontre qui appartient a ce lieu.



