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SUR LA TRANSFORMATION DU DETERMINANT DE M. SYLVESTER
EN CELUI DE CAUCHY;

Par M. Cu. BIEHLER.

Lorsqu’on a deux équations, I'une f(x) =o de de-
gré m, l'autre ¢(x) = o de degré p (nous supposerons
p < m), savoir
(I) j'(-r}r:Aa.z”'+ A" '—...-~ A,=— o,

(2) ¢(7) =BxP -+ BaP~' +... 4+ B, =o,

on peut exprimer sous deux formes différentes la con-
dition nécessaire et suffisante pour que ces deux équa-
tions aient une racine commune.

L’une d’elles, due a M. Sylvester, s’obtient, comme
’on sait, en égalant a zéro le déterminant d’ordre m -+ p
du systéme des m + p ¢quations

aP='f x)=:o, ™ e(z)=—o,

o3 f x) =o0, x"*p({z)=o,

zf(r)=o, rg(x)=o,
z)=o, ¢lx)=o0,
considérées comme linéaires en a™tP—1, amir=?
x, a0,

La seconde a été donnée par Cauchy : elle s’obtient
en égalant a zéro un déterminant d’ordre m que l'on
forme comme il suit. On considére les p équations

[ Ayt 4= At oA
‘ Bo.c"‘*‘l’ et 4 BM,,_,,._‘
(3) ' A om=t L AL 2m T 4L A,
\ Burpma™ 4 Buspmp 2™ .+ B,

qu’on obtient en donnant a p les p valeursm —p 41,
m—p—+2, ..., m—1, m; on ajoute a ces p équations
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de degré m — 1 en x les m — p suivantes,

am—P—lg(z) =0,

et I'on égale i zéro le déterminant du systéme de ces m
équations considérées comme linéaires en x™~*, ™%, ...,
x, x°
Si T'on désigne, d’une maniére générale, par f, et ¢,
les polynomes
fu: Ajzt++ Azt L.+ A,
9p == Boa# P~ Bxt+Pml By pmy

I’équation (3) pourra s’écrire

fp—l___ Apxm—p_,__"'_!_ An
. %o Burpmz™F-...+ B,
ou bien
St _ fl=)
— ==y
. ou—r 9(7)
par suite .
(4) Semr9(x) — guif(x) = 0.

Soit Gy, le coefficient de x™ dans cette équation ; on
aura

Jom19(#) — qui f(#) = Gy 2" + Gypzm 4
4+ Gy L+ Gye

Le déterminant de Cauchy sera donc

Grnopitt Gmprir oo oor iv vor Gapyim
Gapiri Gmopizz oo ovv oo on Gopiom
G, G,z cee Go,m .
B, B, P B, o 0
o B, . . B,~. B, o
o o B, e . B,
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Nous allons démontrer que ce déterminant est iden-

tique, a un facteur numérique preés, a celui de M. Syl-
vesler, savoir

A, A, A, . An o o o [}
A, A, oo Apy A o N o
o o A, eee  eve Any An ... o o
o o o cee Ay A, .. oo Ap An .
B, B, . B, 0 .. .. e o o
o B, . B, B, o .. ce o
o o . A .. o B, ... By B,

Ce déterminant renferme les coefficients A dans ses
p premiéres lignes et les coefficients B dans les m der-
niéres.

Pour opérer la transformation de ce déterminant en
celui de Cauchy, remplacons les éléments de la
(p +1)*" ligne de A, savoir

B, B, ..., By, 0, 0, ..., 0, O,

par les sommes que I'on obtient en ajoutant entre eux
les éléments d’unc méme colonnede A, aprés avoir mul-
tiplié les éléments des lignes successives respectivement
par

— By — By ooy — By Ay Anv ooy Ani

les sommes obtenues sont évidemment les coefficients
des diverses puissances de x dans la fonction

Jna9 () — gm—rS (%),

On sait que cette fonction n'est que de degré m — 1 et
que P'on a

\ ’ \ —_— —
- l?(-"' - ?;n—lf’\-’-" = G 2" '+ Gppxa™ .. 4+ Gum;
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les éléments de la (p + 1)*™ ligne deviennent donc, par
cette transformation,

0, 0, O, ..., O, Gm,ly Gm,h vy G”':”"

La substitution de ces ¢léments & la place de ceux de
la (p +1)*™ ligne de A a eu pour effet de multiplier le
déterminant A par A,.

Laissant actuellement intacts les éléments de la pre-
micre et de la (p —+ 1) ligne, multiplions ceux de la
deuxiéme, troisiéme, ..., p'*®® respectivement par

— By, — By ...,

— Dp—2y

ceux dela (p + 2)*®°, (p + 3)%=°, ..., (p + m)"™ res-
pectivement par
Ay Ay ooy A,

et remplagons les éléments de la (p + 2)®=° ligne de A
parles sommes qu’on obtient en ajoutant par colonnes les
éléments ainsi modifiés ; ces sommes sont les coeflicients
des diverses puissances de x dans la fonction

Saa9(x) — gusf(z),

qui est égale a
Gy, 2" 4 Gy 2 2™ 4+ Gy e

Cette substitution a encore pour effet de multiplier A
par A,.

En laissant maintenant intacts les éléments des deux
premiéres lignes et ceux de la (p +1)m et de la
(p + 2)®™, multiplions ceux des troisiéme, quatriéme,
cinquiéme, ..., p'*® rangées respectivement par — B,,
—By,...,—B,_3, ceuxdes(p+3)¢, ..., (p+m)ieme
par +Aq, Ay, ..., A,_3. et ajoutons les éléments mo-
difiés par colonnes ; on obtient les éléments

0, 0, vvvy 0, Gu_syy Guozzy -y Guesme
Ann,de Mathémat., 2¢ série, t. XIX. (Mars 1880.) 8
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Aprés p  opérations analogues, les (p + 1),
(p—+2)me, ..., (2 p)* rangées de A auront été rem-
placées par

0’ O’ 07 AR O’ Gln,:) Gm,?} LRI | Gm,m,

~
0, 0, 0y +..y O, (’m—-l,l’ Gm——l.':~ cety Gm—l,nn
I I I I . et e et et e e Ce e e e e N

0, 0, 0, ..., O, Gm—~p+|.ly Guprioy «vos G- piime

Les m — p derniéres rangées de A n’auront pas varié,
et A aura ¢té muliiplié par Al'; on anra donc

Ay A L. An o 0o . [} o
oA, ... . A, A, oo . o)

0O 0 .0 Ay ... B A Ay

o 0 ... 0 G,,,_. vay . . . Gm,m—x G»'lﬂ"

A/7 N o o ... 0 G,,,__.,| G,,.....; P . Gm-l,m—l G'm—l,m
N -

O o ... 0 Gm———‘n+|,l Gm——p+l,2 B . Gm-p+1,m—-| Gnu—p+|,m

o o .. o0 B, B, B, 0 Ll 0
0O 0 ... 0 o B, B o)
0O 0 ...o0 o o F B,,

Si I'on supprime de part et d’autre le facteur A?, il

viendra
G, Gn.» . . .o Gn,m
G,,,‘,l,. Gm—l,? . . . i Gm—l,m
Gm—p+l,| Gm—p-}—\,’l . . . . Gm—p+l,"l
[—

B, B, . B, o . o
o B, . B, B, . o
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Le second membre est identique au déterminant de

pp=1)
Cauchy, abstraction faite du facteur (—1) * .

Si donc on désigne par A, le déterminant de Cauchy,

on aura
pip—1
A= —I) AL

M. Ventéjol, dans un Mémoire sur I'élimination
(15 février 1877), a donné une méthode pour opérer
cette transformation. M. Ventéjol effectue la transfor-
mation sur un exemple particulier, ce qui ne montie
peut-étre pas assez la généralité dela proposition; il m’a
paru intéressant de donner une démonstration générale,
qui met mieux en évidence le principe de la méthode.



