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SUR I’EQUATION INDETERMINEE BIQUADRATIQUE
Ax* + By* =Cz%;
Par M. Epouarn LUCAS,

Professeur de Mathématiques spéciales an lycée Charlemagne.

L’analyse indéterminée des équations biquadratiques
est peu avancée ; Fermat a indiqué, le premier, le moyen
de trouver, en général, une série indéfinie de solutions
entiéres de ’équation

axt + bxy +cx’y i+ dxy? 4 eyt == 22,

lorsque I'un des coefficients extrémes estun carré parfait,
ou encore lorsque ’on connait une premiére solution.
Dans le cas particulier de I’équation

xt - axty? -+ byt = 27

on obtient, en général, une série indéfinie de solutions
nouvelles, par les formules suivantes, déduites du pro-
cédé de Fermat, et données par Lebesgue:

X=axt—by', Y==oaxyz, Z—2z'— (a*—4b)z'y'.
5.



(68)
L’application de ces formules devient illusoire dans cer-
tains cas, et ainsi, par exemple, pour I’équation
.Z“ —_ x’y?_i_y‘ — zi’
a laquelle on est conduit lorsque I’on cherche a déter-
miner quatre carrés en progression arithmétique.

Le but de cette Note est de montrer que, lorsque I'on
connait une premiére solution de I’équation proposée,
on obtient deux solutions nouvelles, et non une seule;
nous observerons, de plus, que les formules que nous
allons démontrer permettent de résoudre complétement
I’équation proposée, pour certaines valeurs des coeffi-
cients A, B et G, et en particulier pour toutes les équa-
tions biquadratiques dont on connait actuellement la
résolution compléte.

Considérons d’abord I'équation
(1) XY = (14+))Z3,
dans laquelle nous désignerons, pour abréger, 1 X par p.
On vérifie I’équation (1) en posant

’ X2—=p? — A g* — 2)py,
(2) Y =p*—\q*+ 2pq,
Z =p*+ g
La premiére équation du systéme (2) peut s’écrire
(p—2q) —X'=2q";
on peut donc poser
p—irigEX=123pr,
p—ig FX=25,
q =—=2rs,
d’ot 'on déduit
X =)pr — 57,
p = dprt =4 5?4 21rs.

(3)
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La seconde équation du systéme (2) peut s’écrire
(p+g)—Y'=pg%
on peut donc poser
p-—q==Y==2pr?
p+q=Y=2as"

g==2rs;
d’ou I'on déduit
2-Y—= Pr" — .5‘,’,
(4) — /2 /2 rl /
p=rpri+s*—a2rs.
En égalant les valeurs de p données par les systémes (3)
et (4), on obtient

Aprt = s 2hrs — pr'? 4- s'2 — 275
P p ’

rs—— r’s’.

Posons nr' = mr et ns= ms', nous obtenons, par
I'élimination de r' et des,’équation quadratique enm : n

mi(s""— pr*) 4+ 2prs'mn ++ n*(Mpr* — s'*) = o;

pour que la valeur de m : n soit rationnelle, on doit
avoir

bi prrist 4 (§7— pr) (2 —prt) = HY,
ou bien

(5) st = H?,
et, en méme temps,
m=—prs' =H, n—=s"—pr.
L’équation (5) donne, par décomposition,

Hot s = 2p22f,
| § L) YOR

r— 2vz;
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par suite, en prenant les signes supérieurs,
Pzzt — 4)\‘,4:5/2;
cette derniére équation donne encore
ptEs' =2,
p2tTEs =22y,

v —=2xy,
et, par addition,
xf - hyt =p3
on retrouve ainsi I'équation (1).
Par conséquent, d’une premiére solution (x, y, z) de
P’équation
(A) zf - dyt=p 2,
on obtiendra deux solutions nouvelles par les formules
m=fAz'y" + p*z' = apxyz(at — Ay,
n = (&t =2y} — fp2ty’e,
X = 4rpnix?y?z? — mt(xt — Ayt ),
(B) « Y= {4pmatys* — n*(x — 2yt ),
Z=[§rpr2x?y?z* 4 m*(xt — Ayt )?
4+ 4 rmnzyz(t — 2y
\ “+ aminraty et (et — Ayt
Si 'on remplace, dans les formules précédentes, X
P ’ P

par %, on obtiendra deux solutions nouvelies de I’équation

(6) A&t p = (A 4 p)
a Taide d’une premiére, par les formules
[ m=f4ipatyt+ (M +p)atzE o (h - playz Ozt — py,
= (Aat — pyt )t — AN+ p )ty
(7) ( X=4p(r+p)n2xiy? 2> — m*(dzt — py' 7,
Y=42+ p)mraty?z? — nt{hat — pyti,



(71)
L’équation (6) est vérifiée pour xr=y =2z ==+ 13
on a donc les deux solutions nouvelles
m :4)\11. -+ (7‘ -t ;A}zii:2()\’ —_ lu.’),
ne (P — 200+ p)
(8) X-zqo(d+p)nt—m(h—p),
= 4)()\ —%y.)nz’»—- II’()\ -—-P.>2,

ainsi I'équation
3at gyt ==
est vérifiée par les solutions

z, =33, yi =13, 7, = 1871,
x,= 28577, y. - 8843, z,—=1410140689;
de méme, de la solution
=3, y ==1, z —_11
de ’équation
3t — yt =22

on déduit les deux solutions

xy-=19, y,=2b5, oz =13,
&Ly —= 449, ).=71067, z;-=246121;

de méme, les premiéres solutions de I'équation

xt 4= 3yto=2?
sont
x=1, 1, 11, 47, 7199,
y=1, 2, 3, 28, 8052, ...,
z=2, 7, 122, 2593, 12259365,

et les premiéres solutions de I’équation

it -0yt - 32



sont
£, == 23, Yo - 11, z, = 321,

z,--2375, y,= 6227, z,= 31827137
Revenons maintenant a I'équation proposée
AX¢ + BY¢ = CZ?;

en admettant une premiére solution ( x,, ¥, Zo ), on peut

Vécrire
X\ ¢ Y\¢ Z\?
4 - 4 i J— 2 —_
A.r‘,(Tu) -+ By, <}'n> =Cz} <zo) ’

et, sil’on pose
A.;;z = )‘, B_)‘; =u, sz et 22
on la raméne a I'équation (6), en prenant pour variables

. XY z
les quotient> —, P Par une analyse plus approfon-
o o 2o

die, il est facile de montrer que les formules (7) per-
mettent de résoudre complétement les équations biqua-
dratiques suivantes :

2t~ oyt 22, fat— 3yt =z,
2t 8yt - 2, zé— 12y _ z-,

fat—— ¥yt = 3z, 3at— 2yt = 3,

914 _ 74 - :.7, ah — 6].4 z",

.27.7.4 — 23t ia 216J,f 22,
ri— 36y4 = 22, x4 2fyt = 2,
Zi— oyt 2452, ozt 2yt = 32,
dzt -yt — 23, - 18yi =2z,
xt L 3yt = 22 xt— 7oyt = 3%

xt— 54yf == 2,

Ces équations représentent toutes celles dont les coef-
ficients ne contiennent que les facteurs 2 et 3, et dont
la solution est possible. On peut, de méme, résoudre



(33)
complétement un trés-grand nombre d’autres équations
de la forme proposée. Lagrange a donné, le premier,
la résolution des équations

xf— oyt =2 et '+ 8yt =2

la résolution générale des équations qui précédent, avec
la discussion approfondie de chacun des cas particuliers,
a été publiée, en 1873, dans mes Recherches sur I’ Ana-
lyse indéterminée, 3 Moulins-sur-Allier.

Plus généralement, on démontre, de méme, que d'une
premiére solution (x, y, z) de 'équation
o) = —2laaf)ey (@ )y =2,

on déluit deux autres solutions par les formules

A=4S + faf*— b1,

m  —bayz=f[r'— (@®+ b?)y],
n =-—z*4 4f‘.r2
X  1Gamnryz(fmrxiy?— ntz?)
(ro) - +b[16mP iyt — (fmratyt— nizt)? ),

An*x?y? - m3z?

f“"‘—’

Z__ A(ém’r’y’ _— n’zz)‘* (Mﬂ)‘.

S

Dans un grand nombre de cas, ces formules résolvent
complétement I'équation (g); c’est le cas de ’équation

Y —2(4mixty? — n*z?)

\

—42‘2]2+J" :zz’
a laquelle on est conduit par les énoncés suivants :

ProsLime 1. — Trouver trois carrés inégaux tels que
la somme de deux quelconques d’entre eux, diminuée du
troisieme, soit un carré parfait.

Prosrime II. —  Trouver un triangle rectangle, en
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nombres entiers, tel que le carré de I’hypoténuse aug-
menté du double de l'aire du triangle soit un carré
parfait.

Prosrime III. — Trouver, en nombres entiers, deux
triangles ayant deux cétés égaux chacun a chacun, et
dans lesquels ’angle compris est égal & go degres pour
le premier triangle et & 60 ou120 degrés pour le second.

La derniére équation, dont les plus petites solutions
sont

Zo

1
\

2, ]0
z, =15, y, =4, 2, = 191,
Xy = IGI, Ya== 442, 2, = 364807,

I, Z, =1,

avait été traitée incomplétement par Legendre ( Théorie
des nombres, t. 11, p. 126 et 127).



