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RECHERCHES SIR DEUX MODES DE TRANSFORMATION
DES FIGURES SOLIDES;

Par M. E. AMIGUES,

Professeur de Mathematiques spéciales au lycée de Nimes.

, . x .’)' ,
1. Désignons par PRI les coordonnées d’un

point P dans un certain systéme d’axes, et par X, Y,
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Z, T des fonctions linéaires et homogénes de x. v, z, .
! ’ !

. A z 2 )
Désignons de méme par =, z, a les coordonnées

[
d’'un point P’ dans un autre systéme d’axes, et par X/,
Y', Z', T" des fonctions lindaires et homogenes de x’,
K ' z', .
Les relations

(1) )\X.XI:"J.YY’:VZZ/:PTT',

dans lesquelles 2, i1, v, p ont des signes quelconques, dé-
finissent un mode de transformation des figures tel, qu'a
chaque point P de la premiére figure correspond un
point P’ et un seul dans la seconde, et réciproquement.

Mais ces relations ne donnent pas tous les modes de
transformation ou les points se correspondent un  un.
En effet, elles ne contiennent que vingt-sept constantes
arbitraires. Or les trois relations algébriques les plus
générales, qui établissent une correspondance de point
a point, contiennent chacune seize termes. On peut, il
est vrai, les réduire 4 quinze termes, en les remplagant
par trois combinaisons éliminatoires. Il reste donc qua-
lorze arbitraires dans chaque relation, en tout quarante-
deux arbitraires.

Ainsi, quelque générale que soit la transformation
définie par les relations (1), elle est bien loin de repré-
senter toutes les lois qui établissent une correspondance
de point a point.

Il v’en est pas de méme dans la Géométrie plane, ou
les relations analogues a la relation (1) conticnnent qua-
torze constantes arbitraires, tout comme les deux rela-
tions algébriques les plus générales qui établissent une
correspondance de point & point. La les relations

AXX'= sYY'- vZZ
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représentent bien toutes les lois de correspondance de
point 4 point, C'est d’ailleurs ce qu’on peut démontrer
par des considérations géoméuriques (*).

La classification compléte des modes de transforma-
tion qui, dans I'cspace, établissent une correspondance
de point & point, parait difficile a faire. Mais, & défaut
de cette classification, il peut y avoir intérét a étudier
les transformations définies par les relations (1); car
I'un des principaux objets de la Géométrie contempo-
raine doit éire I'étude des surfaces de degré supérieur
au second, et rien ne doit &tre négligé de ce qui peut
aplanir les difficuliés de cette étude.

2. Les équations X =0, Y=10, Z =0, T == o0 repré-
sentent quatre plans. On a donc un tétracdre ABCD,
que Pon peut prendre, au besoin, pour tétraédre de ré-
férence, en supposant les parameétres de référence égaux
alunité, pour faciliter les interprétations géométriques.

On a dans I'autre figure un autre tétraé¢dre A'B'C'D/,
donnant lieu aux mémes observations. Le sommet A est
opposé a la face BCD. Nous dirons par convention que
le sommet A est aussi opposé a la face B'C'DY'. De méme,
nous dirons que les arttes AB et C'D sont opposdes.

A tout point d’une aréte correspond toute I'aréte op-
posée de I'autre tétraédre. A tout sommet d’un tétraédre
correspond toute la face opposée de Vautre tétraédre.
A tout plan passant par une aréte correspond un plan
passant par I'aréte de méme nomj et, par suite, a toute
droite passant par un sommet correspond une droite pas-
sant par le sommet de méme nom. A tout cone d’ordre m
ayant son sommet en A correspond un cone d’ordre 2m

(*) Toir notre travail sur les Transformations du second ordre dans
les figures planes { Nouvelles Annales de Mathématiques, 1877)
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ayant son sommet en A’; et les bases de ces cones, dans
les plans BCD. B'C'DY, se correspondent suivant les lois
de la Géométrie plane : en particulier, 2 un plan mené
par A correspond un coéne du second ordre, contenant
les arétes du tétraédre qui forment le sommet A'.

3. Tutorkme I.— 4 une surface quelconque d’ordrem
prise dans l'une des figures ABCD correspond, dans
[’autre figure, une surface d’ordre 3m ayant les quatre
sommets du tétraédre A'B'C'D' pour points d’ordre 2m.

En effet, on a une équation homogéne d’ordre m
q g

entre X, Y, Z, T. En y remplagant ces quantités par les
quantités proportionnelles des relations (1), on a une
équation homogéne de degré — m entre X', Y', Z/, T';
et, en multipliant par (X', Y. Z/. T')", cette derniére
équation devient de degré 3m.

Si Von appelle 2, %, v, d les exposants de X', Y/, Z/. T’

pPp 107 I v L7y
dans cette derniére équation, on a
q )

2--B -9 -d=23m

et 1’on a aussi évidemment

o <m.

On conclut de la
.’L—r—@—r*'/Z?.l)l,

ce qui prouve que le sommet D est un point d’ordre 2m.

Remarque. — Toute surface d’ordre 3m ayant quatre
points d’ordre 2m admet les droites qui les joignent
comme lignes d’ordre m.

On a, en effet,

v.+,@—%~'y+6:: 3Im
SIS
o+ B4 2m.
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On conclut de 1a I'inégalité
<m

ct de méme les inégalités analogues. Mais alors, puisque
I'on a en méme temps

w--B+yZ2m
et

7 <m,
on doit conclure que
a—+ B2 m,

ou, en d’autres termes, que la ligne CD fait partie m fois
de la surface.

Tatorime II. — Réciproquement, a toute surface
d’ordre 3m ayant les sommets du tétraédre A'B'C'DY

our points multiples d’ordre 2m, correspond une sur-
pour | p , P

face d’ordre m.

En effet, si dans I’équation de la surface d’ordre 3m
on représente les exposants de X', Y', Z/, T’ par «, f3,
¥, d, on a

«--B—~9- §d=3m

et 'on a également
«—B--922m;
on conclut de la I'inégalité

0<m
et les analogues.

Ainsi I'équation de la surface donnée est homogéne et
de degré 3men X', Y',Z/, T’, et elle contient chaque va-
riable au plus au degré m. Divisant par (X', Y', Z/, T')",
on a une équation homogéne de degré — m ne conte-

1

nant les variables qu’en dénominateur. Remplagant <’
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1 X 1 . .
yi' 7 par les valeurs proportionnelles 72X, 1Y,
vZ, p'T, on obtient une équation homogéne et de de-
gré men X, Y, Z, T, qui représente la surface trans-
formée.

Remarque. — Cette réciproque est trés-importante.
Elle montre que toute surface d’ordre 3m ayant quatre
points d’ordre 2m est la transformée d’une surface
d’ordre m, ce qui permet de déduire les propriétés de la
premiére surface de celles de la seconde.

4. Les deux théorémes qui précédent se peuvent éta-
blir par de pures considérations géométriques.

Nouvelle démonstration du théoréme I. — Une aréte
AB coupe la surface d’ordre m en m points, a chacun
desquels correspond I'aréte C'D'. Ainsi chaque aréte du
tétraédre A'B'C'D’ est une ligne d’ordre m de la surface
transformée. Soit maintenant une droite PQ rencontrant
AB et CD. La transformée de cette droite est évidemment
une droite P’Q’ qui rencontre A'B' ¢t C'D'. La droite
PQ coupe la surface d’ordre m en m points, auxquels
correspondent m autres points sur P’Q'. La droite P'Q)
contient donc ces m points qui appartiennent a la sur-
face transformée, plus m points de cette surface au point
d’intersection de P'Q’ et de A’B' et m autres points de
cette méme surface aux points d’intersection de P'Q’
et de C'D'. La surface transformée est donc bien d’ordre
3m.

D’autre part, a toute droite passant par A correspond
une droite passant par A’. La premiére droite coupe la
surface d’ordre m en m points quelconques. La seconde
coupe la surface d’ordre 3m aux m points correspon-
dants. Donc le point A’ est multiple d’ordre 2m.

Nouvelle démonstration du theoréme II. — Le théo-
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réme Il est un cas particulier d’un autre théoréme que
nous allons déduire de quelques remarques simples

Si la surface d’ordre m passe o fois par le point A, le
plan B'C'DY fait « fois partie de la transformée: 'ordre
de celle-ci s’abaisse donc de « unités, en méme temps
que Pordre de multiplicité des points B, C/,D’. On voit,
(’autre part, que I’ordre de multiplicité du point A’ n’est
point aliéré par cette circonstance. En effet, a une droite
AP correspond une droite A’P'. Le nombre des points
autres que A ou la droite AP coupe la surface d’ordre m
est diminué de « unités. Il en est donc de méme du
nombre des points autres que A’ ou la droite A’P’ coupe
la transformée. Mais, comme I’ordre de cette transformée
diminue aussi de « unités, I'ordre de multiplicité du
point A’ demeure invariable. Remarquons enfin, comme
derniére conséquence de la circonstance signalée, que
Pordre de multiplicité des lignes droites B'C', C'D/, B'D’
diminuc de o unités.

Examinons une autre circonstance, et supposons que
la surface d’ordre m passe par I'aréte AB un nombre de
fois marqué par le symbole («f3). On voit facilement que,
daus ce cas, la surface transformée contient 'aréte C'D’
(f3) fois de plus que si cette circonstance ne se présen-
lait pas.

De I'examen des deux circonstances qui précédent il
résulte que :

8i une surface d’ordre m passe par les sommets
A,B,C, D, a. 2,7, 0 fors et par les arétes AB,. ..,
(«B), ... fois, la transformée est d’ordre

3m —zx— B — 99—,

les sommets A’y B, C'; D sont points multiples de
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Dordre

o mom—8—g— 4,

B=mo2m—a—y— 39,

v =2m—a—f— 3,

o =om—a—f—y7,
et les arétes du tétraédre A' B' C' D' sont des lignes de
Uordre

T . \ /o
(/B yz=m—p — 0 — {9y

<,
—_
>

Le théoréme II n’est qu'un cas particulier de celui
qui précéde. En effet, on sait que, si une surface d’ordre
3m posséde quatre points d’ordre 2m, les droiles qui
joignent ces points sont sur cette surface des lignes
d’ordre m:.

On a donc a transformer une surface d’ordre 3 n: ayant
les sommets d’un tétraédre pour points d'ordre 2m et
les arétes de ce tétraédre pour lignes d’ordre m. La
transformée est d’ordre

3(3m)—oam—om— 2m— 2 -=m.

Les sommets de I'autre tétraédre sont sur cette trans-
formée des points d’ordre

2(3m)—2m—am— 2m= o;

enfin les arétes de ce méme tétraédre sont des lignes de
lordre
3m—om—2a2m-—+m=: o.

5. Examinons quelques surfaces particuliéres.

A un plan quelconque correspond une surface du
troisiétme ordre ayant les sommets du tétraédre pour
points doubles et les arétes de ce tétraédre pour lignes
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simples. Sile plan passe par un sommet, la transformée
est un cone du second ordre ayant pour centre le sommet
de méme nom. Si le plan passe par une aréte, la trans-
formée est un plan passant par ’aréte de méme nom.

A une quadrique quelconque correspond une surface
du sixiéme ordre ayant les quatre sommets du tétraédre
pour pointsquadruples et les arétes pour lignes doubles.
A une quadrique passant par trois sommets correspond
une surface du troisi¢éme ordre. A une quadrique circon-
scrite & I'un des tétraédres correspond une quadrique
circonscrite a I’autre.

6. Dans le cas ou les tétraédres sout semblables et o1
'on prend en outre

X - 5/. =y = P,
les formules de transformation s’écrivent
XX =YY =27’ =TT,
et, comme les paramétres de référence sont égaux a I'u-
nité, on voit (ue les plans correspondants menés par
deux arétes de méme nom sont également inclinés sur
les plans bissecteurs des diédres correspondants, mais
placés de coiés différents. Il résulte de la que les diédres

ayant pour aréles les arétes du tétraédre se conservent
d'une figure a ’autre.

7. Dans les figures solides, comme dans les figures
planes, les transformations corrélatives des précédentes
donnent des résultats plus intéressants.

Prenonsun tétraédrede référence, avecdes paramétres
de référence égaux a 'unité. L'équation

8
2) PX + QY +~RZ + ST =o

\

représente un plan en coordonnées tétraédriques.
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Si les coefficients P,Q,R,S sont variables et liés par
Péquation homogéne

(3) f(®, Q, R, S)=o.

Le plan (2) enveloppe une surface V et chacun de ces
plans (2) touche cette surface en un point. L’équation
(3) suffit évidemment a définir cette surface, et s’appelle
son équation tangentielle.

Mais I’équation {3) peut étre interprétée d’une autre
maniére. On y peut regarder P, Q,R,S comme les coor-
données tétraédriques d’un point, et alors cette équation
(3) représente une surface différente V,.

Les deux surfaces V et V, sont évidecmment telles, que
I'une d’elles ne peut étre connue sans que l'autre le soit,
et I'on peut voir sans peine que cette dépendance mu-
tuelle consiste en ceci qu’elles se transforment 'une dans
Iautre par polaires réciproques, quand on prend pour
directrice une (uadrique conjuguée par rapport au té-
traédre de référence et ayant pour équation

N -V - ZP =T =o.

En effet, le plan polaire d’un point P,Q,R,S dela
surface V, par rapport & cetle quadrique a pour équation
I'équation (2), et les coordonnées P,Q,R,S du point
considéré sont lides par I'équation (3).

I’enveloppe de ce plan polaire est donc la surface V.

Il résulte de cette remarque qu’il y a toujours deux
moyens de trouver I’équation cartésienne d’une surface
quand on a son équation tangentielle, et deux moyens
aussi pour résoudre le probléme inverse.

8. La remarque qui précéde donne aussi une solution
simple de la plupart des problemes que I'on peut se poser
sur les coordonnées tangentielles.
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Nous choisirons comme exemple le probléeme suivant,
dont la solution nous sera utile plus loin.

On donne les équations tangentielles de deux sur-

Sfaces

(4) f(P7 Q; R, S):O’
(5) ‘P(Py Qy R’ S):O-

On demande la condition pour que ces surfaces sotent
tangentes en un point.

1l faut et il suffit que les surfaces polaires réciproques
soient tangentes en un point. Il s’agit donc d’exprimer
que les surfaces représentées par les équations (4) et (5)
sont tangentes, tout comme si les équations (4) et (5)
étaient des équations cartésiennes. Pour cela, on doit
joindre aux équations (4) et (5) les équations sui-
vantes :

(6) e T
¥s

Ces cinq équations n’en valent d’aillenrs que quatre,
a cause des propriétés des fonctions homogeénes. Elimi-
nant P,Q, R, S entre quatre de ces équations homogénes,
on aura la condition cherchée.

On peut donner du probléme actuel une solution
presque aussi simple que la précédente. Toute solution
commune aux équations tangentielles (4) et (5) donne
un plan tangent commun aux deux surfaces. Pour 'une
d’elles, les coordonnées du point de contact sont fournies
par les équations
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Pour 'autre point d les é i
: point de contact, on a les équations

X 3 Z

! —_— r
7P P YR
Il faut etil suffit que ces deux points de contact coin-
cident, ce qui donne bien les équations (6)a joindre aux
équations (4) et (5).

9. Si les paramétres du plan variable
(7) PX + QY -+ RZ -+ ST —o
sont liés par deux équations homogénes

(8) f(P, Q, R, S'=o,
(9) F(P, Q, R, 8)=o,

le plan (7) enveloppe une surface développable. Cette
développable est d’ailleurs circonscrite aux surfaces re-
PF

présentées respectivement par les équations (8) et (9).

La figure polaire réciproque de cette surface dévelop-
pable, en prenant pour directrice la quartique signalée
plus haut, n’est autre chose que la ligne d’interscction
des surfaces dont les équations cartésiennes sont (8)

et (9).

10. Imaginons maintenant un nouveau systéme d'axes
et dans ce systéme d’axes un nouveau tétraédre de réfé-
rence A’B'C’'D’; puis faisons correspondre un plan de la
premiére figure

(10} PX 4+ QY +-RZ - ST =o

a un plan de la seconde

(ll) P'X'%Q'Y'—i—l\’Z'-‘.—S'T/":O,
par les relations

(12} PP = pQQ =vRR' ==pSS/,
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dans lesquelles A, 11. v, p ont des signes quelconques.

Il est visible qu’a un plan de chaque figure corres-
pond dans l'autre figure un plan et un seul. Mais les
relations (12 ) ne donnent pas toutes les lois qui établis-
sent une correspondance de plan & plan; car ces rela-
tions (12) ne contiennent, explicitement ou implicite-
ment, gue vingt-sept constantes arbitraires au lieu de
quarante-deux qu’il en faudrait pour les relations algé-
briques les plus générales établissant ‘une correspon-
dance de plan a plan. On ne s’occupera ici que des trans-
formations définies par les relations (12).

Toute équation homogéne

(13) £iP, Q R.SI--o

a pour conséquence unc autre équation

(14) s s s w) o

de sorte que, a toute surface enveloppe du plan (10)
ayant pour équation tangentielle I'équation (13), cor-
respond une surface enveloppe du plan (11) ayant pour
équation tangentielle I’équation (14).

Les classes des surfaces représentées par les équations
tangentielles (13) et (14) sont égales aux degrés de ces
équations, puisque ces mémes équations représentent en
coordonnées tétraédriques les surfaces polaires réci-
proques.

Deux équations homogénes simultanées,

Vi (P, Q, R, S:'li':O,

(15) ) N
FKP, Q, R, S:—o,

ont pour conséquence deux équations homogénes simul-



tanées,

{16)
¥ 1 1 1
F(——- —_——y— — 5 | =
ST AT pS'> o

c’est-a-dire que, a la développable circonscrite aux sur-
faces dont les équations (15) sont les équnations tangen-
tielles, correspond la développable circonscrite aux deux
surfaces correspondantes.

A tout plan mené par A correspond le plan B'C'DY;
a tout plan mené par AB, un plan mené par C'D'. Lors-
qu'un plan tourne autour de AB, le plan correspondant
tourne autour de C'D'. Mais, en général, lorsqu’un plan
tourne autour d’une droite, le plan correspondant enve-
loppe une développable de troisiéme classe; car au plan

PX +~QY +-RZ+ ST==o
correspond le plan

X Y 7z T
ﬁ+y._Q+v —I—P—S-—_().

Or I'hypothése est que P, Q. R, S sont des fonctions
linéaires données d’un paramétre variable K. Il en

résulte que I’équation du plan correspondant contient
ce méme parameétre au troisiéme degré.

11. Tutonime III. — Unre surface quelconque de
classe m se transforme, en général, en une surface
de classe 3 m ayant les quatre faces du tétraédre pour
plans tangents d’ ordre 2m.

ILa surface V, qui a pour équation

S(P, Q, R, S =o,

An.de Mathémat., 2¢ série, t. XVIIL, (Décembre 1879.) 306
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se transforme en la surface V' dont I’équation est

1 T
f(ﬁ;a wQ IR’ 9_57> — 0.

Ces équations, considérées comme des équations carté-
siennes, représentent aussi respectivement les surfaces
réciproques V, et V. Or, la loi de correspondance de
ces surfaces V, et V', a été étudiée. On a vu que, lasur-
face V, étant quelconque et d’ordre m, la surface V', est
d’ordre 3m. D’ou I'on doit conclure que, si la surface V
est de classe m, la surface V/ est de classe 3m.

Remarquons en outre que le plan polaire de A’ par
rapport a la quadrique directrice

X4+ X?+Z"'+T*:=o0

n’est autre que B'C'D’ et alors, le point A’ étant, comme
on sait, un point d’ordre 2m sur la surface V', on doit
admettre que le plan B'C’'D’ est 2m fois tangent a la
surface V'.

Tatorime IV. — Réciproquement toute surface de
classe 3m ayant les quatre faces de l'un des tétraédres
pour plans tangents d’ordre 2m se transforme en une
surface de classe m.

On fait la démonstration comme ci-dessus, en consi-
dérant les figures réciproques.

Remarque. — Ce dernier théoréme permet de déduire
les propriétés des surfaces de classe 3m ayant quatre
plans tangents d’ordre 2m de celles des surfaces de
classe m.

12. On peut donner des deux théorémes qui précédent
des démonstrations indépendantes de la théorie des po-
laires réciproques.

Nouvelle démonstration du théoréme 11I. — La sur-
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face donnée a pour équation tangentielle
(17) f(P,Q,R,S)=o.

La surface transformée a pour équation tangentielle

PIAI 1 1

— —=9 —— — | == 0;

AP uQ” VR Y

si la premiére équation est de degré m, la seconde est de
degré 3m. Or les degrés des équations marquent préci-
sément les classes des surfaces.

La surface transformée étant de classe 3 m, cherchons
combien on peut lui mener de plans tangents paralléles
au plan B’C’D’. Si l'on peut en mener % distincts de
B'C'D’, le plan B/C’D’ sera un plan tangent d’ordre
3m—h.

A un plan tangent de la surface (17) ayant pour équa-
tion

PX+ QY -+~RZ +ST=-o0
correspond un plan tangent de la surface transformée
ayant pour équation
XI l" Y’ ._* Z’ _{ frl e
AP 2Q  wR ST
Exprimons que ce dernicr plan est paralléle au plan
T — o,
s s 3. s . ) . y .
c’est-a-dire identifions son équation avec I’équation
AX +BY +CZ + DT + KT =o,

A, B, C', D’ étant les aires des faces du tétraédre
A'B'C'D’
Nous aurons ainsi

*»PA’ = pQB' = yRC' —:pS(D'+ K’
ou bien
P Q R S

1 1 1 {
AA’ pB »C’ p(D'+ K|
36.
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Remplacant dans 1'équation homogéne (17) les quan-
tités;P, Q, R, S'par les quantités proportionnelles, on
obtient

1 I 1 1
f(ﬁ’ PYTATCAR Ty m) =0,

ce qui donne, pour K, m valeurs. On peut donc mener a
la surface transformée m plans tangents paralléles 4
chacune des faces du tétraédre A'B’C’ D’, ce qui prouve
que chacune de ces faces tient lieu de 2m plans tangents.

Nouvelle démonstration du théoréme IV . — Le théo-
réme IV peut étre regardé comme un cas particulier d’un
autre théoréme que nous allons déduire de quelques re-
marques simples.

Si une surface de classe m est tangente 4 la face BCD,
tous les plans menés par A’ sont tangents 4 Pautre sur-
face. Doncle point A’ fait partic dela surface transformée
et la classc de cette derniére s’abaisse d’'unc unité, ainsi
ue l'ordre de contact des trois faces qui se coupenten A',

Il résulte de la que, si une surface de classe m touche
les faces du tétraedre ABCD, v, (. v, 0 fois, la surface

transformée a pour classe le nombre
3m—a—f—qg—3

et touche les faces du tétraédre A'B'C'D', o, [/, /, 0’
fois, les nombres o, 5, 7, o' étant définis par les éga-
lités suivantes :
« =om —§—9—9,
' =—=o2m —oa—q—9d,
9 —aom—a—8—9,

' ccam—a— B —.

‘

Le théoréme 1V n’est qu'un cas particulier de celui

qui précéde. Il n’y a qu’a remplacer, dans le cas général,
m par 3m et «, 5, 7, J par 2m. (A suivre.)



