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METHODE DIRECTE POUR CALCULER LA SOMME
DES PUISSANCES « DES » PREMIERS NOMBRES ENTIERS ;
Par M. Georces DOSTOR.
[surre (*)].

Sommes des dix premiéres puissances des n premiers
nombres entiers.

4. Nous avons appliqué la méthode exposée page 459
a la sommation des puissances semblables des 7 pre-
miers nombres entiers, depuis la premiére jusqu’a la
dixiéme inclusivement. Nous avons trouvé les formules
suivantes :

( \
nin—+1,,

N~

I

=z n(n+1)(2n-+1)

1
= n(n+1)7,

4

(*) Nouv. Ann., 2° serie, t. XVII1, p. 459.
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Tnt :3—10-12(Il+l)(2n—+-l)(3n"+ 3n—1),

Int = n*(n 1) (2n+ 2n —1),
12

n(n—+1){2n+4+1)(3n'+6r*—3n +1),

Tt "“—I
=5
o= n(n+1)(3n 4+ 60— n*— fn+ 2),

24

1
snt = —n(rn+i)(2n+1)(5nt+15n°+ 5 — 152> — n* 4+ gn — 3",
9o

1
in = —n*(n+1) 20+ 60+ n'— 8P+ n* +6n — 3),
20

En“’:%n(rz-&—x) (2 +1)
60
X (3n*+ 120" +8n — 18n° — 100 42403+ 2n* — 150+ 5).
La comparaison de ces formules conduit a des résultats

ui méritent d’étre signalés.
q g

5. Nous obtenons d’abord les six égalités

(1) i+ 3n :%n(n—%—x)(n—}—z),
(Im) in*—n :%(n——x)n(n—i—x),
Int4In :%rz(n+1)(n’+n+ 2},

/

(1I1) B—Sn =—(n—1)n(n+1)(n+2),

Ind 4+ En’:;)—:z-n(n+l)(lz—|—2>(3n+ 1),

1
St —3 2:..__’ —_
n n (7 )n(n—+1)(3n+ 2).

Nous voyons par les formules (1), (IT) et (I que :

1° La somme des carrés des n premuers nombres en-
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tiers, ajoutée @ la somme de ces n mémes nombres, est
égale au tiers du produit de trois nombres entierscon -
sécutifs, dont le premier est n.

2° La somme des carrés des n premiers nombres en-
tiers, diminuée de la somme de ces n mémes nombres,
est égale au tiers du produit de trois nombres entiers
conséculifs, dont le premier est n —1.

3° La somme des cubes des n prenuers nombres en-
tiers, diminuce de la somme de ces n mémes nombres,
est égale au quart du produit de quatre nombres en-
tiers conséculifs, dont le premier est n —1.

6. Nous trouvons cnsuite que

snt— Sn :7% (r —1v)n(~+1)(6r*+15n +16),
o]

1 / !
IV) Eu‘—in’:m(n —1)r(n 41 {n+2)(2n+1),

Int— En“:G (n —1)n(n+1)(120° + 150 4 2).
o

Nous concluons de I’égalité (IV) que :

La sonune des quatriémes puissances des n premiers
nombres entiers, diminuée de la somme des carrés de
ces n mémes nombres, est égale au produit de 2n +1
parle dixiéme du produit de quatre nombres entiers
conséculifs, dont le premier est n — 1.

7. Sinous divisons (IV) par (1II), nous aurons

. Int— In?
(v) Lol

2( “+ 1)
={2n 1.
Snt—in 5 !

Donc, si n est égal a un multiple de 5 plus 2, la dif-
férence entre la somme des quatriémes puissances des
n premiers nombres entiers et la somme des carrés de

33.
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ces n mémes nombres est divisible par la différence
entre la somme des cubes des n premiers nombres en-
tiers et la somme de ces n mémes nombres.

8. Il nous vient encore

(50 —
(V[) Sn‘:[‘;n +¥l—ﬂm] sn?,
} 10
(VII) DY A— [211 —1-(—11*_'—2)] I,

Mais le produit (7 — 1)(7 +2) est toujours divisible
par 2; donc :

1° 8t n égale un multiple de 5 plus 1 ou un mul-
tiple de 5 plus 3, la somme des quatriémes puissances
des n premiers nombres entiers est divisible par la
somume des carrés de ces n mémes nombres.

2° Si n égale un multiple de 3 plus 1, la somme des
cinquiémes puissances des n premiers nombres entiers
est divisible par la somme des cubes de ces n mémes
nombres.

9. Comme on a
(vII) En"’—En’:é(n——l)n’(ll—l—l)’(ﬂ—l—z),

on voit, au moyen de (IlI), que

N N3
(1X) o =a(na).

Donc, si n est un multiple de 3 ou un multiple de 3
moins 1, la différence entre la somme des cinquiémes
puissances des n premiers nombres entiers et la somme
des cubes de ces n mémes nombres est divisible par la
différence entre la somme de ces cubes et la somme
des n mémes nombres.
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10. Nous avons
xnt

= % (318 4+6n— 3n41).

Or, si n est un multiple de 7 plus 1 et égal a mp+1,
le facteur 3n*+- 6n®— 3 n + 1 sera divisible par 7, car
le reste de la division de

3(9p + 1) +6(sp +1F—3(7p +1)+1

par 7 est le méme que celui que 'on obtient en divisant
par 7 la somme
34+6—3+1=r

i/

des restes. Donec :

8¢ noest un multiple de 5 plus 1, la somme des
stxiémes puissances des n premiers nombres entiers est
divisible par la somme des carrés de ces n mémes

nombres.

11. Puisque

2/17:—]——17’(/1 +1)'(3n'+ 6n®— ni+4n—+ 2)

24

L
3

n2(n +l)’[~2—rz’(n+ 1)’—zzz(rz+1)+l_|,

) -

il vient
1
o — 3 63— fin+1).

Mais, si n est un multiple de 3 plus 1, 42 —1 sera
divisible par 3. Donc :

Si n est un multiple de 3 plus 1, la somme des sep-
tiémes puissances des n premiers nombres entiers est
divisible par la somme des cubes de ces n mémes

nombres.

12. D’autres relations plus ou moins simples peuvent

se déduire de nos formules.
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Nous citerons encore la suivante,
(X) 2(ZnP)P=xnt+ 1,

qui ne manque pas d'intérét.



