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DEVELOPPEMENTS SUR QUELQUES THEOREMES
D' ARITHMETIQUE ;

Par M. S. REALIS.

Tatortme 1. — Tout nombre N, premier et de la
Sorme 4p + 1, est la somme de deux carrés entiers.

Scolie f. — Faisant

&=t 4 BT —

ye= (e — e+ (g — B =,

el assignant & o, 3, 7 des valeurs enti¢res convenables,
le nombre N peut toujours étre représenté par I’expres-
sion x* -+ y?, préalablement débarrassée de tout facteur
carré commun a x* et y*,

Ce complément remarquable du théoréme énoncé est
une conséquence de la résolution générale, en nombres
entiers, de I’équation indéterminée

T4 yiem w2
dont il est question dans le scolie IL.
Exemples :

«=3, B=¢, v—13 N=5;
(9+16~—1)’—!—(4—5—9——1)’:129(2’4— 1?) = 122.5;
a=5, =6, y=1; N=13;

(25 + 36 — 1)*+ (16 + 25 — 1)? = 20°(3* + 2?) = 20%.13;

a=2, B=5 g=—3; N=17;
{4+ 25 -— 9P+ (25 4+ 64 — 9)'== 20 (®+ §*} = 20%.17;
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«=i0, f==17, 9=3; N

(100 + §9 — g9)*+ (49 + 16 — ¢)?
= 28?(52 + 22) = 28%. 29;

I

29;

e=12, B=7, 9=5; N=37;
(144 + 4o — 25+ (49 + 4 — 25}
= 282(6? 4+ 1?) == 287.37;

Remarques. —1° Mettant les valeurs de x et y sous la
forme
r=a = (1

y=(y—a)l+ iy —Br—(—7"

et prenant la somme algébrique des racines des six car-
rés qui figurent daus ces expressions, on reconnait que
cetle somme est égale a zéro. Cetle particularité ca-
rieuse, et digne d’¢tre signalée, peut étre rapprochée de
certaines propriétés analogues, rclatives aux quatre
carrés qui concourent 4 la formation d’un nombre en-
tier quelconque, et pour lesquelles nous renvoyons a un
article inséré aux Nouvelles Annales, 2° série, 1. XII,
p. 212.

2° La décomposition qui vient d’étre indiquée n’est
pas une propriéié exclusive des nombres premiers; d’'a-
prés le scolie II qui va suivre, elle a lieu, d’une maniére
générale, pour tout nombre N qui est la somme de deux
carrés premiers entre eux; c’est-a-dire qu’elle a lieun
pour tout nombre impair dont aucun diviseur n’cst de
la forme 4p — 1, et pour son double. Mais, le cas des
nombres premiers étant le plus intéressanta considérer,
il nous a para opportun de I’énoncer d’abord a part, en
le rattachant a I'un des plus importants théorémes de

Fermat.



Exemples :

a==3, =1, 9y=1; N=10;

=23, =1, 9=1; N=25;
(65 + g — 1)+ (G -+ 36 — 1 1= 28" (2 -+ 3) = 287,253

a=25, P=3, y:==2; N=206;
(26 4+ 9—4 )P+ (g-+1-—4}=62(52412) = 6.26;

o=4, B=3, y=—1; ;:_-:34;
(16 + g — 1) =+ (25 4+ 16 — 1)7 == 8(37 + 5?) = 82.34;

e=4, Pp=1, 3=—3; N=5o;

(16 +1 — 9)*+ (49 + 16 — g)* = 8(1? - 72) == 82.50;

a==0, B=9g, v=1; N-==65;
(0 -+ 81— 49) + (49 + 4 — 49) = 4>(8*+17) = 4*.65;

Ajoutons, comme renseignement sur lequel nous
n’insisterons pas ici, que, une fois la décomposition en
deux carrés effectuée pour un nombre donné, la détermi-
nation des entiers «, 3, 7 et, par suite, du facteur com-
mun a x* et 3?, s’en déduit par un procédé direct.

Scolie II. — On a, par identité,

(04 B — ')+ [(y —a)'+ (v — B — "]
=[a?+ (@ — 9P — (o — B+ [B2+ (B — )" — (B —)1]".

Cette formule est susceptible d’applications impor-
tantes. D’abord, elle peut éwre souvent utile, lorsqu’il
s’agit de constater qu'un nombre impair, qui se pré-
sente sous la forme indiquée au premier membre (dé-
gagée de ses facteurs carrés), admet des diviseurs. On
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sait, en effet, qu'un tel nombre ne saurait étre premier,
s’il est décomposable de plus d’une maniére en deux car-
rés,
Par exemple, pour o =35, % =24, y = — 25, les
deux membres de la formule sont, respectivement,

(1225 + 576 — 625)2 + (3600 -+ 2401 — 625 )
= 168%(7*+ 32"} == 168%. 1073,
(1226 + 3600 — 121)? 4+~ (576 + 2401 — 121)?
- == 168?(28 + 17*) = 168°. 1073,

et, comme ils présentent deux décompositions diffé-
rentes, on en conclut que le nombre 1073 n’est pas pre-
mier. Cependant, si 'on avait pris « =14, =39,

== — 23, la méme formule n’aurait donné que le ré-
sultat

1562 (7 = 322) = 156*. 10793,

ce qui ne nous apprend rien sur la nature du nombre
1073, en tant que premier ou composé.

Pour

o =1, p = gl 2m+|’ v = A 1,

il vient, aprés suppression des facteurs communs, i’éga-
fié

(2’.‘m+l )2+ 12— (,2m+| . 1)2 - (2m+| )2,
et Pon en déduit que le nombre 2*"+* - 1,00 m est un
entier plus grand que zéro, n’est jamais premier. En effet,
ce nombre (a part qu’il est évidemment divisible par5)
est égal au produit

(22m+1 - oM l)(22m+l — gmt l),

ainsi que la remarque en a été faite dans la Nouvelle
Correspondance mathématique (t. 1V, p. 86 et g8).
Complétons ce résultat, en inscrivant ’égalité évidente

Ml <= gt 4y o ,/'Zm\‘.: - :{?.n == ,\2,
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par laquelle chaque facteur du produit considéré se ré-
duit & une somme de deux carrés, ainsi que cela doit
étre.

Mais ce qui rend l'identité ci-dessus surtout impor-
tante, c’est qu’elle résout complétement, et en em-
ployant trois scules variables, I’équation indéterminée

2y’ =ur - v,

traitée jadis par Le Besgue 4 aide de principes entiére-
ment différents (voir les Nouvelles Annales, 1™ série,
1. VII, p. 375 woir aussi, pour la solution usuelle, le
Bulletin de Bibliographie, ctc., de Terquem, t. 111,
p- 86). Nous nous bornons ici a énoncer cette propriété,
que I'on peut démontrer en toute rigueur, et dont la
proposition qui fait Vobjet du scolie I est une consé-
quence directe. On verra plus bas, dans les observations
qui suivent le théoréme I1I, que ['identité considérée,
et I'équation qu'elle sert a résoudre, sont des cas parti-
culiers de relations plus générales.

TutorimeIl. — Pout nombre N appartenant & l'uue
des formes
4p -~ 1, 4p -+2, 8p -3,
et n’ayant pas de facteurs carrés, est la somme de
trois carrés pl'emiel's entre eux.
Scolie. — Faisant
2= - B2 - 0P — ¢
F= (8 a)t e (DB i (8 — g — (§— &) — &
z=(e —a)4le—B¥ 4+ (e—y)P— (e —d) — ¢
et délerminant convenablement les entiers «, 3, 7, d, ¢,
le nombre N peut toujours étre représenté par I'expres-
sion x? + y*® + z°, préalablement débarrassée des fac-
teurs communs a x?, 3%, z°.
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Ce complément du théoréme cité résulte de la résolu-
tion générale, que nous allons exposer, d’une équation
indéterminée a six inconnues.

Il est bien entendu que I'un des trois carrés considé-
rés peut éire nécessairement nul, ainsi que cela a liea,
par exemple, pour les nombres 5, 10, 13, 37.

Exemples :

«a=3, B=1, y=4, d=1, e=1; N=6;

(+14+16—1—1)P+-(f+0+9g—o0—1)
+(f+04+9g—o0—1)= 12222+ '+ 17) = 122.6;
e=3, B=4, g=056, =2, ¢=3; N=—10;

(9g+16+36—4—9g)+(1+4+16—1—4)
{04 1+9—1 —g)P=16*(3*+ 1+ 0) =16%. 10;
a=0, f==2, y=1, d=1, e=1; N=11;
(o+-4f+1—1—1)+(1+1+0—0—1)

+{+14+0—0—1P=3+1"+12=11;

«=o0, B=05, 9v=3, d=1, ¢=3; N=13;
(0o+25+9g—1—qP+{1+16+4—4—1)
+(9+4+0—4—09)P=83+ 2"+ 0)=8".13;
=6, p=1, y=2, d=1, e=2; N=14;
(36 +1+4—1—4)+{2b+0+1—1—1)
+ (16 4= 1+ 0 — 1 — 4 )= 12" (3?4 2?+1?) =12, 1{;
Remarque. — Plus généralement : tout nombre N,
qui est la somme de trois carrés entiers, peut &tre re-
présenté, en fonction des entiers a, [2, 7, 9, ¢, par U'ex-
pression ci-dessus, dont les termes ont été préalablement
dégagés de tout facteur commun, étranger a la compo-
sition de N.
Celte proposition remarquable est une conséquence

de I'identité
a4 i = Wt
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dans laquelle z, y, z sont tels qu'il a été dit, et r, u, v
sont exprimés par
= ok (o 8o (e el (e B (o 7
T T R
o=l (g = 0P (g — e — gy —a ) —(y — B

’

On peut démontrer rigoureusement, en eflet, que
cette identité renferme toutes les solutions entiéres de
Péquation indéterminée qu’elle établit entre les va-
riables ¢, u, v, x, v, z.

Tusorime III. — Zout nombre entier est la somme
de quatre carrés entiers {ou d’un moindre nombre).

Scolie. — Toutes les solutions entiéres, distinctes, de
I'équation indéterminée a huit inconnues
2wl x4 ad = ud e ud a4 u?
s'obtiennent au moyen des formules
= o ] 0l — B — B — B2,
=B — ) (B— ) (Bi— ) (B — o)
— (B o]t~ (B )= B2,
= (B, — oy - Bo— ) (B 7)o (Be— 2y}
e
2= (By— =z )+ (B — @ )P By — a )T (B — )t

— (B = B — (B — B — Bl

u.:::cf—k(ag—w) +\J:—‘G' “l_‘pa)
— oty )T — (2 — o) — () — 24)3,

1= :/.'; -+ (C()'_ B|j2+ (Zz— g’x\,Q‘{‘ (“t’_' B3>?
) () — (]

wy= e (g — B (2 — B )z — B )
— (= (= s — (s s

o, = 12,"4- (li—— ﬁ.)’—i- (424"—@ )24‘ (0‘4_ ?a"

Vo [ P2
— g P L= )P — iy — )7,
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en y attribuant aux variables o4, 8; des valeurs conve-
nables, et en supprimant les facteurs communs aux
valeurs des x et des u.

Cette proposition comprend les énoncés relatifs aux
équations mentionnées dans les scolies précédents, et
n’est elle-méme qu’un cas particulier d’une proposition
plus générale. Combinée avec le théoréme IlI, clle en-
traine ce corollaire que, les x étant de la forme indiquée,
tout nombre entier N peut étre représenté par I'expres-
sion x} + x? + x! + x!, préalablement débarrassée des
facteurs carrés communs a ses quatre termes, et étran-
gers a la composition de N,

Les formules proposées vérifient I'équation ci-dessus
par identité : sur cela il ne peut y avoir de doute; elles
donnent donc une infinité de solutions entiéres. Ce
que nous n’avons pas encore démontré, c'est que tous
les cas particuliers sont compris dans I'identité en ques-
tion. Mais les preuves 4 I'appui de la généralité absolue
de notre solution, et les moyens de résoudre la question
inverse, c’est-a-dire de déterminer les « et les B d’aprés
les valeurs des x et des u supposées connues, ne seront
pas développés ici. Ces explications, rattachées a des
questions plus générales, feront partie d’un travail spé-
cial, ou nous nous réservons d’exposer quelques consi-
dérations nouvelles sur la résolution des équations indé-
terminées.

Note. — On voit assez, par ce qui précéde, quelles
sont les formules qui vérifient par identité I'équation
indéterminée a 2m inconnues

2 2 2 2 2 2
o i SIS R i ol /S eIy ol 5P

et comment elles se prétent a préciser la forme des m
carrés dans lesquels un nombre donné peut étre décom-
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posé. Mais les décompositions des entiers en deux, trois
et quatre carrés, élant celles dont on a le plus souvent a
s'occuper, et les nouvelles formules offrant surtout de
I'intérét par leur association avec les théorémes con-
cernant la transformation des formes linéaires en formes
quadratiques, nous ne nous arréterons pas ici sur la
généralisation facile dont nous parlons.

Il'y a cependant un cas particulier qui a une impor-
tance propre, et que nous ne devons pas omettre de
signaler : ¢’est celui qui se rapporte aux nombres de la
forme X? + nY?2.

L’identité

X nyt= w e+ fet,
ou 'on a fait, pour abréger,

x==ol—-npt— ny’,

y=iy—aldaly =58P =,

W= (B

v=8n(B—y)t—e—5),
est un cas particulier de la relation géndérale dont on a
fait mention. Elle renferme la totalité des solutions
entiéres de I'équation indéterminée qu’clle établit entre
les variables u, v, x, y, et 'on en peut déduire des consé-
quences importantes pour I’analyse numérique.

Cette identité s’emploie avec avantage, entre autres
applications, pour mettre en évidence que certains
nombres, (ui se présentent sous la forme de son premier
membre, sont susceptibles d’¢tre mis d’une maniére
différente sous la méme forme, et par conséquent ne sont
pas premiers. Aucun nombre premier, en effet, ne sau-
rait étre compris plus d’une fois dans laforme X* 4+ nY?,
si n est positif,
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Prenant, par exemple, dans le cas de n =3,

a:?,.zzm—i’ @:3.2"’"‘"——1, 7221:}:_2»:__1’

on arrive, aprés suppression des facteurs communs, au
résultat

(22m_ 1)2 - 3<2m)2: <.22m—| 4+ I)’—%— 3(22”1—1)2’
et il s’ensuit que le nombre 27+ 2*" 41, cum est un
entier positif, n’est jamais premier. On a effectivement
oim 1. oMm + 1= (22n1+ om 4. l‘)(zzm,___ om - I)
:[( M=t l)’—'}— 5 (2m—l)2][(2m7| — l)’-}— 3(2m—1)2],

a quoi 'on peut ajouter que ce nombre est toujours di-

visible par 3.



