NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

DESBOVES

Mémoire sur la résolution en nombres entiers
de ’équation aX™ + bY"™ = cZ"

Nouvelles annales de mathématiques 2¢ série, tome 18
(1879), p. 481-499

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1879_2 18 481_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1879, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1879_2_18__481_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

{ 481)

MEMOIRE SUR LA RESOLUTION EN NOMBRES ENTIERS
DE L’EQUATION

aXm_l__ me — CZ";
Par M. DESBOVES.

[strme (*).]

V. — THEOREMES GENERAUX RELATIFS A LA RESOLUTION
DE L’EQUATION

aXm+ blr"': cZn.

19. Dans ce qui va suivre, nous dirons que deux fonc-
tions enti¢res f(X,Y,...), ¢(x,y,...) sont équiva-
lentes lorsque la deuxiéme se déduit de la premiére en
remplacant dans celle-ci X, Y,... par des fonctions en-
tiéres de x, y, ..., ou qu'aprés la substitution les deux
fonctions ne différent I'une de I'autre que par un facteur
qui est une certaine puissance d'une fonction entiére.
C’est ainsi, par exemple, qu’en vertu de l'identité (4o)
les deux fonctions X+ Y? et xy(x +y) sont équiva-
lentes.

Taetonkme X. — Pour que Uéquation
aXm 4 bY" = cZ"
ait une solution entiére, il faut et il suffit que c soit de
la forme ax™+ by™.

En effet, la condition est suffisante, puisque, si elle est
remplie, I'équation proposée admet la solution (., y,1).
Elle est aussi nécessaire, car, si (xy, ¥4, 2;) est une solu-

(*) Nouvelles Annales, 2€ série, t. XVIII, p. 433.
An. de Mathémat., 2° série, t. XVIIL. (Novembre 1879.) 31
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tion de I'équation, on a
ax? +byT =cz};

d’ou il suit que, si on laisse de coté le facteur 27, c est
bien de la forme demanddée.

Si Pon considére le cas particulier ou m et n sont
ézaux a 3 et a, b égaux a 1, on obtient la forme x®+ y3;
mais les deux formes x) (x + y)et x® 4+ y® étant équi-
valentes, comme on I'a déja remarqué, on pent dire,
avec M. Lucas, que, pour que I'équation X*+ Y?= ¢ Z?
puisse étre résolue en nombres entiers, il faut et il suffit
que c, débarrassé de ses facteurs cubiques, soit de la
forme xy (x -+ y).

Remarque. — Toutes les formes de ¢ que nous avons
données, si nombreuses qu'elles soient, sont équivalentes
alaformeax™ -+ by™, mais ellesn’en sont pas moins utiles
A counalitre, car clles serviront a faire connaitre a priors
des solutions entiéres des équations, comme on le verra
dans la Section suivante, consacrée aux applications nu-
mériques.

Tutorime XI. — a et b étant arbitraires dans 1'¢-
quation aX™ + bY™ = cZ",on peut toujours trouver une
Sonction ¢ de a, b et d’autant de variables que l'on
veut, telle que I'équation puisse étre résolue en nombres
entiers.

On voit d’abord aisément que, dans le produit repré-
senté par le déterminant du n° 7, la partie qui est fonc-
tion des seules variables x,, x( est x7— (—1)"rax™;
c'est encore ce que I'on reconnait comme il suit. )
En appelant Q la partie du produit qu'il s’agit de dé-

terminer, on a

= xe+ar (T By (m gL,



(— 1) (Em— )

h— (— 1) ret.

Q=(— ey (s —a)(5—)...=
=[(— ) — [~ )]

Cela posé, si 'on multiplie entre elles d’abord r fone-
tions égales de I'espéce de celle qui est représentée par
le déterminant du n° 7, puis ce produit lui-méme par le
produitd’un nombre quelconque p de fonctions de méme
espéce que la premiére, mais différentes de celles-ci et
non égales entre elles, on obtient finalement un produit
qui est une fonction de méme espéce que ses facteurs, et,
en représentant par Z la fonction élevée a la n'*™ puis-
sance, par ¢ le produit des p facteurs différents et par
(X, )k (Xy)iy -+« les expressions de X, X, ... qui corres-
pondent a la derniére multiplication, on a une équation
de cette forme :

I

(75) [(Xoll"— (—r1r[(X )" +...=cZn

En effet, d’aprés ce qui a éié dit précédemment, on
sait que le premier membre de I’équation (75) doit con-
tenir les deux termes (X,)7, — (— 1) (X, )7.

On peut maintenant disposer des variables introduites
par les p derniers facteurs de maniére a annuler, dans
le premier membre de l'identité (73), tous les termes,
excepté les deux premiers. En effet, comme on le voit
parles expressions des fonctions X,, Xy, X,, . . . données
dans le n® 7, les équations a résoudre sont du premier
degré, par rapport aux variables qui correspondent &
I'un des p derniers facteurs.

Alors, en substituant dans 'équation (75) a ces va-
riables leurs expressions, ¢ deviendra une fonction de
toutes les variables, cxcepté celles par rapport auxquelles

31.
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oun a résolu. Il ne reste plus enfin, pour obtenir 'équa-
tion demandée, qu’a remplacer dans 1'équation (75) »

b . . . .
par - ou — ; suivant que m est lmpair ou pair.
a

Une application particuliére de la méthode précé-
dente a été faite a la fin du n° 9 si on la reprend, ce
qui précéde deviendra clair.

Dans les deux théorémes qui vont suivre, on suppose

» Y ) Y . I ) . +, .
que n estégal am, c’est-a-dire qu’il s’agira de I'équation

(76) aXm 4 bYn=cZm.

Trtonkme XII. — Pourquel’équation (76) ait deux
solutions, il faut et il suffit qu’aprés avoir multiplié ou
divisé, s’il est nécessaire, les deux membres de I’équa-
tion par un méme nombre entier, on obtienne pour a,
b, —c des expressions I"—p™, gm— ", s"— 1", 1, q,
5, Py 7y t étant des nombres entiers tels, que le produit
des trois premiers soit égal au produit des trois autres.

On remarque d’abord que 1’on peut toujours obtenir
une infinité d’équations de la forme (76) admettant deux
solutions. En elfet, si 'on écrit que I'équation (76) a les
deux solutions (x, 5, z), (&, ¥, 2’), on obtient deux équa~

. . , .a b .
tions du premier degré, par rapporta - et -, qui donnent
c c
les valeurs de ces inconnues, et 'on peut prendre

‘ a— sz.’m__ ),m z’m’

—

~)

~3
_—

b=z '™,
? —_c ::y”"z‘""— .z""y”".

Ainsi a, b, — ¢ sont chacun la différence des mi®™e
puissances de deux nombres entiers, et sil’on représente
sy, x2, yx', y2', zx!, x)' respectivement par 7, q, s,p, r,
t, on a bien

{78) lgs = prt;
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la condition énoncée est donc nécessaire. Je dis mainte-
nant qu’elle est suffisante. En effet, supposons qu’aprés
avoir multiplié ou divisé les deux membres de I'équa-
tion (76) par un facteur constant, on ait

a=rMr—pr, b=q"— 1", —c=s"—1", lgs= prt;
on pose

=1 yi=p, z¥=gq,
(79) ' '

W =r, yr—s, Iy =—l,

la derniére équation étant la conséquence des deux
autres & cause de la relation (78).
Alors, pour obtenir des valeurs entiéres, on peut poser

(80) x=rt. y=Is, z=1Ir.

Si maintenant on substitue dans les équations (76) les
valeurs de x, y, 2 (80), ona

' = = y’—-l, ==,
{ r st

ou encore, comme on ne prend que des valeurs entiéres,
(81) *—=sr, y'=Is, z =pr.

Ainsi, lorsque les conditions de V’énoncé sont rem-
plies, I'équation (76) a deux solutions entiéres (x, v, ),
(2, ¥, 2’) données par les formules (80) et (81).

Remarque. — On voit aisément que le théoréme n’est
en défaut que si 'on a

(82) l=gq, p=r, rt=1Ds;

dans ce cas, les deux solutions données par les formules
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(80) et (81) n’en font plus qu’une seule. Cest ainsi, par
exemple, que si’on a ’équation
Xm+ Yr— (am -+ [fjm )Zm’
ou
(am_ gm} an+ (am__ ﬁm) Tm— {, m___ ﬁ:m)Zm,

pour laquelle les conditions de I'énoncé du théoréme XII
sont remplies, les formules (80) et (81) donnent la so-
lution unique (e, 3, 1).

Faisons une application du théoréme XII a I'équation

Xé— Yi=1174935Z:.

On a les identités numériques

1174935 = 79::2:§7_‘, 2'(79* — 67*) = 133* — 5¢,
(79*— 67%)(69' — 134*) = (79 >< 59)*— 133 <67 )*;

alors, si I'on muliiplie les deux membres de I'équation
proposée par 118*— 268, il vient

(118 — 268¢) X* + (316 — 266°) Y*
= [(79 < 5g)" — (133 < 67)1]Z,
etl’on a
{==118, ¢=2316, s=133x<67,
p=268, r=20606, 1= 79 5q.

On voit que la condition (78) est remplie, et, en ap-
pliquant les formules (80) ct (81), on reconnait que
Iéquation proposée admet les deux solutions ( 79, 67, 2),

(133, 59, 4) (¥)-

(*) On s’appuie ici sur la résolution de I'équation K¢+ Y* =7~ U*,
et sur la relation (@*— b*)(d'— b*) = (ad)*—(be¢)*, qui a lieu lorsque
a, b, c,d sont des nombres tels que l'équation a*—&*=c*— d* soit
satisfaite. Je reviendrai plus tard sur cette question.
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Tuatorime XII. — Pour que I’on puisse trouver des
équations de la forme (76) qui, pour une certaine va-
leur de m, admettent trois solutions, il faut et il suffit
que l'on puisse résoudre en nombres entiers le systéme
des deux équations

(83) P» Qm_|__ R*—=TUm + V7 4 Tm’
(84) PQR = UVT.

1° La condition est nécessaire. — En eflet, si I'é-
quation (76)admetles deuxsolutions (x, y, z), (', ¥/, /),
les valeurs de a, b, ¢ sont données par les formules (77),
et I'on exprime que la méme équation a une treisiéme
solution (x, y”, 2") en écrivant

(Zmyl"' — ym z'”‘).r:”"' -+ (.L‘m zim . gm x’ln)y"m
—_ (I"')”’" —> m'T’m ) Z""'.
ou
(z)fl.l‘” )m + (-EZ’]’” ),,; _|_ (yl";” )m
— (]’ZI.’I‘” ),,,+ (ZJ"_}’”)'”—}— ($y1zll ),"'

Or, comme les sixnombres zy' 2", xz'y", yx' 2", yz'x",
zx'y", xy’ 2" sont tels que le produit des trois premiers
est égal au produitdes troisautres, ces nombres satisfont
aux deux équations (83 ) et (84).

2° La condition est suffisante. — En effet, supposons
qu'elle soit remplie pour les six nombres 4, e, f, g, &, &,
c’est-a-dire que V'on ait

dm —+ em +f’”: g"‘ < hm 4~ A‘”‘, (l(::f: gﬁk.
On pose
zy'a’ =d, x3zy"—=e, yx'z"=f, yiz"=yg,
2y’ =hy, zy's" =k,
et I'on en déduit
(85) 2’ =ghzx, y'=dey, z'=—egz,
86) 2" =ghx, y'=chy, 2'=c¢fz.
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Ainsi, lorsque les équations (83) et (84) sont satis-
faites par six nombres entiers d, e, f, g, h, k, on peut
former une équation de la forme (76) qui admette une
solution arbitraire (x,y, z) et deux autres solutions
(29", 2'), (2", 5", 2") données par les formules (85) et
(86).

Faisons une application du théoréme au cas ou m est
égal 4 3. A I'aide de I'identité en z, y qui a conduit aux
formules (51) dun® 11, obtiens d’abord les six nombres
33, —34, 1, 11,— 17, 6 pour lesquels on a

3 (3t = 1 (17 6
33 < (—34) X1=1n1x{—17)>6.

Je prends ensuite arbitrairement

r—i1, y——1, z2=1I,

etsi 'on pose
d=33, e=—34, f=1, g=11, h=—17, k=6,

les formules (85) et (86) donnent, aprés la suppression
de facteurs communs,

=1, y=—6, 7 =2,

x”:[l, y”:34, 3 = 2.

Mais, en calculant les valeurs de a, b, ¢ par les for-
mules (77), oul’on fait m = 3, on obtient I'équation

208X3 — 7Y  =215Z3;

on est donc assuré d’avance que cette équation admet les
trois solutions (1, —1,1), (1,— 6, 2), (11,34, 2).
Comme, jusqu’a présent, on ignore si le systéme des
équations (83) et (84) peut étre résolu pour des valeurs
de m supérieures & 3, on ne sait pas non plus si, pour de
pareilles valeurs de m, ’équation (76) peut avoir trois
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solutions. Quoi qu’il en soit, le théoréme précédent
montre que la question de résoudre le systéme des deux
équations (83) et (84) présente le plus grand intérét.

Tutorkme XIV. — On peut résoudre en nombres

entiers ’équation
Xém g2 Yom— 72,

ou, ce qui revient au méme, le sy stéme des deux équa-
tions

{87) X q Y — UQ, Xem__ g Ym— Vz,

(x~+yi)m—(x— yi)m

lorsque a est de la forme -
21

(i repré-
sente \J—1).

En effet, si 'on pose

p+qg=(x+yi), p—qgi=(x—yi)",
ona
P+g=(x+r)" 2p=(z+yi"+(z—yi)"
2qi = (& + yi)y"— (x — yi)",
2(p'— ) = [+ y i (2 —y i),

et, par suite,

(2 +yi)m— (& — yi)m

2 2) —

bpe(P— ') = by

P gt apg = (xii)(.r—i—yi)""—i;(Iii)(.r—yi)"",

les signes supérieurs se correspondant dans les deux
membres de 'équation précédente, ainsi que les signes
inférieurs.

Cela posé, dans les équations (60) et (61) du n°® 14,
changeons x et y en p et ¢, puis remplacons dans les
équations ainsi transformées p*4-¢*, 4pq(p*—q°),
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p*—q*==2pg par les expressions précédentes; on a
alors la double identité

(.7. 4+ yi\,""_ (J‘ ——"YI')""
21

(x2+y:):mi > pm

_ ) (e iy (1 2ed) (o — yi)]?
o= b

en faisant correspondre dans les deux membres les signes
supérieurs ainsi que les signes inférieurs : le théoréme est
donc démontré.

Remarque. — Sil'on admet qu'on ne peut salisfaire
a I'équation x* + y* = z*" qu’en posant

rebyi=(p+qi)n, x—yi= (p—qi)", z=p+q,

oun démontrera aisément que la condition donnée pour a
(théoréme XIV) est a la fois nécessaire et suffisante.

20. Généralisation des nombres congruents. —
Lorsque m est égal a1 dans les équations (87 ), le nombre
a est dit congruent par rapport a deux carrés. Alors on
peut convenir d’appeler nombre congruent de l’ordre m
le nombre a, tel que les équations (87) puissent étre
satisfaites simultanément.

Sil'on faitd’abord m égal & 1 dans 'expression générale
de a, on trouve xy (x* — y*) aprés la suppressiondu fac-
teur carré 4: c’est ce que 'on savait déja. Si ensuite on
fait m égal & 2, on trouve pour a, aprés avoir divisé par
2*, Jy(xz_)ﬂ)[(.r;— Sl L) En donnantdans cette
expression a x et y les valeurs 2 et 1, on obtient pour
valeur de @ le nombre 21, qui est le plus petit nombre
congruent du second ordre.
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VI. — APPLICATIONS NUMERIQUES DES IDENTITES
ET DES FORMULES.

21. Résolution de quelques équations numériques com-
prises dans l'équation générale

(\88) X34 Yi=cZ.

On a vu que 'équation (88) peut étre résolue lorsque
¢ a l'une des formes suivantes :

P4y, 2(x2t+3r?), P—py—3xy(r+2y),
yxty) 2(yt—x) 24— 32y (82— y2).

Si dans ces expressions on remplace x et y par les
nombres enticrs les plus simples, pris avec les signes +
ou —, on reconnait que I'équation (88 ) peut étre résolue
pour les valeurs de ¢ égales a 6, 7,9,12,13, 17, 19, 20,

22, 26, 28, 30, 37.

22. Je vais maintenant m’occuper de quelques équa-
tions particuliéres de la forme (88). Mais il importe de
définir d’abord ce que j’entendrai par une solution ini-
tiale d’une équation numérique a trois inconnues. Je
désignerai ainsi une solution de I'équation qui nc peut
se déduire d’aucune autre a ’aide des formules qui don-
nent une suite de solutions correspondant & une pre-
miére solution connue. Par exemple, on aura unec so-
lution initiale del'équation (88) si cette solution ne peut
pas s’obtenir a I'aide des formules (48) et (49), quelle
que soit la solution prise pour point de départ.

1° ¢c=19. En subslituant successivement, a la place
de x et 3, 3 et —2 dans 2{x®+3y*),3 et 1 dans
xd—y® —3xy(x+ 2)), 1 et 2 dans

0 3" 3 3y3 (82— ),
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on voit, par lesidentités (39), (42), (47), que I'équa-
tion
X0+ VP =19Z?

admet les trois solutions (3,—2,1), (36, —17,13),
(8.1,3).
Si maintenant, dans les formules (51) du n° 11, on
fait
z=3, y=——2, z=1,
=8, y'=i, =3,
ou

z'=36, y'——17, =13,

on obtient une quatriéme solution (5,3,2). Des deux
solutions (8,1,3), (36,—17,13) on déduirait en-
suite, a I’aide des formules (51), une nouvelle solution
(92,33,35); mais celle-ci s’obtient immédiatement par
les formules (48) en partant de la solution (3, — 2,1).
Les formules (51) donnent encore la solution
(13301, —1322,498) comme conséquence des deux so-
lutiouns (5,3, 2), (36, —17,13).

On pourrait continuer 4 chercher de nouvelles solu-
tions au moyen des formules (51); mais, en arrétant ici
le caleul, je dis que les solutions (8,1,3), (3, —2,1),
(36,—17,13), (13301,—1322,498), (5,3,2) sont,
toutes les cinqg, des solutions initiales.

En effet, on voit d’abord qu’aucune des quatre pre-
miéres solutions ne peut étre déduite des formules (49),
qui ne donnent jamais une valeur paire pour une des in-
connues x,y et une valeur impaire pour 'autre.

Je dis ensuite que, quelle que soit la solution prise
pour point de départ, elle ne peut pas non plus étre
donnée par les formules (48). En effet, soient(x,. 4, 24),
(Fpgts Vugts Zngn) deux solutions consécutives données
par les formules (48), et supposons que la solution
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(Zng1s Yat1s Zusa) s0it d'abord identique avec la solution
(8,1,3); alors on aura
.z‘,,(.r,:: -+ 2]’;) .

A b4

—ra(22; +J’:)

x"
ou, en posant — =m,

n

mt+-16ms+ om + 8 = o.

Si la solution (8, 1, 3) était donnée par les for-
mules (48), la derniére équation devrait avoir au moins
une racine commensurable ; or, comme on reconnait
qu’elle n’en a aucune, on en conclut que la solution
(8, 1,3) ne peut étre donnée par les formules (48).
On voit,d’une maniére toute semblable, que la deuxiéme,
la troisiéme et la quatriéme solution ne peuvent pas étre
données par les formules (48) ; car, s’il en était autre-
ment, on devrait pouvoir résoudre en nombres com-
mensurables les équations

om' — 6m* 4+ fm— 3 =o,
17m* — n2m* + 34m — 36 = o,
1322m¢ — 26602m* + 2644m — 13301 = o,

ce qui est impossible. Ainsi, il est prouvé que les quatre
premiéres solutions sont des solutions initiales.

Je dis enfin qu’il en est de méme de la cinquiéme so-
lution. En effet, si elle était donnée par les formules (48)
ou (49), on aurait i résoudre en nombres commensu-
rables 1'une ou I'autre des équations

3mt 4+ 10m® +6m +5=—o,
8m* 4+ 3m* —31m*—8=o,

ce que I'on reconnait impossible.
2° ¢ = 37. En donnant a x, y les valeurs 4 et — 3



( 494)

dans x* + y*, 3 et — 1 dans x® —y* —3xy(x + 2y),
2 et 1 dans x° 4 y° — 3’y (82— y®), on a les
trois solutions (4, —3, 1), (19, 18, 7), (10, — 1, 3),
et al'aide des formules (51) on obtient les deux autres
solutions (1033, — 33, 310), (13683, — 9587, 3568).
On démontre, comme dans le cas précédent, que les cinq
solutions peuvent étre prises comme solutions initiales,
et peut-étre y en a-t-il encore d'autres,

23. Résolution des équations numériques comprises
dans I'équation genérale

(89) aX®+bY> =cZ'.

On sait que P'on peut toujours obtenir des équations
dela forme(89) qui admettentdeux solutions arbitraires,
et une troisieme solution qu’on en déduit a I'aide des
formules (51). On coungoit que I’on puisse ainsi obtenir
une infinité d’équations de la forme (8g) admettant trois
solutions initiales au moins. Si, par exemple, on forme
Péquation

9X* + 7Y =22’

qui admet les deux solutions (r,—1, 1), (1, 1, 2) et une
troisiéme solution (3, 1, 5) qu’on en déduit par les for-
mules (1), on vérifie par la méthode précédemment
employée qu’aucune des trois solutions ne peut étre
donnée par les formules (50) Or, comme ces formules
sont les seules formules générales qui donnent une nou-
velle solution de I'équation (89) quand on en connait
une autre, les trois solutions précédentes sont des solu-
tions initiales.

2%. Résolution des équations numériques compriscs
dans lU'¢quation générale

o) XE4+bY =75
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On a vu (14) que P'équation (go) peut étre résolue
lorsque b est de 'unedes formes x*y (y +2x),x(y* —x),
—xy*(x 47y ). En substituant dans les expressions pré-
cédentes pour x ety des nombres dont la valeur absolue
est égale ou inférieure a 5, on reconnait aisément que
Péquation (go) peut étre résolue pour les valeurs sui-
vauntesde b: — 2,3, «~ 5, —6,8, — 10, > 12, 14, 15,
— 17,18, &= 20, — 21, — 22. Dans ces différents cas
on trouve d'abord une premiére solution de I'équation
(90) en sc servant des identités qui correspondent aux
diverses expressions de &, ¢t 'on obtient ensuite d’autres
solations en appliquant les formules (64) et (67).

Dans les calculs que je viens d'indiquer, je n’ai pas
rencontré d’équations a plusicurs solutions initiales,
mais il n’est pas démontré qu'une pareille circonstance
ne puisse pas se présenter.

25. Résolution des équations numériques comprises
dans I'équation géncrale

(g1) Xt Y =cZ2.

Je donnerai ici un seul exemple. Faisons a et b égaux
a 1 dans I'identité (62); alors I'expression de ¢ devient
(9x* — y*")* + 4x*y*. Si lony fait d’abord x et y égaux
a 1,0n acégal a 17><4, et 'on trouve ainsi que, pour
¢ =17, I’équation (g1) a une premiére solution (r, 2, 1).
Mais si ensuite on remplace, dans la méme expression
de ¢, x et y respectivement par 1 et 3, on a ¢ égal a
a? %< 3* >< 17, et 'on obtient encore, pour ¢ = 17,la so-
lution (13, 2, 41).

Maintenant on prouve par la méthode ordinaire que,
quelle que soit la solution prise pour point de départ,
les formules (67) ne donneront jamais les deux solutions
précédentes. En effet, s’il en était autrement, on aurait
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a résoudre en nombres commensurables 1'une ou I'autre
des deux équations

x(3y* + 62y — xt) 1
T = - ou —
y(3zt 462yt —y*) 2 2
ce que 'on reconnait impossible. Les deux solutions
(1, 2, 1), (13, 2, 41) sont donc denx solutions initiales>
si 'on admet qu’on n’ait pas d’autres formules générales
que les formules (69) pour la résolution de I’équation

(91) (*)-

26. Résolution des équations numériques comprises
dans les équations générales

(92) aXt + bY = cZ?,
(93) aXéi+ bY' = cZ'.

Les identités (69) et (74) ne conduisent le plus sou-
vent qu’a de grandes valeurs de ¢, méme dans le cas ou
a et b sont égaux a == 1; mais, si I'on suppose a =1,
b = — 1, en prenant les différences des quatriémes puis-
sances des plus pelits nombres entiers, on pourra arriver
a des valeurs simples de c¢. Ainsi les identités numé-
riques

2i —1=15, 3 —1=5X20=10X2*
montrent que, a et b étant respectivement égaux a 1
et — 1, les équations (92) et (93) pourront étre résolues,
la premiére, lorsque ¢ sera égal a 15 ou 10, la seconde,
lorsque ¢ sera égal a 15 ou 5.

On peat encore trouver autrement des équations de
la forme (92) ou (93) dontla résolution en nombres

(*) 11 y en a d’autres, comme je le ferai voir dans un autre article;
mais je n'ai pas voulu m'en servir ici, parce qu'elles n'ont pas été ob-
tenues par la méthode des identités.
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entiers soit possible. Soient Z, X,, Y, U,, V, des po-
lynémes donnés, le premier par la formule (23) et les
autres par les formules (29).

Faisons v = o dans tous ces polyndmes, résolvons par
rapport a et z les équations U; = o, V, = o et subsli-
tuons dans X,, Y, Z pour r et z leurs valeurs. Alors, si
lon remplace dans ’équation (28) U, et V, par zéro et
Xy, Yy, Z par leurs expressions, on tombe sur I'identité
numeérique

135 < 3¢ —4 < 7¢=11%,
c’est-a-dire que ’équation
135X — 4Y =28
admet la solution (3, 7, 11).

On prouve d’une maniére toute semblable que I'équa-

tion

Xt — Yt — 842¢
admet la solution (31, 17, 10). On arrive d’ailleurs a
cette derniére solution en faisant x et y respectivement
égaux a 2 et t dans I'identité (73).

VII. — RésuME ET CONCLUSION.

27. Lorsque dans Péquation aX™+4-bY™ = cZ" on
suppose m supérieur a 2, on pent considérer quatre cas
principaux suivant que m et nz sont respectivement égaux
a3 et 2, tous deux égaux a 3, m et n respectivement
égaux A 4 et 2, m égal ou supérieur a 4 et n supérieur
ao.

Dans le premier cas, I’équation, comme on I’a vu, a
toujours une infinité de solutions.

Dans le deuxiéme et le troisiéme cas, I'équation peut
étre impossible ou bien avoir une infinité de solutions;
encore ce dernier point n’a pas é1é jusqu’ici rigoureu-
sement établi, car, pour qu’il en fit ainsi, il faudrait
Ann.de Mathémat., 2¢ série. t. XVIII. (Novembre 1879.) 32
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avoir démontré que, par I’emploi des formules qui per-
mettent de déduire une solution d’une autre, on ne
retombe jamais sur P'une des solutions précédentes.

Soit d’abord considérée I'équation aX?® 4-bY® = ¢Z’.
Si Pon a trouvé plusienrs solutions initiales en faisant
usage de certaines identités suivant la méthode que nous
avons indiquée, on déduira de chacune des solutions
obtenues une infinité d’autres solutions, a I'aide des for-
mules (48) et (49) quand a et b seront égaux a 1, et en
employant le systtme unique des formules (50) dans le
cas général. D’aillears, toutes les fois que I'on aura ob-
tenu deux solutions nouvelles, pourvu qu’elles ne soient
pas deux solutions consécutives données par les for-
mules (48) ou (50), on aura une solution nouvelle par
Pemploi des formules (51). Mais, en procédant comme
on vient de le dirve, on ne pourra pas affirmer cependant
que 'on a obtenu la solution compléte, méme en prenant
une équation numérique particuliére; car, pour éire as-
suré qu'il en est ainsi, il faudrait avoir démontré que,
dans 'exemple que Pon a choisi, le nombre des solu-
tions inidales est fini et qu'on les a obtenues toutes.

Soit maintenant a résoudre I'équation

aXi - pY' _cZ°.

Aprés avoir obtenu a I'aide d'identités une ou plusieurs
solutions initiales, on cn obtient une infinité d’autres,
P’aide des formules (64) et (67) lorsque, ¢ étant égal & 1,
I'un des nombres « on b est aussi égal a 1, et en em-
ployant, dans le cas général, le systéme unique des for-
mules (67).

Comme je lai déja dit dans le u° 25, on peut,
dans le cas général, trouver un deuxiéme systéme de
formules de telle sorte que, dans ce cas comme dans le
cas particulier, d'une solution connue on peut déduire
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deux solutions nouvelles. Ce n'est pas tout, dauns les
Comptes rendus du 7 avril 1879, j’ai donné le moyen
d’avoir des formules qui permectent d’obtenir quatre
solutions nouvelles quand on en connait deux. Mais en
employant la méthode, méme ainsi complétée, on n’est
pas st encore d’avoir toutes les solutions de I'équation,
et cela pour les mémes raisons que dans le cas de I'équa-
tion cubique.

Nous arrivons maintenant au quatriéme cas. Alors le
nombre des solutions peut étre égal 4 0, 1 ou 2; mais
jusqu’a présent on ignore si, méme dans les cas les plus
simples, c’est-A-dire pour Jes équations (93) et (94), le
nombre des solutions peut étre égal ou supérieur a 3.
J'ai donné, il est vrai, dans le cas de I'équation (76), la
condition nécessaire et suffisante pour que cette équa-
tion puisse avoir trois solutions ; mais jc n’ai pu en faire
Papplication qu’a I’équation cubique.

28. Le travail que je termine ici ne sera pas inutile
s'il montre bien, comme je l'espére, de quelle impor-
tance sont la recherche des identités et surtout la déter-
mination des solutions initiales, dont on ne parait pas
s’étre occupé jusqu’ici (*). On aura remarqué aussi toute
la difficulté que présente la question de trouver la solu-
tion compléte des équations dans le cas ou elles ont une
infinité de solutions. Il n’est donc pas étonnant que jus-
qu'ici aucun géomeétre n’ait pu démontrer en toute
rigueur que, dans le cas auquel nous venons de faire
allusion, il avaitla solution compléte méme d’une équa-
tion numérique particuliére.

(*) D’aprés une Note de M. Lucas ( Nouvelles Annales, novembre 1878)
il faudrait faire exception pour M. Sylvester; mais jusqu'ici I'illustre
géométre n’a rien publié de ses recherches.

3a.



