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NOTE SUR LES NOMBRES PARFAITS;
Par M. LIONNET.

I. La théorie des nombres parfaits, dont Euclide parait
s'étre occupé le premier et dont il donne la définition
sulvante :

Un nombre entier est parfait lorsqu’il est égal ala
somme de ses sous-multiples, ou, cn d’autres termes, de
ses parties aliquotes enticéres, ou, pour abréger, de ses
aliguotes,

laisse encore beaucoup a désirer. La formule
(v) z=(2"—1)2",

ou 712 est un entier >1 et 2" — 1 un nombre premier

P 9
donne pour x toutes les valeurs possibles des nombres
parfaits pairs. On a, par exemple, pour

n-—2, 3, 5, 7, I3y
z =6, 28, 496, 8128, 33550336;

mais on ignore s’il en existe une infinité.

Quant aux nombres parfaits impairs, on peut dé-
montrer que, s'il en existe, ils sont donnés par la for-
mule

(2) X = (fn 1)+ 2,

ol 47 -1 est un nombre premier impair >1, kun
entier = ou >0 et { un impair >1 et premier a
4n—+1.

II. Nous donnerons le nom de nombres parfaits de
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premiére espéce a cenx dont nous venons de parler (I),
et celui de nombre parfait de seconde espéce a tout
nombre é€gal au produit de ses aliguotes. Tels sont, par
exemple,

8§=1.2.4, 10o=r1.2.5, 14=1.2.7,

Pour obtenir tout nombre x ayaunt cettc propriéié, ob-
servons d’abord qu’il faut que I'on ait

(3) x = p"
ou
(4) z=pp'P,

nélant un entier >1, p et p’ des nombres premiers iné-
) lep —
gaux et >1, et P un entier = ou >1.
1° Pour qu’on ait

pi=ut.p.pt.p*...p"",
il faut-et il suffit que
nin—.;

n—=1+24+34+.. 40 —[= —ou—,
2

ou que n = 3; donc
(5) r=pi=1.p.p%

2° Si l'on avait P> 1, les nombres pP, p'P seraient
des aliquotes inégales de x, et dont le produit pp’P? ex-
céderait x; donc P =1, et I'on a
(6) r=pp'=1.p.p.

Done, en définitive (1° et 2°), tous les nombres par-
faits de seconde espéce sont les cubes 8, 27,125, ... ¢t
les produits deux & deux 6,10,15,... de tous les
nombres premiers 2,3, 5, 7,11, ... supérieurs a l'unité.

III. On est conduit a se demander s’il existe un ou
20.
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plusieurs nombres doublement parfaits, cest-a-dire
égaux & la somme et au produit de leurs aliquotes.
Pour le savoir, il suffit évidemment de chercher si, parmi
les nombres parfaits de seconde espéce, qui sont tous
donnés par les formules (5) et (6), il en est d'égaux a la
somme de leurs aliquotes. Or on reconnait immédia-
tement I'impossibilité de la relation

pPP=1-+p-+p.
Quant a Pégalité
pp == p - p,

elle exige que le plus grand des deux nombres premiers
p: P> inégaux et supérieurs a I'unité, divise I'autre aug-
menté d'une unité, ce qui exige que p et p’ soient consé-
cutifs et, par suite, égaux aux nombres 2 et 3; donc

on a
pp=6=1+2+4+3=1.2.3;

d’ou il suit que 6 est le seul nombre positif doublement
parfait.

Remarque. — Nous n’avons considéré jusqu’ici que
des nombres parfaits positifs; mais il est bon d’observer
qu'en changeant le signe d'un nombre parfait de pre-
miére ou de seconde espéce, leurs aliquotes changent
de signe en conservant, comme leur somme ou leur
produit, la méme valeur absolue. et que zéro est évi-
demment un nombre doublement parfait; d’ou il suit
que o, + 6 et — 6 sont les seuls nombres doublement
parfaits.



