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NOTE SUR LA METHODE D’ELIMINATION BEZOUT-CAUCHY;
. Par M. V. HIOUX,

Professeur au Lycee de Rennes.

Dans Particle si intéressant et si remarquable Sur
U’élimination, de M. Rouché, publié dans les Nou-
velles Annales de 1877, on rencontre 1'identité fonda-

mentale
Vo(z) =f(r) Go(x) — g(x) Fo(x).

On sait que le programme du cours de Mathématiques
spéciales recommande particuliérement I'emploi de la
méthode d’élimination de Bezout, perfectionnée par
Cauchy.

Je me propose d’établir par cette méthode, non-seule-
ment l'identité précédente, mais encore les propriétés
du résultant R que l'on démontrc généralement au
moyen des fonctions symétriques (*).

I. Considérons deux équations algébriques f(x)=o
el k)
& (x) = o de degrés m et n respectivement, n étant égal
ou inférieur a m.
Si I'on pose

Ji (%) = @ppr +— Qpa T H+ o G B+ @y TR

(&) = bp i+ b @+ b X by R

(*) Voila deja plusieurs années que, dans les conferences que je fais
a Sainte-Barbe, j’expose la theorie de I’elimination et ses consequences,
sans faire intervenir les fonctions symetriques. et en tenant compte
des racines infinies.

Dans plusieurs conferences faites au lycee de Toulouse, au mois de
juillet dernier, j’ai encore reproduit cette exposition. Cu. B.
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¢n supposant nuls les coefficients b,yyy boyyy « . .5 b, si
I'on a n < m, on peut écrire

Slz) =(ay+ ajx +. ..+ ayat) + 2 £ (2),
g(x) = (by+ bz +...+ byzt) 4+ 2*+ g (),

d’ott ’on déduit I'identité

(8) fl2)gilx) — g (2) fil ) = Copt Cov..
+ Cpixt+. . . Cpmey ™'

Cette identité, dans laquelle le coefficientde xiest C; ;,
a lieu pour toutes les valeurs entiéres de k depuis o jus-
qu'a m —1, bien queles deux membres se réduisent a
—g(x) fi(x)quand on donnea kles valeursn, n+1, ...,
nm—riI.

En égalant & zéro le second membre, polynéme entier
en x du degré m -— 1, on a ’équation

(1) Clr,o+ Clﬂ,l‘z ~+ ...+ C[‘»,,‘.‘r" —+. ..+ CL,m-—l-”'m_': o,

qui équivaut a m équations du pi‘emier degré en x,
x%,. .., 2™, lesquelles sont satisfaites pour toute valeur
de x commune a f(x)=o et g(x)=o. Le détermi-
nant R de ces m équations est le résultant donné par
Cauchy dans son Mémoire surl’élimination.

Désignons par R, le mineur principal d’ordre p, ob-
tenu en supprimant dans R les p premiéres lignes et
les p premiéres colonnes; le premier élément de R,
est G, .

Cela posé, donnons a k dans I'équation (1) les valeurs
pPsp —+1,...,m—1 et remplagons dans R, les éléments
de la premiére colonne par les premiers membres des
équations ainsi obtenues, arrétés au terme en x?, nous
aurcns sous forme de déterminant une fonction V,(x) de
degré p et dans laquelle le coefficient de x7 est R,.

La valeur du déterminant V,(x) ne sera pas changée
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si 'on ajoute aux éléments de la premiére colonne les
éléments correspondants des colonnes suivantes multi-
pliés respectivement par 27+, ..., x"~',

Dans le déterminant ainsi transformé, le premier élé-
ment de la premiére colonne est £ (x) g, (x)—g(x) f, (x);
les suivants ont la méme forme et le dernier est

S(x)gn(x)—g (%) fns ().

Ce déterminant se décompose donc en deux autres et
'ona

(2) V,(z) =f(z)Gy({z) — g(x)Fp ().
Les polynémes G,(x), F, (x) se déduisent de R, en
y remplacant les éléments de la premiére colonne d’a-

bord par g,(x), 8p41(X)s - -+ 5 §m_s(x), puis parf,(z),
Sorr (2)s fpaa (€)5 - o s fns (%)

Le premier est du degré de g,(x), savoir n —p —1;
le second est du degré de f, (x), savoir m —p —1.

Si I'on suppose p = o, on a la deuxiéme identité

(3) R:f(x)Go(x)—g(.r)Fo(z}.

II. Tutorime. — Le résultant R est un déterminant
symétrique.

En effet, on a d’'une maniére générale

(4) Clr,i: (ao-; bk+i+l) -+ (aly bl'(+i) +.o. 4+ (alr—n b[+2)
-+ (abbi+l)+(’ll+ubi) “+...+ ((l,-, 1)‘._4_().

Mais, si 'on suppose i >k, les déterminants du second
ordre qui suivent (ay, b;y,) forment une suvite dans la-
quelle les déterminants également distants des extrémes
sont égaux et de signes contraires, le déterminant du
milieu de la suite étant composé de deux colonnes iden-
tiques si leur nombre est impair; 'ensemble de ces dé-
terminants est doncnuletl'ona G;;=C;;. c.q.F.p.
19.
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Corovratre. — Sil'on suppose i > k, un élément situé
adroitedeladiagonale principale de R a pour expression

(5) Clr.: == ("In bi+l) -+ Clr—l,i-H-

Les éléments d'une ligne placés a droite de la diagonale
principale étant calculés par cette formule, on complé-
tera le déterminant par symétrie.

TratorkME pE Bezour. — Si les équations proposées
sont a deux variables x et y, on peut supposer que a;, b;
sont des polynomes entiers en y, le premier du degré
m — i, le second du degré n —i. Un élément C; ; deRa
donc un degré égal a celui du produit azd,,,, c'est-a-
dire

m—~hk—+n—i—1u
ou bien
(man—1)— (ki)

Or, un terme dudéveloppement de R est un produit de
m éléments pris chacun a Vintersection d’une ligne et
d’une colonne distinctes. Le degré de ce terme s’ob-
tiendra donc en donnanta k, puis a i les valeurs o, 1,
2,...,m—I,eten répétant mfoislaquantité (m-n—ri).
Mais on a

206+14+2... +m—x)=m(m—1).
Le degré cherché est donc
m(m-+n—1)—m(m—1)=mn,

Donc : 8i entre deux céquations entiéres f(x,y) = o,
g(x,y) = o, la premiére du degré m, la seconde du
degré n,on élimine l'inconnue x, l'équation finale en y
est au plus du degré mn.

Cororraire. — Les deux équations proposées ad-
metlent en ge’néml mn solutions.
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En effet, soit y = (3 une des mn racines de R = o. Pour
cette valeur dey, les équations f'(8,x) = o, g(B,x) =0
ont une racine commune X =2z qui vérifie les équa-
tions (1). Si 'on supprime la premiére de ces équations,
on tire des autres ['équation adjointe

B’
xr = R—l,
dans laquelle on obtient R’ a I'aide du premier mincur
principal Ry, en remplacant dans ce dernier les coeffi-
cients de I'inconnue x parles termes connus changés de
signes. La valeur de x est ainsi le quotient de deux fonc-
tions rationnelles de y. Comme on n’a pas en général
R;=o pour y =, on voit qu’a chacune des racines de
R = o correspond une seule valeur de x; on ne trouve
donc que mn couples de valeurs de x et y vérifiant les
deux équations proposées.

Propriétés particulieres de R.

I. Le déterminant symétrigue R est une fonction en-
tiere et homogéne du degré 2m des coefficients a et b,
dans laquelle la somme des indices de ces lettres dans
unterme quelconque est constante et égale a mn.

En effet, un élément quelconque C; ; de R est composé
de déterminants du second ordre dont chacun est entier
ct du second degré en a et b. Le produit des m éléments
qui forment un terme T de R est donc un polyndéme
entier en a et b du degré 2m.

En outre, dans T, on a démontré que la somme des
compléments a m des indices de a et des compléments
an des indices de b est égale a mn; il en est, par suite,
de méme de la somme des mémes indices. Donc, etc.

IL. Le déterminant symétrique R est le produit par
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un facteur numerique d’une fonction entiére des coef-
ficients a et b qui renferme les premiers au degré n et
les seconds au degré m.
En effet, a partir de k = n jusqu’a k = m —1, substi-
tuons aux équations (1) celles qui proviennent de leurs
derniers termes égalés a zéro, savoir :

— apam" " g(x)=o0, —apz""*g(zx)=—o,

—anxg(x)=o0, —ung(z)=o.

Le déterminant R sera ainsi remplacé par un autre
dont on peut déduire R en ajoutant aux éléments d’'unc
des (m — n) derniéres lignes les éléments des lignes sui-
vantes multipliées par des facteurs constants. Ces deux
déterminants sont donc égaux en valeur et I’on a

R = (— a,,,)"‘"'A,

puisque, dans le deuxiéme déterminant, tous les éléments
des (m — n) derniéres lignes sont multipliés par — a,,.

Le déterminant A provient du systéme (1), dans lequel
les (m — n) derniéres équations se trouvent remplacées

par

==t e(x) =0, 2" *g(r)=o0, ...

xg(r) =0, g(r)=o.

Ce déterminant A renferme les @ au premier degré
dans n lignes seulement, et les & au premier degrd
dans m lignes, ce qui démontre la proposition II.

Remarque.— Puisque a,, est de degré o en y, I'équa-
tion finale A = o est la méme que R = o. Dans la pra-
tique, on remplace R par A. Le degré d’'un terme T
de Aest 2m — (m — n) = m + n, si 'on revient au cas
de deux équations a une inconnue.

II. Le résultant R est le produit par un facteur nu-
mérique des mn différences entre chacune des racines de
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U'une des équations et chacune des racines de l'autre.

En effet, soit & = o une racine de la premiére équa-
tion, x = o' une racine dela seconde; la premiére est une
certaine fonction des coefficients a et la deuxiéme une
certaine fonction des coefficients 4; or, pour o/=«, on
a R = o et réciproquement. Donc R est divisible par
a — o ; mais o désigne une quelconque des racines de
la premiére équation et &’ une quelconque des racines
de la seconde. Donc, R est divisible par chacune des
mn différences &« — o/, o — ', ..., et, par conséquent,
par leur produit, ce qui démontre la proposition I1L.

Sil'on a

Sflr)=ar*+br +~c=o, glz)=dz+bzx+c =o,
on trouve

R = (ac' —ca')*— (ab' — ba’) (b’ —cb'),
d’ou
Re=aa’(a—o)(a—B)(B—d)(B—§)

les racines de la premiére équation étant a et 3, et les
racines de la seconde o’ et [5'.

Cororraine. — Le résultantR d’une équation f (x) =o
et de sa dérivée f'(x) = o est le produit d’un facteur
numérique par le produil des carrés des différences des
racines de f'(x) = o.

Supposons, en effet, que I'on ait formé I’équation aux
carrés des différences des racines de f(x) = o, et soitV
le dernier terme de cette équation, c’est-a-dire le pro-
duit des carrés des différences des racines de la proposée.
Sil'on aV=o, I'équation f'(x) = o a une racine double,
par suite f(x)=oetf’(x)= o ont une racine com-
mune : donc R et V ne peuvent différer que par un fac-
teur numérique.



