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SUR LA RELATION QUI EXISTE ENTRE UN CERCLE CIRGON-
SCRIT A UN QUADRILATERE ET LES !"ILEMENTS D’UNE
CONIQUE INSCRITE DANS CE QUADRILATERE;

Par M. LAGUERRE.

1. Dans tout ce qui suit, pour abréger les démonstra-
tions, je supposerai que I'on considére une conique et
un cercle réels (ou du moins dont les équations soient
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réelles). Les résultats obtenus s’étendent évidemment au
cas ot ces courbes seraient imaginaires; il suffirait d’ail-
leurs de quelques modifications légéres pour appliquer au
cas général les considérations sur lesquelles je m’appuie.

2. Je supposerai d’abord que la conique donnée soit
une parabole P. En désignant par C le cercle donné, on
sait, d’aprés Poncelet, que si 'on peut circonscrire a P
un quadrilatére dont les sommets soient situés sur C, on
peut lui circonscrire une infinité de quadrilatéres jouis-
sant de la méme propriété. Le sommet d’un de ces qua-
drilatéres peut étre pris arbitrairement sur le cercle.

Soit I un des ombilics du plan, les deux tangentes
menées de ce point a la parabole sont, d’une part la
droite de I'infini qui rencontre le cercle a I'autre ombilic
J, et d’autre part la droite I'I qui passe par le foyer de la
parabole. Les tangentes issues du point J sont la droite
de I'infini et la droite I'J. Désignons respectivement par o
et 3 les points ou les droites isotropes FI et FJ rencon-
trent le cercle ; il est clair que ’on obtiendrala condition
nécessaire et suffisante pour quel’on puisse inscrire dans
le cercle un quadrilatére circonscrit a la parabole, en
exprimant que la droite f3 est tangente 4 P, ou bien que
le symétrique de I relativement a cette droite est sur la
directrice de P. *

Ce point symétrique est évidemment le point réci-
proque de F relativement au cercle C; d’ou la propeo-
sition suivante :

Etant donnés le cercle C et une parabole P, si I'on
peut inscrire dans le cercle un quadrilatére circonscrit
@ la parabole, le point réciproque du foyer de P relati-
vement au cercle est situé sur la directrice de cette
courbe.
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3. On sait (*) que, si I'on considére un quelconque
des quadrilatéres circonscrits a P et inscrits dans C, le
point de rencontre Q des diagonales de ce quadrila-
tére est fixe et ne dépend pas de la position du quadri-
latére considéré; c'est d’ailleurs le point de rencontre
de deux cordes communes aux deux courbes.

Si I'on considére, comme précédemment, le quadrila-
tére IJaf3, on voit que le point fixe Q est I'intersection
des droites isotropes Sl et al 5 ce pont est donc le ré-
ciproque de ¥ relativement au cercle C, et il est situé
surla directrice.

4. En particulier, si d'un point M, pris dans le plan
de la parabole, on lui méne deux tangentes qui touchent
cette courbe aux points A et B, on sait que 'on peut in-
scrire dans le cercle déterminé par les trois points M, A
et B une infinité de quadrilatéres circonscrits 4 P; on
peut donc, relativement a ce cercle, énoncer les propo-
sitions suivantes :

Le point réciproque du foyer de P, relativement au
cercle C circonscrit au triangle MAB, est sur la direc-
trice de P il est le point d’intersection de la corde AB
commune aux deux courbes, de la corde qui passe par
lewrs deux autres points de rencontre et de la tangente
mendce en M au cercle C.

5. Considérons maintenant une conique K quelconque
ayant pour foyers réels les points F et G ; je désignerai
par 2a la longueur de I'axe contenant ces foyers, par 25
la longueur de 'autre axe, et par 2¢ la distance FG, en
sorte qu’entre ces quantités on a, suivant la notation

*Y PoxceLer, Pioprietés projectives, t. 1, p. 351.
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habituelle, la relation
wr— bi=c

Puisque I'on peut incrire dans le cercle C une infinité
de quadrilatéres Circonscrits a la conique K, on peut
choisir arbitrairement sur ce cercle le sommet d’'un de
ces quadrilatéres. Prenons I'ombilic I; les tangentes
menées de ce point a la conique passent par les foyers F
et G et rencontrent respectivement le cercle en deux
points @ et £; en vertu de la propriété énoncée, il
existe sur ce cercle un troisiéme point 9, tel que les droites
«d et 30 sont langentes 4 la conique K.

Déterminons d’abord le point syméirique de F relati-
vement 4 «d. Je méne a cet effet par le point F la droite
isotrope du systéme (I) qui rencontre 2:d au point e, puis
par le point « la droite isotrope du systéme J; je méne en
second lieu par le point I la droiteisotrope du systéme J
qui rencontre «d en un point ¢, puis par le point ¢ la
droite isotrope du systéme I. Les droites aJ et el sc
coupent en un point ¢ qui est le symétrique du point F.

Pour déterminer le segment représentatif de ce point
imaginaire, je remarque que les points a, d et € sont en
lignedroite. Le segment représentatif du point o est FF,
si Pon désigne par ¥’ le réciproque du foyer I relati-
vement au cercle C; le segment représentatif du point ¢
a pour extrémité le point I ¢t pour origine un point R
qu'il s’agit de déterminer. Quant au point ¢, comme il
se trouve sur le cercle G, il est représenté par un seg-
ment DD’ dont les extrémités sont deux points réci-
proques relativement a ce cercle ; le point ¢ a d’ailleurs
pour segment représentatif RI,

Puisque les points «, 0 et ¢ sont en ligne droite, les
deux triangles FRD et I'F I sont semblables et inverse-
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ment placés, et, le quadrilatére FF'DD’ étant inscrip-
tible, on voit immédiatement que le point R est le point
de rencontre de ¥'D avec la droite menée par le point F
parallélement a OD.

6. Semblablement, si I'on désigne I;ar v le symétrique
de G relativement & 30 et par G’ le réciproque de G re-
lativement au cercle C, on voit que 7 est représenté par
le segment SG/, en appelant Sle point de rencontredeG'D
avec la droite menée par le point G parallélement a OD.

Je ferai remarquer maintenant que, la droite o0 étant
tangente a la conique K, le point ¢ est situé sur le cercle
réel décrit du point G comme centre avec un rayon égal
a2a; donc:

1° La droite F'D passe par le point G ;

2° On a la relation
GR.GF = fa.

De méme, la droite (20 étant tangente 4 la conique K,
le point 7 est situé sur le cercle réel décrit du point I
comme centre avec un rayon égal a2a; donc:

1° La droite G'D passe par le point I';

2° On a la relation

FS.FG' = 4a’.

7. De la résulte que le point D est I'intersection des
droites F'G’ et GI” et P'on peut énoncer la proposition
suivante :

Tutoreme. — Considérons un cercle C et une co-
niqgue K jouissant de la propriéié que l’on puisse in-
scrire dans le cercle un quadrilatére circonscrit a la
conique; sotent O le centre du cercle, ¥' et G' les points
réciproques relativement au cercle des foyers F et G de
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la conique, D le point de rencontre des droites FG' et
GF'.
Sil'on désigne par R le point de rencontre F'G avec
la droite menée par O parallelement a OD, le produit

GR.GF' est égal au carré de 'axe de K qui contient les
SJoyers F et G.

8. On obtient ainsi la relation
(1) GR.GF' = {a?

qu'il est aisé de transformer de facon i ne mettre en évi-
dence que le rayon du cercle et les cotés du triangle OFG.

Soit en effet R le rayon du cercle, et posons, pour
abréger,

N
OF =#, O0G=v¢, FOG:=—=o0,
N PO P PN
OFG'=0GF' =« et OFG=O0G' F=2_8.
La relation (1) peut se mettre sous la forme suivante :
GF'(GD -+ DR = {a".
Oron a évidemment

v .
OF .S|Lm’ GD— GG'. — sinf3 ,
sin(a — B)

ct les deux triangles semblables OF'D et FI"R donnent

GF =

sino

DF’ OF FF'sinz
R —= = = .
D OF (0] 04 OF" sin(a — )

En remarquant que
R R?
[—— —
OF' = OF w’
on déduit de la

R’sinw

1
4[17__.. - -_—
«sinz sin(a — )

2
(GG' sinf —+ % FF'sin z>
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el comme
sinf_ OF  wo
sine  OG'  R*
sine

= —— (¢v.GG' + u.FF’
4a sin(a——ﬁ)‘v GG+ «.FF’)

sine [ <R’ ) (R" >]
= || — — ]|t u|——u
sin{z— @) v  u

9. On trouve aisément

sinw Ré— o R2uvcosw =4 et
Sl'n\r/.—ﬁ)—— R4— wute? ?

on en déduit la relation
far R*— w?v?) = (2R* — u* — ¢*) (R* — 2R?urcosw + u*v? .
On a d’ailleurs
fer== w4+ vt — 2uvcosw 3

cn éliminant cosw entre les deux équations qui pré-
cédent, il viendra enfin

fa*(RA— w2 o?) = 2R — w*— o) [ (R2— o?) (R? — o) + {2 R*].

10. Si l'on suppose que la conique se réduise & un
cercle, les foyers F et G étant confondus, on devra faire
¢ = o0, ct en posant

u=v=D, a=r,
on obtiendra la relation suivante :
(R*— D?)[272{R*+ D?) — ' R*— D*)*} —o.

11. Comme je I'ai rappelé plus haut, si I'on consi-
dére un quadrilatére quelconque circonscrit a la co-
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nique K et inscrit dans le cercle C, les diagonales de ce
quadrilatére se coupent en un point fixe.

Pour déterminer ce point fixe, je considére en parti-
culier le quadrilaiére TxdZ; le point fixe cherché se
trouve sur la droite 01, et, comme il est évidemment réel,
il se confond avec le point D. On peut d’ailleurs faci-
lement vérifier que ce pointest sur la diagonale 3 ; cela
résulte immédiatementde la similitude des triangles FDG
et DG

Ainsi :

Le point de rencontre fixe des diagonales des qua-
drilatéres, circonscrits & la conique K et au cercle C, est
le point de rencontre des droites FG' et GF'.

12. Les considérations qui précédent s’appliquent évi-
demment au cas ou le polygone, que I'on peut circon-
scrire & la conique et inscrire dans le cercle, a un
nombre de cotés supérieur & quatre ; mais les résultats
deviennent alors beaucoup plus compliqués, etje me con-
tenterai d’examiner le cas particulier ou, la conique étant
une parabole P, on peut lui circonscrire un pentagone
inscrit dans un cercle C.

Si nous prenons pour sommet de ce pentagone 'om-
bilic I, des deux tangentes que 'on peut de ce point mener
alaparabole, 'une est ladroite de 'infini qui rencontre
le cercle a 'ombilic J, 'autre coupe le cercle en un point
o. Par 'ombilic J, on peut mener & P une tangente dis-
tincte de ladroite de l'infini ; je désignerai par {2 le point
ou elle rencentre C. Cela posé, il est clair que si I'on
peut inscrire dans le cercle un pentagone circonscrit a
laparabole, les tangentes & ce cercle, menées par les points
x et 3 (etdistinctes des droites isotropes a1 et 3J), doi-
vent se couper en un point y de ce cercle. D’ailleurs, les
points @ et 5 étant évidemment imaginairement con-
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jugués, il en est de méme de ces deux tangentes; le
point 7 est donc réel.

Nous devons maintenant exprimer que la droite ay est
tangente a la parabole.

A cet effet, je remarque que le point « est représenté
par le segment I, si 'on appelle F le foyer de la pa-
rabole et F'son réciproque relativement au cercle. Cher-
chons le symétrique de F relativement ala droite ay; pour
cela, je considére la droite isotrope du systéme J qui
passe par le point «, puis par le point F je méne la droite
isotrope du méme systéme qui rencontre «y cn un pointe;
enfin par le point ¢ je méne la droite isotrope du sys-
teme 1.

Les droites aJ et <[ se coupent en un point ¢ qui est
le symétrique cherché, et le segment représentatif de ¢
est RI”, si I'on désigne par R le point réel situé sur la
droite eI.

13. D’ailleurs, les points o, € et y étant en ligne droite,
les deux triangles FF’'y et RFy sont semblables, et par
suite le point R est le point d’intersection de I’y par la
droite menée par F parallélement a4 Oy.

Si maintenant on remarque que le point @, représenté
par le segment RF’, est sur la directrice de la parabole,
on en conclut d’autre part que R est le symétrique de F/
relativement & cette directrice.

D’ou la proposition suivante :

Soit donnce une parabole a laquelle on peut cir-
conscrire un pentagone inscrit dans le cercle; construi-
sons le point ¥, réciproque par rapport aw cercle, du
Joyer F de la parabole, puis le point R symétrique du
point ¥' par rapport a la directrice de cette parabole ;
cela posé, le point de rencontre de I'R avec la droite
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mence par le centre du cercle parallélement a FR est
situé sur le cercle.

14. Sil'on désigne par y ce point de rencontre, par O
le centre ducercle et r son rayon, les deux triangles sem-

blables FF'R et OF’y donnent la proportion

Oy _ OF
FR ™~ OF'F’
et comme
I.':
OF' = oF’ Oy=r,

on en déduit la relation suivante :
r*— OF! = r.FR.

15. Enterminant cette Note, je ferai encore remarquer
avec quelle facilité les considérations dont j’ai fait usage
conduisent au beau théoréme de M. Faure, relativement
aux triangles conjugués par rapport a une conique.

Considérons, en effet, un cercle circonscrit a un
triangle conjugué relatif 4 une conique K ; on sait que
P’on peut, dans ce cercle, inscrire une infinité d’autres
triangles jouissant de la méme propriété. Prenons I'om-
bilic I comme sommet d’un de ces triangles, et soient «
et 3 les points de rencontre de K avec la polaire de cet
ombilic ; ces points sont évidemment sur le cercle, lien
des sommets des angles droits circonscrits & la conique,
en sorte que, en désignant par O le centre de K, et para
et b les demi-axes de cette conique, on a la relation

OB =0a*— a*+4 0*.

Soient 7 et ¢ les deux autres sommets du triangle con-
jugué dont le premier sommet est I; par définition, les
points y et d sc trouvent sur la droite fS et divisent har-
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moniquement le segment 22 ; on a done
07.08 =0x=—a* + b?,

et, comme Oy.00dest évidemment la puissance du centre
O relativement au cercle C, le théoréme est démontré.



