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SUR UNE QUESTION DE MINIMUM ;
Par 1z P. LE COINTE, S. J.,

Professeur a 1'ecole de 'Immaculee Conception, a Toulouse.

Solent
X, X5 X5y ooey X,

m fonctions linéaires de n wvariables x,y, z, ..., w,
et, X, désignant d’une maniére générale l'une de ces
Sfonctions, posons

X, —a,x+ by—+cz+...+h w1l

Considérons la sommeS des carrés de ces m fonctions,



( 24) . .
et proposons-nous d’en trouver le minimum, dont
Dexistence est évidente (*).

Nous désignerons par g la valeur de ce minimum, et
par
(I) r=—a, y=2§8, z=vy, ..., w=p
le systtme de valcurs des variables x, y, z, ..., w don-
nant ce minimum.

La fonction S est du second degré par rapport a
chacune de ces variables ; nous pouvons donc poser

(2) Ax’4-Bx + C =S8,

A étant une quantité indépendante de x, y. z, ..., w,
B et C des quantités indépendantes de x et fonctions de
Vo By ey W
De cette équation (2) nous tirons
B

(3) g=— — VB —{A(C—S),

et il est aisé de constater que les valeurs

y==8, s=v, ..., w==p,
jointes a la valeur § = p, annulent I'expression
(4) B 4A(C

placée sous le radical dans I'équation (3); car les va-
leurs (1) avec § = p vérifient 'une ou l'autre des deux
équations (3), en lesquelles se trouve décomposée I équa-

tion (2) ; et,comme la valeur & = « estréelle, si I’expres-

s)

sion (4) n’était pas annulée par ces valeurs, clle serait

nécessairement égale & un nombre 12>>o0; comme

(*) Cette question est souvent posée aux examens d’admission a I'Ecole
Polytechnique.



{(25)
elle est une fonction continue des quantités y, z, ...,
w, S, si I'on venait i donner a ces quantités de nou-
velles valeurs (&, //, ..., ¢, ¢/, trés-peu différentes des
précédentes, celle de S étant choisie moindre que g, on
aurait, pour I'expression (4), une valcur danslevoisi-
nage de 42, et par conséquent positive. La valeur corres-
pondante o' de x, fournie par 'une ou I’autre des équa-
tions (3), serait réelle, et, par suite, le systéme des
valeurs
x=d, y=0¢, z2=9, ..., w=p

donnerait, pour la fonction S, une valeur ;' moindre
que la valeur minimum p de cette fonction, ce qui est
impossible. '

De cette premiére propriété résulie que les valeurs (1)
dounent

puisque, dans les équations (3), le radical est nul pour
ces valeurs jointes a la valeur S = p.. Or, cette dernicre
équation pouvant s’écrire sous la forme

2Ax +~B-—=o,

on voit que son premier membre est la dérivée S, du
premier membre de I'équation (2), prise par rapport ax.

Ce que nous venons de dire pour la variable x s’ap-
plique a chacunc des autres variables de la fonction S, et
par conséquent nous arrivons a la conclusion suivante,
savoir :

Que les valeurs des n variables x, y, z, ..., w de
la fonction S qui fournissent le minimum de cette fonc-
tion sont une solution du systéme des n cquations
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linéaires

’ ’

1 I | S
S;=o0, -§,=0, ~S;=o0, ..., =S,=o0,
2 2

(5)
obtenues en égalant a zéro les moitiés des dérivées par-
tielles de cette méme fonction, prises par rapport a
chacune de ces variables.

N =
S

Relativement a la question précédente, nous allons
établir plusieurs théorémes qui serviront & compléter
ce qui vient d’'étre dit, etnous y ferons usage dela notation
suivante.

Ayant écrit m suites (ou lignes) de n quantités, de
facon que les termes de méme rang se correspondent en
colonnes verticales, nous placerons de chaque coté de ce
tableau un double trait vertical, de telle sorte que les m
suites seront enfermées entre ces deux doubles traits, et
le tableau ainsi constitué représentera le systéme de
déterminants obtenus en supprimant, de toutes les
maniéres possibles, (m-— n) lignes si m est > n, ou
(n— m) colonnes si m est < n (*). Dansle casde m =n,
ce tableau représentera simplement le déterminant des
m? éléments qui y figureront.

Tutorime 1. — Si m est 2 n, le déterminant du
systeme des équations (5) est égal & la somme des carres
des déterminants représentés par la notation

a b, ¢ ... Kk
a, b, ¢ . Ky

© I
i {Il/l b’" (‘m . A"‘

(*) Cette notation n’est pas nouvelle; elle est employée dans les Lecons
o’ Algébre supericure de G. SALMON.
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Démonstration. — Pour établir celle proposition, et
afin de mieux fixer les idées, nous supposerons n = 3.0On
reconnaitra sans peine que cette hypothése n’6te rien a
la généralité de la démonstration.

Le déterminant des équations (5) est alors

al+ al +...+a? ab+ab,+...+a,b, a.c,—l—alcg—k...—ka,,,r,,,!
(7) |@bit+abytcanbn b} bit. kbl biobieAmAbuen
B N I S T S S (
et il est & remarquer que chacun des g éléments de ce
déterminant est un polyndme de m termes.
Si I’on désigne par (r, s, £) I'un des arrangements 3 a3
des m nombres 1, 2, 3,..., m, chacun de ces nombres
pouvant entrer plusieurs fois dans le méme arrangement,
et par A, , le déterminant de g éléments, obtenu en
remplagant, dans le déterminant (7), les éléments de
la premiére colonne respectivement par leurs termes
de rang r, ceux de la seconde colonne respectivement
par leurs termes de rang s, et enfin ceux de la troisiéme
respectivement par leurs termes de rang ¢, on sait que ce
déterminant (7) est la somme de tous les déterminants
tels que A, , obtenus en variant de toutes les maniéres
possibles Uarrangement (r, s, ¢).
Oron a

s

a? ab;, a,c, a. a; a;
b, by b,

¢ ¢ ¢ l

An,s, 1= | @, br bsz btct :arbsfl

a,c, bsey o}

et par suite, si deux des nombres r, 5, ¢ sont égaux, il
vient
A, e=0.

De plus, si I'on suppose que les trois nombres r, s, ¢
soientdistincts entre cux, il est a observer que, daus P'ex-



(28)
pression ci-dessus de &, , ,, le premier facteur 4,b,c,
est le terme principal du déterminant qui figure comme
second facteur, de sorte que, sil’on forme tous les déter-
minants tels que A, , , qui correspondent a toutes les
permutations des trois nombres r, s, t, la somme de tous
ces déterminants sera le carré du suivant :

a, a; a,
b b, b |.
PR
Donc, etc.
Remarque. — Sin = 2, larelation, objet du théoréme
précédent, n’est autre que celle qui est connue sous le
nom d’identité de Lagrange.

Tatorive 1I. — Si m est Zn, et que les détermi-
nants représentés par la notation (6) ne soient pas tous
nuls, le minimum de la somme S est égal & la somme
des carrés des déterminants représentés par la notation

i a, b e ... kL
ba, b, e ... Ay 4
(8) 1 ,

an bm Cm LI Am IIII. l

divisée par la somme des carrés des déterminants repré-
sentés par la notation (6).

Démonstration. — Rendons la fonction S homogeéne
par l'introduction d’une nouvelle variable &, c’est-a-dire
que nous posons

X,c=a,x+ b,y +cz-4...-~ ko [L

Désignons par A le délerminant des ¢quations homo-
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génes
| G ) S I I
(9) ;SI:‘O, ;S,:o, ceey ;Sw::o, ;Sz;: o,
et par A7 ce qu’il devient lorsqu’on y supprime la ligne
de rang p et la colonne de rangg.

Si
(1) zx=a, 3B, 3--7, -u., w==p, L1
est le systéme de valeurs des variables x, y,z, ..., w, %
qui vérifient les # premiéres des équations (g), c'est-a-
dire le systeme de valeurs de ces variables qui donnent
le minimum de la fonction S, on a

1 : 2
w= (A, B (e 2

? 9
n—t n—+1
AIH 1 Alh 1
A3 n
e [y a2 _nHt o _ n+1
7 - ( I) AIHI, ? p I) An+1'
n- 1 n -1

De plus, si, pour abréger, nous désignons par
M, My My, .., My, M.
les (n -1) éléments de la derniére ligne du déterminant
A, Texpression de é Sy est
M, 2+ My + Mgz . .+ Myw - My 2.
Or, le théoréme desfonctions homogénes donne
z.8,+y.8, 4 2.8+ ... +w.8, +§.8 =28,

et par suite, pour le systéme des valeurs (10), il vient

Sz=M,a -+ M, +Myy 4+ ... +-M,p + M,
—I)”

1
Ba+1

M, A:: a— My ALy - Mg A,y —

1
- - I)"" MoApy 4+ (— 1M, AT,
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¢’est-a-dire

A
S$—= —.

~ 1
Aniy
Mais, d’aprés le théorémel, A7} et A sontrespectivement
les sommes des carrés des déterminants représentés par
les notations (6) et (8).
Donc, etc.

Tatoreme IIl. — 8i m est 2 n, et que les détermi-
nants représentés par la notation (6) soient tous nuls, la
fonction S peut étre ramenée & la somme des carrés de
m fonctions linéaires de (n — 1) variables.

Démonstration. — Car, si I'on pose, d'une maniére
géndrale,
Vi=ax+ by +ecz+ ... + kw,

les fonctions Vi, Vs, ..., V, sont telles que (m — n +-1)
quelconques d’entre elles sont des fonctions lindaires
homogeénes des (n—1) autres, par exemple V,,V,,....V,_,
et, par suite, la fonction S peut étre considérée comme
la somme des carrés de m fonctions linéaires aux (n—1)
variables V,, V.. ..., V,_,.

Donc, etc.

Remarque. -— Dans ce cas, déterminant les valeurs
Otys gy« o +y 0,y de ces variables qui fournissent le mini-
mum de S, on pourra déterminer une infinité de sys-
témes de valeurs des variables x, y, z, ..., w correspon-
dant 4 ce minimum, en résolvant les équations

Vima, Vo=ay, ..., Vooi—au .

Tatoreme V. — 8 m est < n, et que les détermi-
nants représentés par la notation (6) ne soicnt pas tous
nuls. le minimum de la fonction S est zéro, et corres-
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pond & une infinité de systémes de valeurs des variables
Ly Yy By ooy We

Démonstration. — Car, si, pour fixer les idées, nous
supposons, par exemple, m = 2, et que le déterminant
a, b

a, b,

ne soit pas nul, on peut donner aux variables z, ..., w

des valeurs quelconques ct déduire ensuite pour x ety
des valeurs telles qu’on ait

X =0, X,=o.
Donc, ete.

Tatorkme V. — 8 m est <n, et que les détermi-
nants représentés par la notation (6) soient tous nuls,
la fonction S peut étre ramenée & la somme des carrés
de m fonctions linéaires de (n — 1) variables.

Démonstration semblable & celle du théoréme III.



