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THEORIE ELEMENTAMRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;

Par M. H. LAURENT.

[stimn (%)

PREMIERES APPLICATIONS GEOMETRIQUES. — FORMULES

[y

FOMNDAMENTALES.

Dans les applications du Calcul intégral, les fonctions
trigonométriques se présentent sous leurs formes in-
verses (uand on ne les introduit pas directement dans le
calcul sous leur forme normale. Il faudra donc nous at-
tendre a rencontrer par analogie les intégrales ellip-
tiques avant les fonctions directes : aussi allons-nous re-
venir un instant sur ces fonctions inverses.

(') Nouvcelles Annales, 2° serie. t. XV1I, p. 537. Le lecteur est prié¢ de
supprimer, dans ce dernicr article, le gheoréme de Poncelet, qu'une

erreur de mise en pages y a fait intercaler et qu'on retrouve plus loin
dans ce Chapitre.
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Nous avons posé
¥ d
‘1 —::_?é—:-:::F(?\—F\K,?
o \I— A?sin’»
et de 13 nous tirons
sing —=snF, o - amF,
Nous poserons encore. avec Legendre,
'y R
2) , dopy1—Asin?y —E 9 =FE9, 4.
e 0

La fonction (1) est I'intégrale de premifer(' espece, 'in-
tégrale E(9) est I'intégrale de seconde espéce de le-
gendie : elle diflére de celle de Jacobi. On a

f‘s’. it iy’
oo tyPE w7
E(p) —= E/' __t_«i___ — A- r dy —jvn ?

Jo y1— A'sin‘e vo v(»—/.‘sm’q,

L.a seconde intégiale est celle de Jacobi, qui se reduit
r
al(r)= l\gf sn*xdx quand on fait singy = sinamx;
(o]

nous la désignerons parJ (9),desortequeJ (ama)=2Z(x):
nous aurons alors

(3) E(g)=F(9) —J{3), J{¢)=7F 9, —E(9g).

La fonction elliptique de seconde espéce E(7) repré-
sente un arc d’ellipse dont les coordonnées seraient

z — asing, y = bcosgy;

¢ est alors le complément de Fanomalie excentrique, et

Pon trouve
1 — b2
:lc-—adc‘o\/l — sin’y,
a-

par suite, en prenant a pour unité, et en faisant
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1 — 0 =1,
ds == dyp \/m;
on a donc
s=E(p, y1— %)
ce qu’il fallait prouver.

Si, pour évaluer I'arc d’hyperbole, on posait

et — e et + ot
xr—a-——--——9 .7 = b
2 2

k4

on trouverait

at+ b?

dcmadxp\/1+ 7 (e? — e},

Par une suite de transformations, on finirait par ra-
mener cette expression aux fonctions elliptiques, mais il
est plus simple de suivre une autre voie pour évaluer
I'arc d’hyperbole; nous prendrons I'équation de cette
courbe sous la forme

a’y? — brar = a*b?,

ou

v == é la? + at
. pl
Si l'on forme I'élément d'arc ds = \/dx® + dy*, on

trouve
a? + b?
<a’ + —F m’)dx
a®

’
2 b2
Ve (= + )

D) y e x
ce que I'on peut écrire, en posant d’abord - = a’,
a

2+b1
2(1 - a————.z-”)ad.z’

ds =

a2

ds —= — - —

, —— -y
oy ai 4 b,
\/‘. [ L W B Rl
N a
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aprés quoi, conformément aux régles que nous avons
données pour la réduction des fonctions elliptiques, nous

\/ T, &
v .
2 )
{Z vl — .Z‘”‘

nous aurons alors

poserons

dr” a?
ds = : — e
Y x—mb—_r” v + b7 (1 —z"
\ ‘ . a2+ 111
Posons
b2
" M — .4
x = SIng, ;;1"52 - A‘,
¢l nous aurons
d dg ayv— i
§ = °

y1— A?sin?p  COS’y
Nous poserons
PV — A& dy
(4) Y(g) == T T
o o891 — kisin?y

I'arc d’hyperbole sera donc représenté par aT et sim-
yp P P ¢

plement par T(9), quand « sera I'unité. La suite des

transformations que nous venons d’effectuer revient a

faire
I sin
—_— .l"‘:: ?’
1 — A7 coso

r—ax = a\/1—~—_£3 tang ¢,

alk  \1— k*sin?y
‘/l_/‘z coso

COMPARAISON DES ARCS D’ELLlPSE ET D HYPERBOLE.

Nous continuerons dans ce paragraphe le numérotage
de formules employé dans le précédent et nous prou-
Ann.de Mathémat., 2© série, t. XVIIL (Mars 1879.) ° 9
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verons d’abord que la fonction T se raméne a E et &4 F

(il est bon de remarquer que T est un cas particulier de
I'intégrale de troisiéme espéce); on a

? — })d
T(q)):‘:f (x ) ? .
o cos’gy1 — Atsin’g

Si I'on observe alors que

— At 2 k2 sin’
dtangg\/1 — A*sino= dy L hﬂ@— Sy
cos’q;\/ \/ Vv
" (1 — &%) A2 sin?e
et (17 l ( - - — & _] )
cos’ gy v v

on aura, en intégrant et en ayant égard a (1), (2), (3),

(5) tangey1— Asin'y =T (¢) + (A — 1) F(g) —E(o):
la fonction T (¢) se raméne donc a4 F(¢) et 3 E(p).

Mais on peut aller plus loin, et exprimer T(g) au
moyen de deux fonctions E d’amplitude et de modules
différents. Ce théoréme sera démontré si I'on prouve
que F(¢) peut étre évalué en fonction de deux fonc-
tions E; ce théoréme célébre, en vertu duquel un arc
d’hyperbole peut étre mesuré par deux arcs d’ellipse, est
dd a Landen et porte son nom.

Or la transformation de Landen permet d’écrire

do, 1+ 4 dy

(6) Vi — kisimte, 2 Vi— /.’sm’q)’

et la relation qui en résulte pour les angles ¢ et o, peut
Y, °
s'écrire

(l + Asin’y — cosgy 1 — Asin’y);

N | =~

(7)  sin’p=

d’ailleurs,

a2k,

1+ A
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Si nous multiplions membre & membre (6) et (7), nous

aurons

—+ & ~ K ko
ko =22 Tk, 9) + 114’— F(/,e — ~— sin,

4k

ou, en vertu de {3,

] -

>~

.2
1

N 1+ k&

g Fhe =g

k
s DR [F(k9) — E(k0)]+ -

4k

mais la formule (6) donne

sing;

. 1 - A .
F(kh,o9)— — F(k,0;

en remplacant alors ¥ (k,, v, ) par cette valeur, on a

F(h,9)=- ~Tl_—_2»_f[[E(A-,?)—(l + K)E(k,y 9.) + Asing),
NI — A,

ce qui démontre le théoréme énoncé,

SUR L'ADDITION DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE.

Les questions traitées ci-dessus, quoique se rattachant
a la théorie des fonctions elliptiques, pourraient se
traiter sans avoir aucune notion de ces fonctions; il était
bon de les signaler, parce qu’elles ont fait naitre des re-
cherches ultérieures et ont été le point de départ de la
théorie: on sait qu'Euler avait deviné I'intégralealgébri-
que de ’équation d’ou dépend le théoréme de I'addition
des fonctions snx, enx, dnax. Il convient de faire con-
naitre ici une méthode géométrique due a Lagrange, qui
a dui contribuer pour sa part a faciliter les premiéres
recherches.

9-
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Soient ¢, ¢, p les cotés d’un triangle sphérique et C
'angle opposé a p; posons
sin?C ————
—— = &% cosC==ty1— A*sin*p.
sin’ p
Supposons actuellement que I'on fasse varier ¢ et J en
laissant u constant, ainsi que I'angle C, nous aurons

(1) cosp == cosp cosy == sing sing /1 — A?sin’p;

mais, le co1é p variant seulement de position, ses extré-
mités décrivent sur les cotés ¢ et  des éléments dp et d
dont les projections sur p doivent étre égales. En effet,
soient AA’ et BB les positions voisines du coté p, si du
point O ou se croisent ces positions,comme pdle,on décrit
les arcs BC, A’C, comme OB=0C, A’O = C'O, il faut
bien que AC =DB'C'. Or

AC —=dpcos(p, 1), B'C = dcos(Y,p):

donc
dyp cos (o, ) = dd cos(Y, 1),
ou
. dgy/1 ——Sin"(q),y.)::(lxp\/l—-- sin?(d, 1) 3
mais
sin (g, ) sinC 1
sindy  sinuw
done
sin (g, p) = 4 sin+.
Laformule précédente donne alors
(2) dyy1 — Aésin*y == dy1 —/-"sin";

La formule (1) est donc 'intégrale de celle-ci, uy est
constant; si I'on fait alors ¥ == o0, on a p.=79. Si l'on
écrit (2) ainsi

o dd
(3) s e o0,

V’r:-—k’sin‘rf 1 — /% sin’g
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ou

(4) F(g) + Fid) =F(p),
I’ () désignant la constante, u se réduira a ¢ pour¢ = o,
et (1) sera équivalente a la relation transcendante (4);
la formule (1) devant avoir lieu pour p =0 eto =— 1,
il faudra alors prendre le signe— devant le radical. Que
I'on fasse v = ama, $ = amb, p =am(a+ ), on aura

alors

en{a +b)=rcnacnd —snasnbdn(a 4 b).
\

Cette équation, combinée avec les suivantes :

cna ==y 1 — Sna,

dna = \/x — Arsn‘a,

fera connaitre ¢cn(a—+b), dn(a + b) et sn(a—+b): on
retrouve ainsi les formules fondamentales de 1’addition
des fonctions elliptiques. On peut retrouver ces formules
en cherchant les lignes de courbure des surfaces du se-
cond ordre : c’est ce que nous allons voir.

LIGNES DE COURBURE DE L’HYPERBOLOIDE.

On peut considérer les lignes de courbure de 'hyper-
boloide gauche comme les lignes bissectrices des géné-
ratrices. Or les génératrices ont pour équations

xr z i r z .

~ == — COSu —- $in - = -sing — coswy
a ¢ : AR T °
y 5. Yy s .

- = - SIng -~ CCS¢ — == - cosY + sind,
b ¢ ? LA c ! ¥

Les paramétres ¢ et ¢ servent a caractériser une généra-
trice; en les prenant pour variables, les équations diffé-
rentielles des lignes de courbure prennent la forme

& (o= BV l{tlJ
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équations dans lesquelles on a
=2 (2 2]
g Jg )
r=(m) @) G
en effectuant les calculs, on a
Vi— sintyde = ==/ 1 — sin*gdy,

ou bien w
ds . ay

o — =—o,
/ in? in? 4
ViI—sin’g  y1—sin*Y

d’ou I'on conclut I'équation des lignes de courbure sous
forme finie. Il est assez curieux que I'on puisse ramener
ainsi aux fonctions elliptiques la solution d’un prebléme
résolu par une tout autre voie.

THEOREME DE PONCELET.

Voici encore une interprétation trés-curieuse du théo-
réme qui vient de nous occuper : considérons deux
cercles intérieurs I'un 4 D'autre; soient R et r leurs

o
LN
NS —

S

<

!

P
1Y

— 1
G
(=
~—

(

rayons et PQ, P'Q) deux tangentes infiniment voisines
menées au cercle de rayon r; soit OO'la ligne des centres

arcAP = 23R, arcAQ=—=2JR.
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On aura
PP dy

@ &
mais les triangles semblables PP'M, QQ'M dounent
PP’ M MP

Q¥ T MQ T MQ®
dy _ MP
4y MQ’
or, a la limite, le point M vient sur le cercle r au point
de contact de PQ, etl’on a

ainsi

MP'=0P —rP=R’4a’—r+a2Ra cos2yg,
ﬁ(—f:_@z —r=R+a*—r +2Racos2’

on a donc

dy R? = a:— r*+ 2alkcos2g
ay R? 4 a? — 1?2+ 2aRcos2Y

(R 4 a)- — r'— 2aRsin%g
(R+a?—r"— 2aRsin‘y
2aR
\R—J._a)?——r"

Si Pon fait
k=
on a I’équation connue

do dy
Vi — A*sintg {1 — Afsin?y

\

(R

0,

d’ou l'on peut conclure une construction géométrique
de son intégrale. Mais on peut en déduire un résultat
nouyeau.

L’équation précédente devient, en intégrant,

? dp ¢ dy
— S, F——— _
_fo V1 — Asin’o f; V1 — k*sin

’ o /v/t dp.
—‘ o VI1— Aisin’p
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et u est la valeur de § pour ¢ = o. On voit que p ne dé-
pend ni deg ni de ¢; si donc, a partir du point ¢, on
meéne une seconde tangente QR au cercle intérieur, et

si 'on posec AR = 2, on aura encore, en posant

1— A?sin*o = &, I—A’sinixp:\l’, coey  1—A%sin?p = M,

RO _‘) Ay ‘)“L t}:l:_ )‘\'- d_Q;_-’
\/‘l ° vX. oo \/M

en menant par R une nouvelle tangente RS, on aurait

entre l'arc 26 = AS et I'arc 2 une relation analogue:

I dv,
les intégrales fr’ e vy

— 5 ... forment doncune pro-

([) \/\{I
. . - . ~ dp
gression arithmétique dont la raison est —-
VM
Supposons que le polygone PQRST soit fermé et que
le point T coincide avec A, le dernicr des arcsg, ¢, x, ...
sera de la forme ¢ + 2nw. Enajoutant alors les formules,

telles que (2) et (3), on a

9 rlw ¢+ nm o v dp. °
—_— - ": _=m -
fu Ve f fo VM
ou bien

Ay - nx dy K4 dy
’ ——= - ——— e
. v/l . ‘.25"12? Jo \/l — A251n-':/,
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donc le premier membre de cette formule ne dépend pas
de o; donc :
§’il existe un polygone de m cétés inscrit dans un
cercle et circonscrit & un autre, il existera une infinité
de poly gones de m cétés jouissant de laméme propriéte.

Ce théoréme est évidemment projectif et s’applique
aux coniques : il a été découvert par Poncelet;la dé-
monstration précédente est de Jacobi.

.
ADDITION DES ARCS D'ELLIPSE. — THEOREMEDE FAGNANO.

Nous avons posé

£X
PAEA ::5 Msniude.
O

Nous aurons alors

X X —+ YV
[ Asn? (z-+y) dx ::f A*sn? (& —+y)dr
o

/0
y
— [ A*sn*y dy
v O
ou
X

j Ront (o +y)dr =Z{x+) ) —Z(y),
o
x
f Bsnt iz —y)de=2Z(r—) | +Z)
o

Retranchons ces formules I'une de P'autre, en ayant
égard aux relations

2snx cny dny

an | Yo !

sn{x—3)-+snix—y)= >
! ! ' 7) 1 — A% snir sny

2sny cnr dn.r

/
sn'w—))-sn(w—y = —— —— -}
)) ( J 1 — 47 sn’c sn?y )
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nous aurons

T4k snz sny cuz eny dna dny J
\ (1 — A*sn'z snzy)? o

=Z(r+y)—2Z(y)—Z(z—y).

Le premier membre est une dérivée exacte, si l'on ob-
serve que 2snx cnx dnx est le dérivé de sn®x, et
I'on a

2sn®xr sny cny dnvy

 hisma ey, ZlEy) —2hy) = Z{x—y)

SiI'on pose alors
v=amz, b=—amy, p=am (z + y), v=am (z —y),
et si I'on observe que Zu devient J (amu), et que
Z(x)=J3)=F(¢)—E ¢', ...,
la formule précédente devient

2sin2y siny cosY v 1— A?sind
1— k?sin‘g sin‘y
= F(y) — 2F () — F'y1 —E{p) +2E(}, +E( 5

¢t comme I'(n) =T (y) +TF (),

2sin‘g siny cosy v 1 —— A sintY N
= — Y= —Ep) +E )+ 2E {
1 — A sin?g sin2y )+ E ) 2By,

si I'on échange ¢ et §, p ne change pas, v se change en
— v et le second devient — E () —E(v) + 2E(0).

En ajoutantalors a cette formule celle que I’on obtient
en changeant ¢ en {, et wice versd, on trouve [eu égard
a la formule qui fait connaitre sn (x + y)]

E(¢) +E{{, —E(v)=~4"sing¢ sin? sinp.
. . S ®

On obtient le théoréme de Fagnano en posant p. = 5



(139 )

alors E(u) est le quart d’ellipse; nous le désignerons
par E et nous aurons

(1) F{¢) +E(J) —E = 4*sinpsiny.
Entre les angles ¢, 4, u, on a la relation

0S % = c0S¢ cosY — sing siny y'1 — A*sin?y.
Si alors on fait p = 1—;—-» cn a

0 = cos¢ cosP — singsind y/ 1 — 4?
ou
(2) tange tangy = — ou b tang ¢ tangd = 1.

Vi— k&

La formule (1) montre que, si les arcs d’ellipse E(¢) et
E —E({) sont tels qu’ils correspondent a des anoma-
lies ¢, Y satisfaisant & la formule (2), leur différence est
rectifiable. Les équations de I’ellipse sont

x=sing, y=—y/ 1— k-cosp = b cosy.

Si I'on cherche la distance Z du point ¢ de I'ellipse a la
perpendiculaire menée de I'origine sur la tangente, on

trouve
A2tango
V(b*tang? - 1) (1 + tang'y)
En chassant les dénominateurs, on trouve une équation
du quatriéeme degré en tang ¢, & savoir

/ 4

‘,
b*tang'e + tangly (x -+ lﬂ——-—) +1:z0-

ll

Soient ¢ et Y les deux solutions de cette équation, on en
déduit
b tango tang <y = 1.

L'identité de cctte formule avec (2) montre de quelle
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facon doivent ¢tre construits les angles ¢ et ¢. On voit
que les arcs E(¢) et E—E({) auront une différence
rectifiable, s'ils sont choisis de telle sorte que les nor-
males menées par leurs extrémités soient a des distances
¢gales du centre de Pellipse.



