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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR LA REGLE DES SIGNES DE' DESCARTES ;
Par M. LAGUERRE.

1. La régle des signes de Descartes consiste dans les
deux propositions suivantes :

I. F(x) désignant un polynome ordonné suivant les
pussances décroissantes de x, le nombre des racines
positives de ['équation F(x)=o est au plus égal au
nombre des variations du polynéme ¥ (x).

II. S8ile nombre des racines positives est inférieur au
nombre des wariations du polynéme, la différence est
un nombre pair.

2. Pour établir la premiére proposition, je démon-
trerai que, si elle est vraie quand le polynéme qui forme
le premier membre de I'équation présente (m — 1)
variations, elle est également vraie quand ce polynéme
présente m variations. La proposition sera, par suite, éta-
blie dans toute sa généralité, puisqu’elle a lieu évideni~
ment dans le cas ou tous les termes du polynéme sont
de méme signe. .

Soitdonc F(x) =Ax?+... +Mx"+ Nx'+...+R
un polyndme présentant m variations. L’équation

[1) F(x)z—*=o0,
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ou « désigne un nombre arbitraire, a les mémes racines
positives que I'équation

(2] F(z)=o.

La fonction qui constitue le premier membre de cette
équation demeure d’ailleurs finie et continue quand x
croit indéfiniment a partir d’un nombre positif ¢ aussi
petit que 'on veut. On peut donc appliquer a cette équa-
tion le théoréme de Rolle entre les limites o et + o , et
I'on voit que le nombre des racines positives de I’équa-
tion (2) est au plus supérieur d’une unité au nombre des
racines positives de I'équation x=C+) [x ¥/ (x) — 2 F (x)],
ou encore de I’équation

(3) 2F'(x) —2F(x) == o,

Les coeflicients de cette équation sont respectivement

Alp—=2a)y ..., M(r— =), N(s —a), ..., —Ra.

Le polynome F(x) présentant m variations, supposons
que M et N soient de signes contraires et choisissons le
nombre arbitraire « de telle sorte qu’il se trouve compris
entre les nombres entiers rets (*); on voit que, dans la
suite précédente, les coefficients numériques des quantités
A, ..., M sonttous positifs, et ceux des quantités N, ..., R
tous négatifs.

Le premicr membre de I'équation (3) présente donc

autant de variations que la suite
A, i...M,—N, .... —R,

¢'est-a-dire (m— 1) variations par suite, cette équation
a au plus (m — 1) racines positives, et ’équation (2) a au

("} On pourrait prendre plus simplement o égal a r ou a s; mais,
dans quelques applications des considérations préeédentes, il est utile
de pouvoir, entre certaines limites, disposer de la valeur de .
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plus m racines positives. La proposition I est donc com-
plétement établie.

Pour démontrer la proposition II, il suffit, comme on
sait, de remarquer que le nombre des racines positives
de I'équation (2) et le nombre des variations du poly-
noéme F (x) sont toujours de méme parité.

3. La démonstration précédente ne suppose pas essen-
tiellement que, dans I'équation (2), F(x) soit un poly-
noOme entier.

En particulicr, rien dans 1 adémonstration ne suppose
les exposants p, ..., r, s, ... entiers; ainsi, 'équation

2 L s
3

e 2t — 1= o0,
présentant trois variations, a au plus trois racines réelles.

Supposons, par exemple, que IF(x) soit une série
ordonnée suivaunt les puissances croissantes de x, conver-
gente pour toutes les valeurs positives de x plus petites
qu'un nombre donné a, et cessant d’étre convergente
pour x == a. Supposons, en outre, que le nombre des va-
riations de la série F(x) soit fini ; on établira, comme ci-
dessus, que le nombre des valeurs de x pour lesquelles
la série I (x) est convergente et a pour valeur zéro est
au plus égal au nombre des variations de la série F (x).

De plus, si le nombre des valeurs de x qui jouissent
de cette propriété est inférieur au nombre des varia-
tions de la série, la différence est un nombre pair.

En effet, le nombre des variations des termes de la
série étant fini, I'(x) est égal & un polyndme ¥ (x)
suivi d’un nombre indéfini de termes ayant tous le signe
du dernier terme de ®(x). Pour x = o, la série a le
signe du premier terme de ®(x). Quand x tend vers
la valeur @, ®(x) tend vers une valeur finie; les termes
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complémentaires, qui sont en nombre infini, ont tous le
signe du dernier terme de @ (x), et leur valeur absolue
va en croissant indéfiniment, puisque la sériec F (x) est
divergente pour x = a. Donc, quand x s’approche indé-
finiment de a, la série @ (x) croit indéfiniment en valeur
absolue en gardant le signe du dernier terme de P (x);
d’ou résulte immédiatement la proposition énoncée.

4. Pour appliquer cette proposition a la recherche du
nombre des racines positives de I'équation

(4) Sle)=o,
ou f(x) désigne un polyndéme entier, je choisirai un

polynéme ¢ (x), assujetti a la seule condition que le déve-

flr)
loppement de ——
Pl 2 ()

ne renferme qu’un nombre limité de variations.
q

suivant les puissances croissantes dex

Cela posé, A désignant le plus petit des modules des
racines de I’équation ¢(x) =o, ce développement est
convergent pour toutes les valeurs positives de x plus
petites que A et est divergent pour x == A il s’annule
d'ailleurs pour toutes les racines positives de 1'équa-
tion (4) qui sont inférieures a A.

On peat donc énoncer cette proposition :

Le polynéme ¢(x) satisfaisant & la condition ci-
dessus énoncée, le nombre des racines positives de 1’ ¢-
quation f(x)=o, dont la valeur est inférieure & A
est au plus égal au nombre des variations du deévelop-

/

flx) . . .
pement de —‘—) suivant les puissances croissantes de x,
v

T

et, s"il lui est inféricur, la différence est un nombre pair.
b

8. En considérant seulement les cas les plus simples,
soit d’abord ¢ () = p — x, p désignant un nombre quel-
conque positif.
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Soit nle degré de f(x); en désignant par P un poly-
nome du degré (2 — 1), on a identiquement
slz) o fl) O
On voit que tous les termes de ce développement ont,

a partir du coefficient de x", le méme signe. D'ailleurs, ce

développement est convergent pour toutes les valeurs po-

sitives de x inférieures a p; donc le nombre des racines

positives de I’équation f(x) = o, dont la valeur est in-

férieure a p, est au plus égal au nombre des variations
/

’ ’ w2
que présentent les termes du développement de Slr)
: 1) — X
dont le degré ne dépasse pas n.

Comme il s’agit seulement d’obtenir les signes des

termes de ce développement, et que p est positif, on peut

, . () Sipx)
remplacer I'expression =~ par -2~~~ ou encore par
p—x pli—x)
la suivante:
Srxy s
T =/ (P (12t

d’ou cette proposition :
Etant donnée léquation

Ajxt+ A - Ay 2 4. ..+ A+ A, = o,

le nombre des racines positives de cette équation, dont
la waleur est inférieure au nombre posiiif p, est au
plus égal au nombre des variations de la suite

Apt 4+ A prTt 4+ Agpi T AP A p + Ay,
All)u—‘ —+ A:P"_2 + .. Au—‘)l)7+ A"—‘P -+ An,
Az/)"—z—i— R An—?l’2+ An—!p + An,

Arz—?[)2 -+ An-|]1 = Au’
Au—lp + A,,,
A
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et, s'tl lui est inférieur, la différence est un nombre
pair.

6. Endésignant toujours par p un nombre quelconque
positif, faisons en second lieu
g(z)=(p—z).
On a identitjuement, P étant un polynéme entier du
degré (n — 2),

S o Sl L
=) (p—xp p—=

f(z)‘,.[ ’(p)]
= P 4" | — p—t
I vin

Le nombre des variations du second membre se com-
nose A'abord des varialions du polyndme entier ), formé

, x
des termes du développement de ——f-‘—(———)— dontl’exposant
(p-— &)

A\
est inféricur & n, ct ensuite des variations des termes de
la suite

fip) "(p "(p)
11;-/,_4..,!_:._ ,1_{_1_1)‘}_('_;;].,2, n_}_?'__.p‘f.‘..p_',.‘..
S Sl
Comume ces termes vont toujours en croissant, la suite
ne peut présenter qu'une variation, et elle la présentera
LN
elfectivement si le nombre 7 - p[.—"@—
Fip)

-

est négadif.
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flz) .
Au lieu du développementde = I)za on peut évidem-

ment considérer le suivant :

WAVLIE
(1—a)

et énoncer cette proposition :

=flpx)(1+2x+ 32+ fa3+...)

Etant donnée Uéquation
Flx) == Aozt 4 A2 Azt Ay a2 A 2 - A,
si ) désigne le nombre des racines de I équation
f(r) —o0

positives et inférieures au nombre positif p, et u le
nombre des variations des termes de la suite

APt - 2Ap e e — 2) A pt - (n— 1) A p - nA,,

Agp'=te- o e —3) A pra- ln — )AL p - T —
Apupr+ 2A,,p-+- 3A,

An—l[) - 2Am

A,

le nombre 1. est au plus égal au nombre (= +1). etleur

7
dé[] érence est un nombre impair sila quantité n—p é{l—g
I)

est positive ou nulle; la différence est zéro ou un
nombre pair si cette quantité est négative.

7. Soient p et ¢ deux nombres positifs quelconques as-
sujettis & la seule condition que ¢ soit plus grand que p;
faisons ¢(x) = (p — x) (¢ — x). Le développement en

série de S cst convergent pour toutes les
Al

1) A,
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valeurs positives de x inférieuresa p, et I'on a identique-
ment, P désignant un polynéme entier du degré (n — 2),

fla) o Sflp) v fle) x

(p—x)(qg—=) g—pp—=x qg—pqg—=z
:P+_'§A_((’_W q f(q)]

g—rl a7 Lr Fo)

g+ L f(p)
f_(P)i[‘l"“_M—
L Sl

Le nombre des variations du second membre se com-
pose d’abord des variations du polynome entier Q, formé

f(x)

=) (g — )
I'exposant est inférieur a 7, et ensuite des variations des
termes de la suite

g Sflg) ¢ Sflg) g+ flq)

'q
/o fe) T Ae) pe flp)

x4

des termes du développement de dont

Or, 1% étant plus grand que 1, les termes de cette suite

vont touj ours en croissant et ne peuvent présenter qu’une

9" flg)

variation; elle se présentera si — — 7 est négalif.
' P

En se reportant a ce que j'ai dit plus haut, on peut
donc énoncer la proposition suivante :

En désignant parf (x) un polynéme entierdu degré n,
et par p et q deux nombres positifs arbitraires, mais
dont le second soit supérieur au premier, soient  le
nombre des racines positives de 'équation f(x)=o
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qui sont inféricures & p, et p le nombre des variations
du polynéme formé des termes du développement de

fl=z)
WP EY
dont exposant est inférieur a n; le nombre p. est au
plus égal au nombre (). + 1), et leur différence est un
nombre impair si la quantité
7 fla)
L)
est positive ou nulle; elle est zéro ou un nombre pair
st celte quantité est neégative.

QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS GENERAL DE 1877
POUR LA CLASSE DE MATHEMATIQUES SPECIALES;

SOLUTION DE M. E. BOUGLE,
Eléve du collége Rollin (*).

Rechercher les surfaces S du second degre sur les-
quelles il existe une droite D, telle que I’hyperboloide
de révolution H, qui a pour axe une génératrice recti-
ligne quelconque G, dela surface S, et du méme systéme
que D, et qui passe par la droite D, coupe orthogonale-
ment la surface S en tous les points de cette droite.

Sil’on considére tous les hyperboloides H gui se rap-
portent & une méme surface S jouissant de la propriété
énoncee:

1° Trouver le lieu des sommets A et celui des foyers F

(*) M. E. Bouglé a obtenu le prix d’honneur.
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des hypeivoloides H' conjugués des hyperboloides H

2° Par l'un des foyers ¥ de Uhyperboloide H', on
méneun plan P paralléle ala perpendiculaire commune
aux deux droites G et D, et faisant, avec cette derniére,
un angle supplémentaire de celui que fait avec cette
méme droite 'axe G de I'hyperboloide H ; trouver le
lieu de la droite qui joint le point oi le plan P coupe la
droite D a l'un des points oii ce plan coupe la courbe
d’intersection de la surface S et de I'hyperboloide H.

Soit un point m de la droite D ; le plan tangent en ce
point aux hyperboloides H est perpendiculaire au plan
tangent a la surface S, de plus il passe par D ; donce il

est le méme pour toutes les surfaces H; la normale a
tous les hyperboloides est donc aussi la méme, mais elle
rencontre les axes de tous les hyperboloides, c’est-a-dire
les génératrices de S doncelle est située sur S. D’ailleurs,
clle est perpendiculaire a2 D, et, comme elle est la se-
conde génératrice de S qui passe par le point m, S est
un paraboloide ayant I) pour directrice, et un plan per-
pendiculaire a D pour plan dirccteur correspondant.
Réciprogquement, considérons un tcl paraboloide ; il
jouit de la propriété de la surface S. En effet, soit la
génératrice m$S qui passe par m, le plan tangent a S est
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déterminé par la droite D ; la normale a un hyperboloide
H doit étre perpendiculaire a D et rencontrer I'axe G :
donc ce n’est autre que m S, puisque G et mS sont des
génératrices de systéme différent de S et par suite se ren-
contrent. Le plan tangent 4 S passe donc par la normale
a H: ces deux plans tangents sont donc perpendiculaires.

Cela posé, le second plan directeur du paraboloide,
étant paralléle a D perpendiculaire a A, est aussi perpen-
diczlaire a ce plan. Les deux plans directeurs sont donc
perpendiculaires.

Enfin considérons le plan tangent au sommet : il
coupe la surface suivant deux droifes ; chacune d’elles est
perpendiculaire au plan directeur qui ne la contient pas:
donc on pourra prendre pour ladroite D 'une ou Pautre
de ces deux droites. Il n’y a pas sur la surface d’autre
droite jouissant de la propriéié de D, car il y aurait sur
le paraboloide deux génératrices perpendiculaires a un
plan directeur et par suite paralléles.

1° Prenons pour axe des x 'axe du paraboloide, et
pour axes des y et des z les génératrices du sommet.

La droite D sera alors O z par exemple.

L’équation de S

yzr=pr,
ct les équations de G

3omph, ST
2

Cherchons I'équation de la surface engendrée par 1'axe
des z tournant autour de G, on trouve facilement

(H) P (a2 =2 —i—().—p)\)z -+ 22,

Remarquons quela perpendiculairé commune a (G) et
a (D) est précisément Oy ; par suite, le centre de I'hyper-
boloide H est C et le rayon du cercle de gorge OC.
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Cherchons les points de rencontre de ’axe avec I'hy-
perboloide : on trouve

p’ ~

z2? = ;
A4

les valeurs de z sont donc imaginaires; mais, sil’on prend
les valeurs réelles
7’
22 - A+ i

’

on aura justement les z des sommets réels A de ’hyper-
boloide H' conjugué de H.

Si donc on élimine % entre cette équation et les équa-
tions de G, on aura le lieu: ce licu sera défini par I'inter-
section du paraboloide avec une autre surface; pour

I’avoir,on tire ). = = et, en portant dans la derniére équa-
z
tion, il vient
1)2 22

e 2 2 —— 2
F=—a ou x* 4 22==p?,

¢’est-a-dire un cylindre de révolution autour de Oy; on
pouvait voir autrement ce résultat, en construisant la
longueur des axes de la section méridienne de H dans le
plan COG ; CO est en grandeur et en position l'axe réel
de H: Vasymptote s’obtiendra en menant dans le plan
COG une droite CE faisant avec G un angle ACE égal a
cclui de D, et G et EO seront P’axe imaginaire de H et
récl de H'; or on a
EO—=CO tang ECO,

cl, cn nous reportant aux équations de G,

2 1
CO =p), tangECO = )
donce

EO :p%§:1),
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c’est-a-dire que la distance du point A & I'axe Oy est
constante.

Cherchons les foyers F. On a, par définition,

—_2

CF + J;’ -+ 1162
ou, en appelant x,y, z les coordonnées de F,
a4yt =p? ++ p?W\;
mais des équations de G on tire

n=—13iz:
donc

ou
22 == pty

donc les foyers sont surles génératrices d’intersection du
paraboloide avee deux plans paralléles au plan directeur
et menés a la distance p.

2° Menons par le point F un plan paralléle a la plus
courte distance entre Oz et G, c’est-a-dire a Oy. Son
équation sera celle de sa trace sur zOx, ou une droite
passant par la projection fde I' et symétrique de la
direction de la projection de G, x = 2 z. Les coordon-
nées de f sont

z=pl, z=p.

On a donc, pour équation du plan P,
(z —p))+2r(z—p)=o.
Cherchons son intersection avec O z, on trouve
2=2p,

ce qu’on pouvait voir directement ; en effet, coupons la
figure par un plan mené par G perpendiculairement i
Oy : il coupe P suivant la droite BFI symétrique de CF

Ann.de Mathémat., 2¢ série, t. XVIIL (Janvier 1879.) 2
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par rapport a FQ ; donc

QI=CQ et BC=2FQ=12p;

donc Og = 2p.

Le point o est donc fixe sur Oz par suite, ladroite qui
passe par le point de rencontre de P avec D engendrera
un coéne, ayant pour sommet ¢. Pour trouver cc cone,
nous définirons la droite mobile comme l’intersection
du plan P avec un céne ayant pour sommet ¢ et pour
base la courbe d’intersection de H avec S.

Pour former I'équation de ce cone, transportons les
axes au point ¢. L’équation de la surface S est

(8) ylz+op)=pz
et celle de [1
(H) 22(¥—1)—p*+2)zz+ 2pk(2z+y) =o.

De S on tire

Yz
£ —2y

ct, en substituant dans ’équation,

. 21yz
(W —1) —y1+2)\xz+—‘lr— (22 +4y)=o,
équation homogéne et du troisiéme degré, qui représente

le cone auxiliaire.
Enfin, en éliminant 1 entre cette équation et celle

de P

x+2z=—0

il vient, pour I’équation du lieu,
2 (x—oy)j—2(3z—2y)ix 4y’ =o,

\

ce qui représente un céne du cinquiéme degré. Construi-
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sons sa trace sur le plan des xy ; en posant z* = 4 p*,on
a une courbe ayant pour centre I'origine, qu’on construit
en posant y = tx.
Note. — MM. Lévy et Hioux, professeur au Iycée de Rennes, nous ont

adressé une double solution analytique et géométrique; M. Gambey a
eavoyé une solution purement analytique.

QUESTIONS PROPOSEES PAR M. BOURGUET

(voir 2° série, t. XVI, p. 185);;

SOLUTIONS DE M. H.-J. KRANTZ.

1° Prouver que

1
n—4 - . .
2 I 1 n—+1
L > — +...+=>L
I m m -1 m— 2 n m
m — —
2

(L désigne le logarithme népérien m3 1).
2° Prouver que la série

Y ¥ T I T

T
m TR
aln 1 a"l m-+ a m n L ”m 2 _‘_ e

1 R I
est convergente pour a < —set dwergente pour a ;;-
e

3° Prouver que la série

, “ e

m  m(m—41)  m(m—41)(m- 2)
Il S AT LI S
n nin—+y) n(r-+1)(n+2)

est convergente pour n—m > 1, et divergente pour
n—mZIi1.

L1, s fod
1° La fonetion — étant décroissante, on a évidemment
x

m-+t1
1 - [‘ dx
m x

“n

2.
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oy 1 .
De plus, en considérant I'hyperbole y = -, on voit sans
x
difficulié que I'aire de cette courbe, comprise entre 'axe

, . . I

des x et les ordonnées qui sout aux distances m——
1 ..

et m + — de Torigine, est plus grande que le rectangle

. ., I
qui a 'unité pour base et dont la hauteur est — de

7]
sorte que I'on a

X
m -

(v [ s

m— -
2

On peut d’ailleurs établir directement cette inégalité de
la maniére suivante:
Pour toute valeur de x < m, on a numériquement

m ! m 1 j
T — — pour £ =— 0y ——; — — |
mt— 2t m ! Yo — at m

donc aussi

'
> mdx ~ 2 de
—— —
m? — x* . m
v
ou
1
m - —
2 1
log > —
m
m — -
2

ce quirevient a 'inégalité (1).
On peut douc établir

1
m+2 dz 1 m-x fp
Ts > =
P " m x
m— -

Remplacant m successivement par m - 1, m -2,
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jusqu’a 72, on trouve, en ajoutant,

n

T
Tide_ 1 I 1 1 n+1 g
— > —+ -+ 4= —
R m m -1 m -2 n m x

lll'—'z‘
ou
o1
n—r__, 1 1 ¥ ) | 1 n—-1
lOg I>;;_:_m+l+;l:——;_r”'+;>0g m ’
m— —

Remarque. — On voit par les calculs précédents qu'’il
est suffisant et mécessaire que m satisfasse a la condition
m> L
2
2° Soit uy ~+ uy -+~ ug + ... une série ayant u, pour
terme genéral ; on sait (par un théoréme qui est, je crois,
de Raabe) que cette série sera convergente, ou diver-
gente, selon que I'une des expressions

1, u, ’
x <Z1:—I>, [.r <”“_"——1> ——lJlogx,
u, ’
i[z‘(Z;*l) —IJ logx

approche d'une limite k, qui est plus grande ou plus pe-
tite que I'unité, x augmentant indéfiniment. Pour k =1,
il est douteux si la série sera, ou non, convergente.

loglogx, ...

La loi dela formation de ces expressions est évidente.
En désignant par F, et F,,, deux de ces expressions suc-
‘cessives, on a

F,o = nlogz (F, — 1).
Le terme général de la série proposée est

1 T A 1
S e
RN 42 g X
u, = a 4



donc ,
s __ a m—+x
Uzt
et .
Uy a m+a __y .
x —1 _ 0
Uz -
x

0
Cette expression prend la forme—~pour x = oo ; par

les procédés ordinaires, on trouve, X augmentant indéfi-

lim x Y= log
Ug i

La série est donc convergente, ou divergente, selon
qu’on a

niment,

.

Q-

1 .
log—=> ou <1, Cest-d-dire «a
a

VA

1
¢

1 .
Pour @ ==, le cas reste douteux, et il faut prendre
¢

I'expression

[.r <u:l:l_l> —~1] logz = [.z <e"TI -1) ——1] log z,

dont la valeur réelle pour x = o est nulle, c’est-a-dire
plus petite que 'unité; donc la série est divergente

I
our @ = —-
P e

o0 T.s -
3°Ici on a, pour le terme général,

y _m(m—!—l)(m—i—2)...(m—i-.r-—l‘:
= .
/1(/:—}—1)(12—1—2)...(/1-0—.1:—1) ’
donc
U n+x

= )
Uz m—
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et, appliquant le méme théoréme que dans le cas précé-
dent,

. Uy .
limz —1) =lim — —=r— m.
Uz m -4z
Donc la série est convergente ou divergente selon
que

—_m>
n ﬂl<l.

Pour 7 — mn =1, il faut prendre

i, logx
x —1) —1|logz—=—m »
Upiy m+x

dont la valeur réelle pour x = est nulle, ce qui
prouve la divergence pour n — m = 1.

Note. — M. Fauquembergue a envoyé une solution analogue de la
troisiéme partie.

SUR UNE QUESTION DE MINIMUM;
Par e P. LE COINTE, S. J.,

Professeur a 1’école de 'Immaculée Conception, & Toulouse.

Soient
X Xo Xiy ooey X

m fonctions linéaires de n wariables x,y, z, ..., w,
. Fy .1 ’ ’ 9

et, X; désignant d’'une maniére générale l'une de ces

Sfonctions, posons

X;=ax + biy +ciz+...+kw—+ L

Considérons la sommeS des carrés de ces m fonctions,
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et proposons-nous d’en trouver le minimum, dont
Dexistence est évidente (*).

Nous désignerons par (¢ la valeur de ce minimum, et
par

(l) r—=ua, y=28, z=v9, ..., w=p

le systéme de valeurs des variables x, y, z, ..., w don-
nant ce minimum.

La fonction S est du second degré par rapport a
chacune de ces variables; nous pouvons donc poser

(2) Az’ 4+ Bx + C =S8,

A étant une quantité indépendante de x, y. z, ..., w,
B et C des quantités indépendantes de x et fonctions de
Yy By ovey W
De cette équation (2) nous tirons
B

(3) g=— — = VB —fA(C—S),

et il est aisé de constater que les valeurs

ry==8, z=v, ..., w==p,
jointes & la valeur § = p, annulent I'expression
(4) Bt —4A(C

placée sous le radical dans I'équation (3); car les va-
leurs (1) avec § = p vérifient I'une ou l'autre des deux
équations (3), en lesquelles se trouve décomposée I'équa-
tion (2) ; et, comme la valeur & = « estréelle, si 'expres-
sion (4) n’était pas annulée par ces valeurs, clle serait
nécessairement égale & un nombre 3 >>o0; comme

)

(*) Cette question est souvent posée aux examens d’admission a I'Ecole
Polytechnique.
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elle est une fonction continue des quantités y, z, ...,
w, S, si I'on venait 4 donner a ces quantités de nou-
velles valeurs (¢, &/, ..., ¢, ¢/, trés-peu différentes des
précédentes, celle de S étant choisie moindre que g, on
aurait, pour Pexpression (4), une valeur dans le voisi-
nage de A%, et par conséquent positive. La valeur corres-
pondante o' de x, fournie par I'une ou I’autre des équa-
tions (3), serait réelle, et, par suite, le systéme des
valeurs

o Y ) -
z=d, y=240, z=2, ..., w=p

14
donnerait, pour la fonction S, une valeur p/ moindre
que la valeur minimum p de cette fonction, ce qui est
impossible. v
De cette premiére propriété résulte que les valeurs (1)
dounent
B

— T

2A

puisque, dans les équations (3), le radical est nul pour
ces valeurs jointes a la valeur S = p.. Or, cette derniére
équation pouvant s’écrire sous la forme

2Ax -+ B:== o,

on voit que son premier membre est la dérivée S, du
premier membre de I'équation (2), prise par rapport ax.

Ce que nous venons de dire pour la variable x s’ap-
plique a chacunec des autres variables de la fonction S, et
par conséquent nous arrivons a la conclusion suivante,
savoir :

Que les valeurs des n variables x, y, z, ..., w de
la fonction S qui fournissent le minimum de cette fonc-
tion sont une solution du systeme des n équations



linéaires

) G |
(';) ESIZO, = 0, e ey ;Sw:())
obtenues en égalant a zéro les moitiés des dérivées par-
tielles de cette méme fonction, prises par rapport a
chacune de ces variables.

Relativement a la question précédente, nous allons
établir plusieurs théorémes qui serviront & compléter
ce qui vient d’étre dit, etnous y ferons usage dela notation
suivante.

Ayant écrit m suites (ou lignes) de n quantités, de
facon que les termes de méme rang se correspondent en
colonnes verticales, nous placerons de chaque c6té de ce
tableau un double trait vertical, de telle sorte que les m
suites seront enfermées entre ces deux doubles traits, et
le tableau ainsi constitué représentera le systéme de
déterminants obtenus en supprimant, de toutes les
maniéres possibles, (m— n) lignes si m est > n, ou
(n — m) colonnes si m est <n (*). Dansle casde m =n,
ce tableau représentera simplement le déterminant des
m? éléments qui y figureront.

Tutorime I. — Si m est 2 n, le déterminant du
systeme des équations (5) est égal & la somme des carres
des déterminants représentés par la notation

a b, ¢ ... kK

a, b, ¢ ... k

ece cae e cee oo

ay, bm Cm ‘e Ao

(*) Cette notation n’est pas nouvelle; elle estemployée dans les Lecons
o’ Algébre supéricure de G. SALMON.
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Démonstration. — Pour établir cette proposition, et
afin de mieux fixer les idées, nous supposerons n = 3.0On
reconnaitra sans peine que cette hypothése n’ote rien a
la généralité de la démonstration.

Le déterminant des équations (5) est alors

al + a) +...+a} ab+ab,+...+a,b, a.cl+azcz+---+amrm!
(7) |abi+asby...d-anbn b3+ b:—...+ Db} bie,~+byco...Fbyen !,
R N N T o N T e e S |

et il est & remarquer que chacun des g éléments de ce
déterminant est un polyndme de m termes.

Si 'on désigne par (r, s, t) I'un des arrangements 3 a3
des m nombres 1, 2, 3,..., m, chacun de ces nombres
pouvant entrer plusieurs fois dans le méme arrangement,
et par A, , le déterminant de g éléments, obtenu en
remplagant, dans le déterminant (7), les éléments de
la premiére colonne respectivement par leurs termes
de rang r, ceux de la seconde colonne respectivement
par leurs termes de rang s, et enfin ceux de la troisiéme
respectivement par leurs termes de rang ¢, on sait que ce
déterminant (7) est la somme de tous les déterminants
tels que A, , , obtenus en variant de loutes les maniéres
possibles I'arrangement (r, s, t).

Oron a

a? ab, ac, a, a;, a;
br bs bl

¢ ¢ (.',l

A, 0= a, b, bf b,c, :a,bsc,

a,c. beg o}

et par suite, si deux des nombres r, s, ¢ sont égaux, il
vient
A, e=0.

De plus, si on suppose que les trois nombres r, s, ¢
soientdistincts entre cux, il est a observer que, dans I'ex-
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pression ci-dessus de A, | ,, le premier facteur «,b,c,
est le terme principal du déterminant qui figure comme
second facteur, de sorte que, sil’on forme tous les déter-
minants tels que A, , ., qui correspondent a toutes les
permutations des trois nombres r, s, ¢, la somme de tous
ces déterminants sera le carré du suivant:

a, a; a
b, b, b, |.
¢ ¢ ¢
Donc, etc.
Remarque. — Sin = 2, larelation, objet du théoréme
précédent, n’est autre que celle qui est connue sous le
nom d’identité de Lagrange.

Tatorime II. — 8¢ m est 2n, et que les détermi-
nants représentés par la notation (6) ne soient pas tous
nuls, le minimum de la somme S est égal & la somme
des carrés des déterminants représentés parla notation

a b, e ... ko L]

P N

&)

|
|

/ i ’
l an bm Cm e A‘m im 'i

divisée par la somme des carrés des déterminants repré-
sentés par la notation (6).

Démonstration. — Rendons la fonction S homogéne
par l'introduction d’une nouvelle variable £, c’est-a-dire
que nous posons

Xiz=a;x + by +ciz4. .. kiw —+ L&

Désignons par A le déterminant des équations homo-
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génes
J

' 1 | G )
== 0, ;S).:O, ceny :Sw:’:O, ;S(:O,

SN

(9)

et par A ce qu’il devient lorsqu’on y supprime la ligne
de rang p etla colonne de rangq.

Si
(IO) re=oe, y==8, Z==y, ..., w=p, {=1
est le systeme de valeurs des variables x, y,z, ..., w, 2
qui vérifient les 7 premiéres des équations (g), ¢’est-a-

dire le systéme de valeurs de ces variables qui donnent
le minimum de la fonction S, on a

1 ’ )

JAY
R e P k. [ y'n— On+t
% == ( l) A/H—l, 13 o ( l/ 1 ?
n-4-1 A,,T1
3 n
. ( I)"_z An+i .. . l) All+l
T nal? ’ ‘/)..4 T zu-;-].
n-i-1 n--1

De plus, si, pour abréger, nous désignons par
M, M; My, ..., My Mo,
les (n -~1) éléments de la derniére ligne du déterminant
A, Pexpression de é S; est
M x-+My+Mz+ ... +Mw-+ M2
Or, le théoréme desfonctions homogénes donne

2.8, 4+ 5.8, 4 2.8+ ... +w.S,+ 5.8 =128,

et par suite, pour le systéme des valeurs (10), il vient
S==Ma + M +My + ... +Mp + M,
= [M, Ay — My A2+ M A,y —

!
n-+-1

A (=) M A - (= 1 M 030,
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¢'est-a-dire
A

_—
n+-L
An+1

S =

Mais, d’aprés le théorémel, A7l et A sontrespectivement
les sommes des carrés des déterminants représentés par
les notations (6) et (8).

Donc, etc.

Tatoreme III. — 8i m est 2 n, et que les détermi-
nants représentés par la notation (6) soient tous nuls, la
fonction S peut étre ramenée & la somme des carrés de
m fonctions linéaires de (n — 1) variables.

Démonstration. — Car, si I'on pose, d'une maniére
b
générale,
Vimajx + by +ez+4 ... + kiw,

les fonctions Vy, Vs, ..., V, sont telles que (m — n—+-1)
quelconques d’entre elles sont des fonctions lindaires
homogeénes des (n—1) autres, par exemple V,,V,,....V,_,
et, par suite, la fonction S peut étre considérée comme
la somme des carrés de m fonctions linéaires aux (n—1)
variables V,, V.. ..., V,_,.

Donc, etc.

Remarque. -— Dans ce cas, déterminant les valeurs
Oty gy o4+, 0,y de ces variables qui fournissent le mini-
mum de S, on pourra déterminer une infinité de sys-
témes de valeurs des variables x, y, z, ..., w correspon-
dant 4 ce minimum, en résolvant les équations

Vimo, Vi=ay, ..., V=«

Tatoreme 1V. — Sim est < n, et que les détermi-
nants représentés par la notation (6) ne soient pas tous
nuls, le minimum de la fonction S est zéro, et corres-
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pond & une infinité de systémes de valeurs des variables

Zs )y By aeeyWe

Démonstration. — Car, si, pour fixer les idées, nous
supposons, par exemple, m = 2, et que le déterminant

a, b,

a, b,

ne soit pas nul, on peut donner aux variables z, ..., w
des valeurs quelconques ct déduire ensuite pour x et y
des valeurs telles qu’on ait

X,—o, X,=o.
Donc, ete.

Tatorime V. — 8i m est <n, et que les détermi-
nants représentés par la notation (6) soient tous nuls,
la fonction S peut étre ramendée & la somme des carrés
de m fonctions linéaires de (n — 1) variables.

Démonstration semblable a celle du théoréme 1L,

SOLUTION DE LA QUESTION DE GEOMETRIE ANALYTIQUE

PROPOSEE EN 1878

AUX CANDIDATS AUX BOURSES D ETUDES PREPARATOIRES
A LA LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES;

Par M. Epn. GUILLET,

Maitre répétiteur au lycée de Lyon.

Un point et une droite étant donnés, un cercle de
rayon variable est tangent a la droite et passe par le
point. Trouver le lieu des points du cercle pour lesquels
la tangente est perpendiculaire a la droite donnée.
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Je prends pour axe desy la droite Oy donuée, pour axe
des x une perpendiculaire OA passant par le point fixe A.
En désignant par @ la distance OA, par (o, 3) les coor-
données variables du centre C du cercle, I'équation

(1) (g —a)2+(r—B)2—r—=o

représente I'un quelconque des cercles de la série, en
tenant compte des deux conditions

(2) r—a—o,
(3) a*—2aa + o+ p?— r*==o.
Mais les points M, M/ du lieu sont a I'intersection du

cercle et de la droite menée parle centre C parallélement
a Oy, droite dont I'équation est

(4) Zr—a=0.
Il suffit d’éliminer «, 5, r entre les quatre relations
s 199 q
précédentes pour obtenir P’équation du lien

y'— 2y (2’ +2ar —a’) + (r—a)—=o
ou
[y — =) — a(az —a]] [y 2} — a(22— a]] = o,
Le lieu cherché se compose donc de deux paraboles,
symétriques par rapport a I'axe des x, tangentes a cet
axe au point fixe donné, et ayant pour axes les deux
droites
2(y —x)4-a=o,
2(y +x) —a--o.
En remarquant que le centre C est toujours a égale
distance du point fixe et de la droite donnde, le probléme
se rameéne au suivant :

Trouver le lieu des points obtenus ern augmentant et
diminuant Uordonnée de chaque point d’une parabole
d’une quantité égale a la distance de ce point & la di-
rectrice.
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ENVELOPPE DE LA DROITE DE SIMPSON;
Parx M. BADOUREATU,

Ingénieur des Mines.

On sait que les pieds des perpendiculaires abaissées
d'un point d’un cercle sur les cotés d’un triangle inscrit
sont en ligne droite, et que, sile point décrit le cercle, la
droite enveloppe une courbe du quatriéme degré a trois
points de rebroussement.

Cette question peut étre traitée par le calcul de la
maniére sulvante.

Prenons d’abord Dorigine au centre du cercle, et
soient , 3, 7, ¢ les coordonnées angulaires des sommets
A,B,C du triangle et du point F choisi sur le cercle. Pre-
nons I'axe des & de telle sorte qu’on ait a+f3 4 Yy =2m.

Le coté af et la perpendiculaire ¢ c abaissée du point ¢
sur ce coté ont pour équations

(1) —rcosz——]sm ﬁ-—z
2

2) sin’ T.osin(? \
(2) xsin_ =+ y cos— = sin , )

pourvu qu'on prenne comme unité le rayon du cercle.

Multiplions I'équation (1) par sin ;_ ? et 'équation (2)

V— 0 . . .y e
par cos set ajoutons membre 2 membre ; il vient

(3)x51n?+ycos§:sm3 -+ 2 sin :?sinﬁ—?sin'y.—?-

Cette équation, symétrique par rapport a ., 3,7, repré-
sente la droite abc. En transportant 'origine au centre
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XVIIL (Janvier 1879.) 3
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du cercle des neuf points, qui a pour coordonnées

1
x, :;{cosa -~ cos f} + cosvy ],

T . .
¥i=—(sina - sinfs + siny),
I'équation devient

. 1.3
(4) xsin? ~%)’cosg:—sxn—q—’~
2 2 2 2
L’enveloppe de cctte droite est 'hypocycloide repré-
scntée par les deux équations

‘ X = COSg - ;coszq;,
(5) <

. 1.
( Y == sing — 5 sin 2 .
En éliminant ¢, on obtient Péquation du quatriéme
degré
(6) (fa* 44y + 2b2 + 9P =4(fz + 3).

Cette courbe a trois points de rebroussement aux som-
mets d'un triangle équilatéral MNP,

En prenant ce triangle comme triangle de référence,
on obtient I'équation homogéne

(7) (@B + By - 92)" = fufy(« + B+ 7).

On peuat mettre cette équation sous la forme

Cette équation se décompose en trois autres qui re-
présentent respectivement les trois arcs de courbe Ii-
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mités aux points de rebroussement :

1 1 , b §
—_ = — =
Ve B Wy
(8) P =1 4L,
VE W Ve
1 . 1 ]__
Vvr Ve B

En terminant, il est a peine utile d’ajouter que le lieu
est tangent aux trois cOtés et aux trois hauteurs du
triangle donné ABC.

DIVISIBILITE PAR 19;
Par M. BADOUREAU,

Ingénieur des Mines.

L’unité suivie de g zéros étant un multiple de 19 moins
1, il est facile de trouver un nombre de neuf chiffres qui
donne le méme résidu par rapport 4 19 qu’un nombre
donné quelconque.

Considérons I'équation 10° = m.19— 1; élevons ses
deux membres a une puissance impaire quelconque, et
muliiplions-les par une puissance quelconque de 2; il
vient

(1) 101779 2" = m. 19 — 2™

Considérons 'équation 20 = 19 + 1 et élevons ses
deux membres & la puissance n; il vient

(2) 2. 10" ==m.19 + I.

Pourvu que p soit assez grand, on pourra diviser
3.
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membre 4 membre les deux équations précédentes et il
viendra

v

(3} 10 F = 1 — 27,
En particulier, on a

10":/;1.1()—— 2,

10" == m. 19 — 27,
et ainsi de suite jusqu’a
10° == m.1g — 2°,

La régle asuivre découle directement de ces formules.
Cette régle est susceptible d’¢tre généralisée et appliquée,
quelle que soitlabase, 4 tout nombre tel, qu’en I’augmen-
tant ou en le diminuant d’une unité on ohtienne un di-
visecur d’une puissance de la base.

AGREGATION PES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1878).

MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES ET MECANIQUE.

1. — Mathématiques élémentaires.

On donne un cercle S, un triangle inscrit ABC et deux
points P et P’ sur la circonférence du cercle. On sait que
les pieds des perpendiculaires abaissées des points P et P/
sur les trois cotés du triangle sont respectivement sur
deux droites D et ).

1° Démontrer que le pointde rencontre Mdes droitesD
et D’ décrit un cercle §', quand le sommet C du triangle
se meut sur la circonférence du cercle S, les points A,
B, P. P restant fixes.
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2° Trouver lelieudes centres des cercles &', les points A
et B restant fixes et les points P et P/ se déplagant sur
la circonférence S de telle sorte que I'arc PP conserve
une longueur constante.

Il. — Mécanique élémentaire.

Trois poids donnés P, P/, P” sont supportés par trois
fils flexibles et sans masse; ces fils passent respective-
ment par trois anneaux fixes, infiniment petits, A, B, C,
placés d’une facon quelconque dans I'espace, et vont se
réunir en un méme nceud O,

On demande la position de ce noend dans I’état d’é-
(uilibre.

MATHEMATIQUES SPECIALES.

On donne une sphére S, un plan P et un point A;
par le point A on méne une droite qui rencontre le
plan P en un point B, puis, sur AB comme diamétre,
on décrit une sphére §'; le plan radical des sphéres S
et &' rencontre la droite AB en un point M.

1° Trouver le lieu décrit par le point M quand la
droite AB tourne autour du point A.

2° Discuter le lieu précédent en supposant que le
point A se déplace dans I’espace, le plan P etla sphére S
restant fixes.

Composition sur une question de méthode ou d’histoire
des Mathématiques.

Exposer la marche a suivre pour discuter une courbe
dont on connait I’équation en coordonnées polaires. —
Donner des exemples.

Nora. — On regardera comme connues les formules
relatives a la détermination des tangentes, des points
d’inflexion et des asymptotes.

.
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EPREUVES ORALES.
Mathématiques élémentaires.

Premiére lecon de Cosmographie.

Figures symétriques.

Des logarithmes (Mathématiques élémentaires).
Premiére lecon de Trigonométrie.

Résolution et discussion de I'équation

Ot B W ko =

ax®+bx+ c=o.

6. Division des nombres entiers. — Division des
nombres décimaux.

7. Maximum et minimum deI’expression —’f—?ﬁ—r—, .

a'r'-+b'r+-c

8. Résolution de deux équations du premier degré a
deux inconnues. .

Discussion des valeurs générales.

9. Polygones réguliers de quatre, six, dix cdtés, et
polygones réguliers qui s’en déduisent.

10. Mesure des angles.

11. Surface des corps ronds.

12. Réduction des fractions ordinaires en fractions
décimales. — Fractions périodiques.

3. Premicre lecon sur la mesure des volumes.

14. Mouvement propre du Soleil.

15. Rabattements. — Changement de plans. — Rota-
tions.

16. Centre de gravité du triangle, du trapéze, du qua-
drilatére quelconque, du polygone.

17. Plus grand commun diviseur. — Plus petit com-
mun multiple.

18. Volume de la sphére.
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19. Recherche du rapport de la circonférence au dia-
meétre.
20. Formules sin(a == b), cos(a == 5). — Formules
élémentaires de la multiplication des arcs.
21. Principaux caractéres de divisibilité.

Mathématiques spéciales.

1. Plan tangent.— Applications aux surfaces du second
ordre.

2. Intersection d’un céne et d’un cylindre dans le cas
ou la section a des branches infinies.

. . a |, .
3. Etant donné cos a, trouver cos — ; étant donné sin @
m

trouver sin%- — Discussion. — Cas des racines mul-
tiples.

4. Exposer les principales méthodes qui permettent
de reconnaitre la nature d’une surface du second ordre
donton a I’équation.

8. Asymptotes des courbes rapportées a des coordon-
nées rectilignes.

6. Sections circulaires dans les surfaces du second
ordre. — Cas ou la surface est rapportée a des axes de
coordonnées rectangulaires quelconques.

8. Application de la théorie des dérivées & 'étude
des fonctions d'une seule variable (Excemples).

9. Reégle des signes de Descartes.

10. Etudede la fonction exponentielle a®. — Des loga-
rithmes considérés comme exposants.

11. Recherche de I'équation d’une surface définie géo-
métriquement (Exemples).

12. Approximation des racines: -~ Méthode de
Newton.

13. Théoréme des projections. — Application a la
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transformation des coordonnées dans la Géométrie de
Pespace.

14. Des plans diamétraux et des diamétres dans les
surfaces du second ordre.

15. Sectionsrectilignesde I'hyperboloide 4 unenappe.

16. Théoréme de Rolle.— Application ala séparation
des racines d’une équation algébrique ou transcendante.

17. Intersection de deux courbes du second degré
(Solution du probléme au moyen d’une équation du troi-
siéme degré). — Discussion.

18. Distance de deux points, d’un point a un plan,
d’un point a une droite. Plus courte distance de deux
droites (Géométrie analytique).

19. Réduction de I’équation générale du second ordre
a troisvariables a ses formes les plus simples en coordon-
nées rectangulaires.

20. Résolution de l'équation du troisiéme degré
(Algebre).

21. Transformation des équations (Exemples).

EPREUVE PRATIQUE DE CALCUL.

Calculer les cotés et les angles d'un triangle, sachant :
1° Que son périmeétre est 22™,80;

2° Que le rayon du cercle inscrit est 1™,90;

3° Que le rayon du cercle circonscrit est 4™,75.

COMPOSITION SUR LES MATIERES DE LA LICENCE.

Une tige rectiligne, dont on négligera I’épaisseur,
peut tourner autour d’un axe vertical Oz, qu’elle ren-
contre en O et avec lequel elle fait constamment un angle
donné 6; son moment d’inertie A, par rapport a4 Oz, est
aussi donné.

Sur cette tige peut glisser librement un anneau infini-
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ment petit de masse m. On donne la vitesse angulaire
initiale & du mouvement de rotation de la tige-autour
de l'axe, la distance initiale R de I’anneau mobile au
point O, la vitesse initiale R’ de I'anneau sur la tige.

On proposed’étudier le mouvement de rotationde latige
autour de I'axe et le mouvement de I'anneau sur la tige.

Dans la discussion, on examinera le cas ou la vitesse
relative initiale R’ est dirigée ou non vers le point O et
le cas ou elle est nulle.

Eufin, on étudiera plus spécialement le cas oula tige
reste horizontale

GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

Construire l'intersection d'une sphére et d’un ellip-
soide dont ’axe moyen est vertical.

Données. — Le centre (O, O') de la sphére se projette
horizontalement 4 0™,07 en avant du plan vertical et
verticalement a 0™,075 au-dessus du plan horizontal.

Le centre (c, ¢’) de la sphére se projette horizontale-
ment a 0™,08 en avant du plan vertical et verticalement
™, 07 au-dessus du plan horizontal.

Les lignes de rappel (O, O') (c,c’) sont distantes
de o™, 04.

Le rayon de la sphére est de o™, 00.

L’axe moyen de I'ellipsoide, lequel est vertical,ao™, 14.

Le grand axe a 0™,16; il fait un angle de 45 degrés avec
le plan vertical de projection (son sommet le plus rap-
proché du plan vertical est celui qui est le plus éloigné
de la sphére).

Le petit axe a o™, 12.

Pour distinguer les parties de I'intersection qui sont
vues de celles qui sont cachées, on supposera I'ellipsoide
enlevé.

ao
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~ BIBLIOGRAPHIE.

Cours pe Carcur inFiniTEsiMAL; par J. Hoiiel, profes-
seur a la Faculté des Sciences de Bordeaux. - 3 vol.
gr. in-8°. Prix pour les souscripteurs : 30 fr.—Paris,

Gauthier-Villars, 1878-1879. (Le t.I vient deparaitre.)

Bien qu'il s’agisse d’'un Quvrage en cours de publication, il
nous parait dés A présent utile de signaler ce livre, dont le
deuxi¢me fascicule vient d’étre mis tout récemment en vente
par la librairie Gauthier-Villars.

Le Cours de Calcul infinitésimal de M. Houel a été redigeé
par lui, en s’inspirant surtout du Cours qu'il professe, depuis
de longues années déja, & la Faculté de Bordeaux, et qui avait
été publié antérieurement, en deux brochures autographiées;
mais 'ordre des maticres, les modifications apportées dans
I'exposition, et surtoutle soin extréme donné a tout ce qui con-
cerne les questions de méthode, en font une ceuvre bien reéel-
lement nouvelle et qui ne peut manquer d’étre favorablement
accueillie du public mathématique.

Malgré le grand nombre de livres publiés sur le Calcul dif-
férentiel et le Caleul intégral, on doit reconnaitre que nous ne
sommes pas encore en possession d’un Ouvrage a la fois assez
complet pour renfermer ce qu’il y a d’essentiel dans les progrés
de la Science actuelle, et asscz élémentaire pouar étre considére
comme un livre d’étude pour les candidats A la licence. Le Traité
de M. Hotiel est appeleé, selon nous, a combler en grande partie
cette lacune; nous disons er grande partie, car on sait bien
qu’en matiére de Science il faut plus que la lecture d'nu seul
Ouvrage, si excellent soit-il, pour posséder entiérzment, pour
s’assimiler d’une maniére compléte les principes etles méthodes.

Ce qui frappe tout d’abord dans le Cours en question et ce
qui lui donne un caractére particuliérement original, ¢’est que
Tauteur y a complétement venonceé & Pancienne division clas-
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sique : Calcul différentiel, Calcul intégral. Il a pensé avec rai-
son que la notion des différentielles et celle des intégrales sont
difficilement séparables, et il a jugé utile d’aborder les diffi-
cultés & mesure que I'enchainement naturel des idées vient les
présenter a 'esprit.

La remarquable Préface placée en téte de 'Ouvrage nous
apprend que celui-ci doit se diviser en six Livres. Deux seule-
ment ont paru dans le Tome premier; ils sont précédés d’une
Introduction, divisée en trois Chapitres, et sur laquelle nous
appelons toute I'attention du lecteur, car les notions qui s’y
trouvent exposées sont de nature & préciser et  élever les idées
sur la Science mathématique en général, et principalement sur
I’Analyse. On trouve d’abord des considérations générales sur
les opérations et sur le calcul des opérations; puis, dans le
deuxiéme Chapitre, une généralisation successive de I'idée de
quantité, consistant 4 envisager tout d’abord les quantités
arithmétiques, puis les quantités algébriques, puis les quantités
complexes & deux dimensions; ce Chapitre se termine par le
théoréme fondamental de la théorie des équations : Toute équa-
tion a wunc racine. Le troisicme Chapitre de I'Introduction
donne, en cinquante pages environ, une exposition assez com-
pléte de la théorie des déterminants.

Le Livre I a pour titre : Principes fondamentaux du Caleu!
infinitésimal. 11 est subdivisé en deux Chapitres comprenant
les matiéres que voici : Des fonctions et de la continuité. —
Infiniment petits et infiniment grands. — Limites. — Substi- .
tution des infiniment petits. — Dérivées et différentielles. —
Intégrales. — Méthodes de différentiation et d’intégration. —
Differentielles et dérivées partielles; leurs propriétés.

Dans le LivreII sont traitées les applications analytiques du
Calcul infinitésimal. Ce Livre comprend trois Chapitres, dont
le premier est relatifaux développements desfonctions en séries.

On y trouve les théorémes de Taylor et de Maclaurin, les
propriétés génerales des séries, et enfin des développements sur
les fonctions exponentielles et circulaires d’une variable com-
plexe.
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Le deuxiéme Chapitre se rapporte aux applications analy-
tiques du Calcul différentiel, et renferme les vraies valeurs, les
maxima et minima des fonctions d’une ou de plusieurs varia-
bles, et la décomposition des fonctions rationnelles en fractions
simples.

Enfin, le troisiéme Chapitre a pour titre: Intégration des
Sonctions explicites. 1l contient I'intégration des fonctions ration-
nelles et irrationnelles, les différentielles binémes, la différen-
tiation et I'intégration sous le signe [, les changements de va-
riables dans les intégrales multiples, des notions sur le calcul
des intégrales définies (exact ou approché) et aussi sur les inté-
grales eulériennes.

Ajoutons que chaque Livre {de méme que I'Introduction) est
suivi d’une collection d’Exercices extrémement bien choisis et
qui seront certainement d’un grand secours aux éléves.

Nous regrettons de ne pouvoir nous arréter plus longtemps
sur ce remarquable Ouvrage et d’étre obligé de nous borner
a une séche énumération des matiéres, en mettant pour ainsi
dire toute appréciation de cété. Lorsque I’Ouvrage entier sera
terminé, nous nous réservons d’y revenir, de 'examiner alors
plus en détail et de dire ce que nous en pensons d’'une maniére
plus compléte. S’il y a place alors pour quelques critiques sur
tel ou tel point particulier, elles seront compensées et au dela
par 'ensemble, 4 en juger par la partie de I'ceuvre qui nous
est déji connue.

Nous devons, en terminant, rendre hommage a la perfection
matérielle du livre, dont I'exécution fait le plus grand honneur
a la Maison Gauthier-Villars ; bien qu’elle nous ait habitués a
de véritubles merveilles en cette matiére, on se plait toujours
aconstater avec admiration le caractére artistique des Quvrages
qui sortent de cette Imprimerie. Espérons qu’elle ne nous fera
pas trop longtemps attendre la suite de 'Ouvrage de M. Hotel,
dont Pimpression se poursuit chaque jouravec activité, si nos
informations sont exactes. L.
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Cours pe GtoméTriE ANALYTIQUE; par Joseph Carnoy.
Géométrie de P'espace. 2¢ édition. Grand in-8°, avec
figures dans le texte. Prix : 1o francs. — Paris, Gau-

thier-Villars 5 1877.

La Géométrie analytique, jusqu’a ces derniers temps, a été
réduite & 'emploi presque exclusil des coordonnées cartésiennes.
On y a joint, depuis peu, les coordonnées trilatéres et tétraé-
driques, mais sans les développer d’une maniére systématique.
La méthode analytique qui résulte de I'usage de ces différents
systémes suppose que les figures géométriques sont engendrées
par le mouvement d'un point dont les coordonnées satisfont &
une équation  deux ou i trois variables : c’est la méthode de
Descartes. Aujourd’hui, on a imaginé une nouvelle Géométrie
analytique basée sur un procédé corrélatif pour engendrer les
courbes et les surfaces : on considére les unes comme prove-
nant du déplacement continu d’une droite dans un plan, et
les autres comme résultant du déplacement analogue d’un plan
dans 'espace. De IA dérivent les coordonnées tangentielles qui
servent a la détermination de la droite et du plan mobile. On a
négligé jusqu’ici, si I'on excepte les principes de Géoméirie
analytique de M. Painvin, de s’occuper de ces nouvelles coor-
données dans les Ouvrages élémentaires. L’auteur veut, dans ce
Cours, combler cette lacune regrettable, développer suffisam-
ment les principes et les formules fondamentales de chaque sys-
téme de coordonnées, montrer ensuite comment, étant donné
un certain ordre de propri¢tés connues et démontrées par la
méthode de Descartes, on peut en déduire, avec les coordon-
nées tangentielles, un ordre correspondant de vérités géomé-
triques différentes des premiéres. Tel a été son but.

1l commence par traiter le plan et la ligne droite suivant les
coordonnées cartésiennes, qui servent de base a toutes les autres.
Les questions qui s’y rattachent sont ensuite résolues d’aprés
les autres systémes, ce qui le conduit & quelques formules dignes
d"étre remarquées, telles que les relations entre les coefficients
directeurs d’une droite, I'expression de la distance de deux
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points, celle de la distance d’un point & un pian, elc. Avant
d’aborder I'équation générale du second degré, il donne les
équations de la sphére par rapport aux diverses coordonnées,
ainsi qu’un court exposé des propriétés d’un systéme de spheres.
11 arrive ensuite & I'étude des surfaces du second ordre : elle
comprend la détermination du centre et des plans principaux,
Pexamen des caractéres particuliers de chacune d’elles tirés des
équations réduites, la recherche des lignes focales et des proprié-
tés des surfaces homofocales, la discussion de I’équation du
second degré en coordonnées tétraédriques, une série d’exer-
cices et de problémes avec les solutions indiquées.

Les limites de ce Cours ne lui permettent pas de s’occuper
des courbes dans Pespace ou tracées sur une surface; cette théo-
rie se rattache plus spécialement au Calcul infinitésimal, et c’est
par les ressources de I’Analyse qu’il convient de la traiter. I
prefere faire connaitre, en terminant, les méthodes les plus con-
nues pour la recherche des propriétés générales des surfaces du
second ordre et consacrer quelques Chapitres a la générativn
des surfaces, ainsi qu’a la démonstration de plusieurs théo-
rémes remarquables des surfaces réglées et des surfaces algé-
briques.

PUBLICATIONS RECENTES.

Cours p'AnaLvse pE L’EcoLe PoLyTecEniQUE, par
Sturm ; 5° édition, revue et corrigée par M. E. Prouhet.
2 vol. in-8°, avec figures dans le texte. Prix : 12 francs.
— Paris, Gauthiér-Villars; 1877.

ELEMENTS D’ ALGEBRE, par Bourdon ; 15¢ édition ,revue
et annotée par M. E. Prouhet, a 'usage des candidats
aV'Ecole Polytechnique. In-8°, Prix : 8 francs. — Paris,
Gauthier-Villars; 1877.

L’AsTRONOMIE PRATIQUE ET LES OBSERVATOIRES EN
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Euvrore eT EN AMERIQUE ; 5¢ Partie : ITaLIE; par G. Rayet.
In-18 jésus, avec belles figures dans le texte. Prix:
4 fr. 50. — Paris, Gauthier-Villars, 1878.

Trtorie pEs pHENOMENES ELECTRIQUES ( Théorie du
potentiel ), & l'usage des candidats a I'Ecole Polytech-
nique, par M. Bouty. In-8°, avec figures dans le texte
et une planche. Prix : 2 fr. 50 ¢. — Paris, Gauthier-
Villars; 1878.

Legons sur L'Erecrricire, par Jokn Tyndall; tra-
duit de Vanglais, par R. Francisque-Michel. In-18,
avee 58 figures dans le texte. Prix : 2 fr. 75 ¢. — Paris,
(rauthier-Villars ; 1878.

Tratrt pe Geomérrie, par Eugéne Rouché et Ch. de
Comberousse, renfermant un trés-grand nombre d’exer-
cices et plusicurs appendices consacrésal’exposition des
principales méthodes de la (Géométrie moderne. 4° édi-
tion, revuc et notablement augmentée. In-8°, avec
611 figures dans le texte et plus de 1100 questions propo-
sées. Premiére Partie : Géométrie plane. Prix : 6 francs.
— Paris, Gauthier-Villars; 1879.

Legons p’AriramériQue; par L. Maleyx, professeur
au Collége Stanislas. In-8°. Prix: 10 francs. — Paris,
chez 'auteur, 212, rue Saint-Jacques; 18rg.

Tirages a part.

Sur la décomposition en facteurs premiers des nom-
bres o"==1, par M. G. de Longchamps. Extrait des
Comptes rendus de U Académie des Sciences ; 1878.

Des fractions étagées, par M. G. de Longchamps.
Extrait du . XV du Giornale di Matematiche.

Note sur la série harmonique, par M. G. de Long-
champs. Extrait du Bulletin del’ Académie royale de
Belgique ; 1877.

Ricerches sulle équazioni differenziali a primitiva
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generale algebrica; per F. Casorati. Extrait des
Transunti della reale Accademia dei Lincei; 1877.

Sulle condizioni alle quali deve soddisfare una primi-
tiva, affinché il grado della corrispondente equazione
differenziale, rispetto alle variabili, riesca minore del
normale; per F. Casorati. Extrait des Rendiconti del
R. Istituto lombardo ; 1878.

Exposition succincte de quelques méthodes d’élimina-
tion entre deux équations; par M. Forestier. Extrait
des Mémoires de 1’ dcadémie des sciences, inscriptions
et belles-lettres de Toulouse, 7° série, t. IX.

Essai d’une théorie géométrique des polaires incli-
nées; par M. Ed. Dewulf. Extrait du Bulletin de Dar-
boux, 2° série, t. 1I.

Sur quelques propriétés des polygones; par M. La:-
sant. Extraitdes Travaux de I’ Association francaise
pour l’avancement des Sciences; 1877.

Note sur un théoréme sur les mouvements relatifs;
par M. Laisant. Extrait des Comptes rendus de I’ Aca-
démie des Sciences; 1878.

Sur le probléme de la composition des accélérations
d’ordre quelconque; par M. Ph. Gilbert. Extrait des
Comptes rendus de I’ Académie des Sciences; 1878.

Sur I'extension aux mouvements plans relatifs de la
méthode des normales et des centres de courbure; par
M. Ph. Gilbert. Extraitdes Annales de la Société scien-
tifique de Bruxelles; 1878.

Una transformacion de curvas planas ; per Ed.
Habich. Extrait de El Siglo, n°® 37. Lima; 1877.

Arithmetische Kleinigkeiten, von prof. D* Bach-
mann. Extrait de la Zeitschrift f. Mathematik u. Phy-
stk, XX, 2.



(49 )

SUR LA LIMITE DES RAGINES REELLES D’UNE EQUATION
DE DEGRE QUELCONQUE;

Par M. G. e LONGCHAMPS,

Professeur.de Mathématiques spéciales au collége Rollin.

On sait que les limites supérieures et inférieures des
racines positives et négatives d'une équation donnée
forment quatre nombres, dont la recherche se raméne,
par la considération de I'équation aux inverses et de la
transformée en — x, a celle de la seule limite supé-
rieure des racines positives. Nous nous proposons d’ex-
poser ici une méthode qui permet de déterminer celle-
ci par un procédé que nous croyons nouveau et qui nous
parait simple et avantageux.

1. Soit I'équation
2 A - Ay - Lo+ A= o.
Elle peut s’écrire
2 A x Ay 2 (At R Ay - Ay) 4 ... =o.

Supposons que tous les coefficients Ay, Ag, A,, . . . soient
positifs, et considérons les équations

z* -+ Ar + A, —=o,

A, x'+ A‘-T - Ay = 0,

8i « représente la plus grande des racines positives de
ces diflérentes équations, il est clair que « et toute valeur
supérieure étant substituée 4 x dans Véquation proposée
donneront un résultat positif. Ainsi « sera une limite
supérieure des racines positives.

Ann. de Mathémn., 2¢ série, t. XVIIL. (Février 1879.) 4
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2. L'objection que souléve aussitdt cette méthode de
groupement, c’est que les coefficients A,, Ag, ..., ou
tout au moins quelques-uns d’entre eux, peuvent étre
nuls ou négatifs. Nous allons indiquer comment, dans
cette hypothése, on doit modifier le groupement des
termes.

Supposons Ay négatif, par exemple. L'équation pro-
posée peut s’écrire

" (& Az 4+ Ay— ) " (A2 Ay + A )+ ... =o0,

X désignant un nombre arbitraire, mais que nous sup-
poserons positif. Cette transformation ayant été faite
autant de fois que la chose sera nécessaire, on n’aura
plus a considérer que des trinomes dont les premiers
termes seront tous positifs et auxquels on pourra, par
conséquent, appliquer la remarque que nous avons faite
tout a I’heure.

3. L’introduction de ces arbitraires A donne a cette
méthode, qu’on pourrait, pour la distinguer des autres,
nommer méthode parla décomposition en trinémes, un
caractére particulier, tout & son avantage, et que nous
voulons mettre en lumiére. Au lieu d’effectuer, comme
dans les méthodes connues, des calculs bien déterminés
et dont il faut, en quelque sorte, subir la loi, on com-
prend qu’on pourra, par le choix plus ou moins habile
qui sera fait des indéterminées, obtenir des limites
plus ou moins avantageuses, c’est-a~dire plus ou moins
petites. Nous allons éclaircir ce point important par un
ou deux exemples numériques.

Considérons d’abord I'équation

24 fxt— 1025 —13x g+ 12282 —9g=o (*);

{*) Brior, Algébre; 2° Partie, 8¢ édition, p. 293 et 295.
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clle peut s’écrire

(1) 2 (2’ + 4z — 10 — 1))
+a3(\x* — 13z +7) + (122*— g) = o.

Elle est ainsi décomposée en trois trindmes; le dernier
ne nous occupera pas, X =1 et les nombres supérieurs
a 1 le rendant positif. Considérons les deux autres,

T =a'+ 4z —10 — ),
T =2x*— 132 + 1.

La racine positive de T = o est
a:\/l4—|—)‘—2,

et la plus grande racine positive de T' = o, quand cette
équation a ses racines réelles, est

. 13+\/169—28)\
- 22 i

et 'on doit prendre pour limite supérieure des racines
positives le plus grand des deux nombres «, . La valeur
de A qu’il faut choisir, celle qui donne la plus petite
limite, est celle qui satisfait a I’équation & =o',

En effet, quand X croit en partant de zéro, « va con-
stamment en augmentant et &' en diminuant. Soit X la
valeur de A qui rend o = o'; si ’on prend pour X une
valeur plus petite que ', on aura pour o’ une valeur plus
grande que celle qui correspond a ' ; au contraire, si I’on
prend 2>, on aura pour « une valeur plus grande que
celle qu’on a obtenue en prenant A = X. Dans 'un et
l'autre cas, comme on doit prendre pour la limite cher-
chée le plus grand des deux nombres « et «’, on aura
donc pour cette limite un nombre plus grand que celui
qu’on avait trouvé avec I'hypothése A =¥,

4.
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4. Dans la pratique, la détermination de ce qu’on
pourrait nommer la valeur avantageuse de 1, résultant
d’une équation o = o/, qui est ordinairement d’un degré
supérieur au second, offrira des difficultés qu’il ne faut
pas chercher a surmonter autrement que par @ peu prés
et comme nous allons I'indiquer. La recherche qui nous
occupe doit, en effet, étre faite par des calculs simples
et suffisamment rapides, quoique conduisant pourtant a
un nombre aussi voisin que possible de la plus grande
racine positive. La meilleure méthode est évidemment
celle qui sait concilier ces deux intéréts contraires.

Dans I'équation (1), donnons a 2 les valeurs succes-
sives 1,2, ..., et pour chacune d’elles calculons les
valeurs correspondantes de « et de o, valeurs calculées
rapidement, par a peu prés, en remplacant les quantités
incommensurables qu'on rencontre par des nombres
commensurables supérieurs et faciles a voir. On pourra
former le tableau suivant:

2 o o

Qu & W N

En considérant la valeur A = 4, on a pour limite 2,6.
On voit aussi que la valeur avantageuse de A est comprise
entre 4 et 5. Sil'on veut avoir une limite moins élevée,
il faut donner a A les valeurs successives

4,1’ 520 4,3, ...
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et former le tableau suivant:

o] o o’
4,1 2,26 2,5
4,2 2,217 2,41
4,3 2,29 2,33
44 2,29 2,25

1l résulte de ce tableau que 2,29 est une limite supé-
rieure des racines positives de I'équation, et que la valeur
avantageuse de 1 est comprise entre 453 et 4,4. Endon-
nant & A les valeurs successives 4,31, 4,32,..., on
trouverait une limite moins élevée.

5. Considérons encore, pour bien faire comprendre

I'avantage qu’on peut tirer de I'introduction des arbi-
traires, 1’équation

62*+ 24z — 2° + 82*— 162 — 6o = o (*).
On peut I'écrire
23 (62> + 242 — 1) + {82? — 162 — Go) = o,

et, en lui appliquant notre méthode, on trouve pour la
limite

2 + 34
P b

ou, a fortiori, en remplacant 34 par 36, 3—_:—6 =4. La

I
méthode de Newton, appliquée 4 cet exemple, donne une
limite égale 4 2. Nous allons faire voir que I'introduction

—an

(*) CaTALAN, Manuel des candidats & U’Ecole Polytechnigue, p. 155.
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des arbitraires peut donner cette limite 2 et méme une
limite plus faible.
Ecrivons I'équation sous la forme

2 (62% + 242 — 1)
+z[(A—1)2?+ 8z — p]+ [(p —16)x — 6o] = o.

En choisissant
A=72 et p=—/{6,

on voit que x = 2 est une limite supérieure des racines
positives. Mais on peut choisir plus avantageusement les
parametres A, u; déterminons-les, en effet, de facon que
les équations

(4)

(p—16)x — 60 =0,
6x*+24x—X=o0

soient satisfaites par x = 1; on trouve alors
A=30, p=16.

Le second trindme est alors
29 z*+ 8z — 96,

et la racine positive de ce trindme égalé a zéro est

V2220 — 4
29
. 3 3 ..
nombre plus petit que - : donc ~ est une limite.

Pour obtenir une limite plus approchée, on disposera
de A et de p, defacon que les équations (A) soient satisfaites
pour une valeur de x intermédiaire entre le nombre 1

primitivement choisi et la limite 52 par exemple pour
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et pour la limite 307’ ou, a fortiori, 1,2, nombre trés-

voisin de la plus grande racine positive, puisque I'équa-
tion proposée a une racine supérieure a I.

6. Nous indiquerons, en terminant cette Note, le
procédé général qui permet d’'introduire les indéter-
minées A et de leur assigner des valeurs avantageuses.

L’équation générale peut toujours s’écrire

" (2 A+ Ay — )
A (N2 Ay + Ay — )y
—+ x™s ()‘2.1:2 -+ Ay - Ag— )‘3) (= O

Lorsque m est pair, il ya arbitraires 4; si m

— 1

. ..m . .
est impair, ——- Le dernier trindme, dans ce cas, se

réduit 4 un bindme du premier degré en x. Dans tous les
cas, les équations

22 Ax+ A, — X =o,

(B) W+ Az + A, — W= 0,

forment, en considérant
Ly gy Ray o

comme des inconnues, un systéme d’équations simul-
tanées bien défini, parce qu’il y a autant d’équations
indépendantes que d’inconnues. Si I'on pouvait trouver
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une solution de ce systéme, on aurait donc une racine x
de I'équation donnée, et, si x était la plus grande racine
positive, on peut dire que le probléme qui nous occupe
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