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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1228
(voir ?" série, t. XVI, p. 192);

PAR M. V. JAM ET,
Professeur au lycée de Saint-Brieuc.

Sur une normale menée par un ombilic O à une sur-
face du second degré, il existe un point P tel, quen
menant par ce point une transversale rectiligne, ren-
contrant la surface en des points M, M', l'angle MOM'
est constamment droit; quelle que soit la direction
donnée à la transversale. Et le plan polaire du point!?,
par rapport à la surface considérée, est parallèle à un
plan cyclique de cette surface.

La mélhode que je vais suivre montre que les ombilics
d'une surface du second ordre jouissent de la propriété
énoncée, à l'exclusion de tous les autres points de la
surface.

6.
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Soit une surface du second ordre ; prenons pour ori-

gine un point de la surface, pour axe des z la normale
en ce point, et pour axes des a: et des y deux droites pa-
rallèles aux axes de la section faite dans la surface par
un plan parallèle au plan tangent à l'origine.

L'équation de la surface est alors de la forme

- A'j2-t- A"z2-f- 2Bjz-f- iB' xz -f- ilz=^ o.

Faisons tourner les axes des x et des y d'un angle cp
autour de l'axe des z. L'équation de la surface dans ce
nouveau système d'axes sera

A(.rcos'f —js in^ ) 7 — A'(.rsin<p -h y cos<p)2-f- A."z2

-f- 2B(.rsincp4- jcoscp) z-t-2B'(.rcos<p—rsin<p)z-r-2/z — o .

Si, dans cette équation, on fait x = o, on obtient une
équation qui représente la section faite dans la surface
par le nouveau plan des yz. Cette équation est

( (Asin2? -h A'cos^j'-f- A"z2

\ -l-2(Bcos<p — B'sin<j>)jz;-h 2/z = o.

Soit maintenant une droite située dans le plan des j z , el
dont Féqualion sera

/.y r -h n z ~ 1.
L'équation

(A sin2«j>-f- A'cos2^)r2

4- A'V-t-2 (Bcos<}, — B' siny)yz-±-2lz(my -h nz) = 0

représentera, dans le plan des j z , les deux droites qui
joignent l'origine aux points où cette droite coupe la co-
nique représentée par l'équation (1).

Cette dernière équation peut s'écrire

(Asin2<p H- A'cos1?)^'
-f- 2(B cos? — B'sin<p -t- Cm)yz -f- (A" + 2//i) z- — o.
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Pour que ces deux droites soient rectangulaires, il faut et
il suffit qu'on ait

sin2^ - j - A'cos2(j> -»- A" -f- iln=z o,
d'où

À sin?» -f- A'eos2e/
2/

Portant cette valeur de n dans l'équation

m y -fftZrrl,

il vient
A sin2o -J- A'cos3© -4- A"

La droite représentée par cette équation coupe Taxe
des z en un point dont la distance à l'origine est

A sin^y -f- A' cos'a -i- A"

Pour que cette distance soit indépendante de y, il faut et
il suffit que A = À', c'est-à-dire que l'origine soit un
ombilic de la surface.

Si la condition A = A' est satisfaite, les coordonnées
du point P sont

il

Le plan polaire de ce point a pour équation

— a(k"z ~ By + B'x -4- C) -4- ( A -f- A") z = o.

Le plan mené par l'origine parallèlement à celui-ci a pour
équation

(i) k"z -r2B/ + 2B'.r~A3.

D'ailleurs l'équation de la surface peut s'écrire

A(.r2 + / ) -f- z[k"z -h aBjH- 2B'.r) -f- ? , / : - o;

par conséquent les coordonnées d'un point quelconque
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de l'intersection de la surface avec le plan représenté par
l'équation (i) satisfont à l'équation

qui est celle d'une sphère, ce qui démontre la propriété

énoncée.

Nota. — La même question a été résolue par MM. Moret-Rlanc;
E. Paturet; A. Morel; B. Launoy ; A, Berthomieu, élève du lycée de
Bordeaux; H. Picat, élève du lycée de Grenoble; Ch. Brunot, élève du
lycée de Dijon ; H. Dessoudeix, élève du lycée de Bordeaux; A. Genouille,
professeur au lycée de Tournon.

Question 1231

(voir?.* série, t. XVI, p. z4o) ;

PAR M. I M O R E T - B L A N C .

D'un point M on mène trois normales à une conique $

soit P le point de rencontre des hauteurs du triangle

formé par les trois pieds de ces normales; démontrer

que la droite OP et la quatrième normale que Von

peut mener du point M à la courbe sont également in-

clinées sur les axes.

Si la conique est une hyperbole équilatère, la droite

OP passe par le pied de la quatrième normale.

(LAGUF.RHE. )

Soient A, B, C les pieds des trois premières normales

et D le pied de la quatrième. Je prends les axes de la

conique pour axes des coordonnées, et je suppose, pour

fixer les idées, que la conique est une ellipse : pour

l'hyperbole, il suffira de changer dans le résultat b%

en — b\

Soient .rj, yx les coordonnées du point M et

(i) a1)- - - b'^ — a'b2 = o
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l'équation de la conique. Les pieds des quatre normales
sont les intersections de cette conique avec l'hyperbole

z=z o .

Le cercle circonscrit au triangle ApC a une équation
de la forme

( 3 ) X' -Y- y- — 2a.r — 2 $y -;- S •=: O,

en posant a2 -f- f>2 — R2 = S.

De l 'équation (2 ) on t ire

ls J , C2 X

En reportant cette valeur dans les équations (1)
et (3), on obtient les équations

(4)
\ x- ~r

— 2 c4

= O,

ia2c'1xx S

qui déterminent, la première les abscisses des points A,
B, C, D, et la seconde celles des points A, B, C, P '
[P ' étant le point de l'hyperbole (2) diamétralement
opposé au point P ] .

Ces deux équations ayant trois racines communes,
leurs premiers membres admettent un diviseur commun
du troisième degré

(d)

| x — akx\T^
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où T = S -f- a*, que Ton obtient en les retranchant l'un
de Paulre.

En exprimant que le reste de la division est nul,
quel que soit .r, on a les trois équations

(6) 4a26'j1a(j1a -f- xxp — *,j ,) — ̂ a*c*j} -- V2 - - o,

^ | -h a}b*xtf\ a — b*yx p V — c'TV = o,

(8) 4«2^a7—f2TV = o,

en posant, pour abréger, c ! T + 2 ̂ 27i(3 — &*y'j = V.
En ayant égard à F équation (8), l'équation (7) se ré-

duit à
/i2.r,x(r, — ap) — pV= o,

d'où

p) T ^

et, par suite,

(9) 4r<ap' r=x l («^ 1 a- i -p 2 j i p)() 1 — ib)\

Eu remplaçant V par sa valeur dans l'équation (6),
on a

p
et, en ayant égard à l 'équation ( 9 ) ,

7f\ ( J i a -f- xx p — a.', j , ) p2 — £2.r, j , p ( j , — 2 p )2 = O,

= o,

(10) 4aP — x\X\ =-o.

On voit que les centres des quatre cercles circonscrits
au triangle ayant pour sommets les pieds des normales



pris trois à trois, sont situés sur une hyperbole équila-
tère ayant pour asymptotes les axes de la conique et pas-
sant par le milieu de OM.

Au moyen de l'équation (10), l'équation (9) peut
être remplacée par

(9') 4«2a(a — *.) + 4*î(p-.r.)•+-*»*? + **.rî — *4 = o,

qui représente une conique de même espèce que la pro-
posée, passant par les centres des quatre cercles.

En égalant à zéro le quotient de la division du poly-
nôme (4) par le diviseur (rf), on a l'abscisse du point D,

2 ex

puis

et, par suite,

coefficient angulaire de la quatrième normale MD.
De même, en égalant à zéro le quotient de la division

du polynôme (5) par le diviseur (d), on a l'abscisse du
point P ' symétrique du point P par rapport au centre
de l'hyperbole (2)

V
—

'1 Cl X
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et, en vertu de l'équation (10),

y — À 2 . — ~ 2 **

y ' _>. p
A X,

coefficient angulaire de OP' .
La droite OP' est donc parallèle à MD.
Les coordonnées du centre de l'hyperbole (2) étant

—_!. et ^> celles du point P symétrique de P ' par

rapport à ce centre sont

x __

/y * , \ *"

Le coefficient angulaire de OP est donc

ce qui démontre le théorème.
Si la conique donnée est une hyperbole équilatère,

Z>2 = a2, les coordonnées du point D

•r.Çap-r.) _p - r,
' r

vérifient l'équation

X .T{

de la droite OP.
Donc la droite OP passe par le pied de la quatrième

normale. c. Q. F. D.



Question 1245
(Toir 2e série, t. XVI, p. 335);

PAR M. BARTHE,

Élève du lycée de Bordeaux.

Toute corde menée par le foyer d'une parabole est
égale au quadruple du rayon vecteur du point de con-
tact de la tangente parallèle à cette corde.

( P . SONDAT.)

Soient P le pôle de la corde focale AB, qui se trouve
sur la directrice, I le milieu de cette corde, M le point
de contact de la tangente parallèle à la corde} on a,
d'après une propriété connue,

PM — MI,
puis

PM _ MF,
d'où

PI -- 2MF, •

Mais le triangle rectangle PÀB donne

« = • • • ¥ '
donc

ABr__4MF.
ISota. — Autres solutions de MM. Moret-Blanc ; H. Lez; C. Cochery ;

B. Robaglia; F. Pisani, professeur à Naples; Th. Franchy, maître ré-
pétiteur au lycée de Moulins; A. Droz, ingénieur; G. Carraud, élève
du lycée de Châteauroux; R. Beaugey, élève du lycée de Grenoble;
E. Fauquembergue, maître répétiteur au lycée de Saint-Quentin; G. Lam-
biotte, élève de l'École des Minos de Liège j Numa Parra, J. Lapierre,
L. Troupenat, J. Chambon, élèves du lycée de Bordeaux; A. Genouille,
professeur au lycée de Tournon; Ad. Protard, élève du lycée de Moulins;
E. Dunoyer, élève du lycée de Marseille; A. Didier, élève du lycée de
Grenoble; E. Fauquembergue, maître répétiteur au lycée de Saint-Quen-
tin ; E. Ambert, maître répétiteur au lycée de Montpellier; S. K., à Vienne
(Autriche).


