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THEORIE DES INDICES;

Par M. FAURE,

Chef d’escadrons d’Artillerie.

e (*).]

Propriétés de quatre surfaces passant
par les mémes points.

168. Lorsque la droite ¢’ coincide avec la droite ¢, la
relation (2) du n® 148 devient

lov]? LY, + 1,1, ,

0=L—o ¥ — Lt oY
~|pl ab Fle

de sorte que, si 9, et ¢, sont les paramétres des deux

(*) Nouvelles Annales, 2° série, t. XV, p. 231, 292, 339, 451, 481, 529,
et t. XVI, p. 3, 160, 193, 249, 289, 508, 541.
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surfaces du systétme qui touchent la droite ¢,

q;,—’r—?,:—-, — —-— ==

!
T

[ étant le coeflicient de — ¢ dans I’équation derite ci-
dessus.
De la premiére de ces relations résulte ce théoréme :

Quatre surfaces passant par les mémes points, si
l'on méne une rangente commune ¢ ¢ deux d’entre

I . 9. .
elles, le rapport y des indices de cette droite par rap-

3

port aux deux autres S et S' est constant, quelle que
soit cette langente.

1
En remplagant le rapport 7 parses valeurs, on pourra

donner & ce théoréme des énoncés diflérents, analogues
a ceux indiqués (164).

Interprétation géométrigue du cocfficient 1.

169. Désignons par g ct 1 les points de contact de la
droite ¢ avec les deux surfaces du systéme, qui touchent
cette droite,

de sorte que

L, L ¢ L 1
== - T — =
A

Nous savons (154%) que les points g et & sout conjuguds
a toutes les surfaces du systéme. Or il résulte du théo-
réme (68, 0) que, si l'on prend sur une droite fixe ¢ deux

. . . I. I
points g ct h conjugués & §', la somme 7o ]—,' est con-
h

&
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stante, el que, si ces points sont conjugués a S, la somme

) /
%— + % est aussi constante quels que soient les points g
g

et i. 1l suit de 1 que, si ces sommes sont nulles, la droite
¢ coupera la surface S en deux points g et & conjugués a
§ et la surface S’ en deux points conjugués a S.

Ainsi Uéquation 1= o représente le complexe des
droites qui coupent les surfaces S et S' en quatre points
larmoniques.

Les droites du complexe sont donc caractérisées par
cette propriété; si, sur I'une d’elles, on prend deux
points g et & conjugués soit a S, soit a S’, la somme des
paramétres des surfaces du systéme, qui passent par ces
points, est nulle; par conséquent, pour avoir des droites
du complexe, il suffira de construire les deux surfaces
du systéme

a, B (b,Ep (e, E (dyE
CoLel, Ll del] il
. (mE*  E}Y  (eEf (4B

(.__ . - e

L—ol, L—ol, IL—oll " Li—¢I,

=o,

et de mener a ces surfaces des tangentes communes; en
donnant a ¢ toutes les valeurs possibles, on aura toutes
les droites du complexe.

En éliminant 3 entre ces deux équations, on trouve
que les plans tangeuts aux surfaces (v) et (— @) enve-

loppent la surface
’
m.m' =1Iglj.

Cette surface, qui joue un réle important dans Pétude
du complexe, peut se mettre sous ces deux formes

(a.E la, B
O:E—— " ) 0 == —, e
m _, m ’
1 2, -7,
‘E IE ‘
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Il est aisé de le vérifier, mais on y est conduit par la
considération suivante. Soit F un plan qui touche les
suifaces (4) et (—¢); il y a une troisiéme surface du
systéme qui touche ce plan, ct son paramétre ¢’ est dé-
terminé par la relation
f m
e—g+y =73
]F

cn écrivant, dans m, F au lieu de E. Ainsi cette troisiéme
surface a pour équation

1 ({l,E)"' .
0= =
ig — —l,—]a
P

mais puisque, en faisant varier le plan I, on peut faire
cn sorte que cette surface touche tous les plans tangents
communs aux surfaces (7) et (— o), il est évident qu’en
remplacant le plan F par le plan variable E on obtiendra
I'équation de la surface enveloppée par ces plans tan-
gents, c’est-a-dire la premiére des équations écrites plus
haut. La seconde s’obtient d’une maniére analogue, en

observant que
1 I 1 m'
—— s =
[ % 9 I

en remplagant dans m/ le plan E par le plan F.
Si Ton désigne par e et f deux points quelconques
pris sur la droite ¢, on a

s EI‘ ey AV AT LY+ LY,
X% = \ e ]
.6 B f,B) t ‘a,A)*{b, B)*

Cette relation peut s’écrire sous la forme trés-simple

(1581)
Loef =1, l; + If],c — 2I¢’fllef'
Si le point fest un point fixe donné,

LY, —Ll,=o0
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est I’équation de la surface qui passe par la courbe SS'
et par le point f; son paramétre ¢ est égal a :—,f', par con-
séquent, !
LI+ LT =0
est 'équation de la surface qui passe par cette méme
, Iy
courbe et dont le paramétre a pour valeur — ji ou —9-
D’ailleurs les équations
If=—=o0 ou ]:y =o0

représentent respectivement les plans polaires du point f
par rapport aux surfaces S et §'.
D’aprés cela, I'équation

/=0 ou I, ]4/, -~ Ipl, — ZIef]:.f: o

nous montre que, pour avoir les droites du complexe,
qui passent par le point f, on construira la surface — ¢
du systéme dont le paramétre est égal et de signe con-
traire & cclui de la surface du systéme qui passe par le
point f, on prendra cnsuite les plans polaires du point f
par rapport aux surfaces S et §', et 'on fera passer un
cone par le point f, et I'intersection de la surface — ¢
par I'un ou l'autre de ces plans polaires. Les arétes de
ce cone sont les droites du complexe qui passent par le

point f.,

170. Considérons trois surfaces ®,, P,, ¢;, passant
par Pintersection SS’. On peut, d’'une infinité de ma-
niéres, tracer des triangles conjugués a S, dont les som-
mets a, b, ¢ soient situés respectivement sur les surfaces
®,, P, ®,. Prenons le pole d du plan abc par rapport

a S; nous formons ainsi un tétraédre abed conjugué
’

by ]’
a 8, ct nous savons alors (68, &) queZ—ll -= const.
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Or, si 9, ¢,, @, sont les paramétres des surfaces P,,

¢2g ¢3, on a

IL—el,—o0, IL—¢.1,=o0, I.—ol1 —o,

«

de sorte que, les trois premiers rapports qui figurent
dans 'expression écrite ci-dessus étant constants, le

’

. 1 . , x
quatri¢me ]—" est aussi constant, et par conséquent (158}
d

le point d décrit une surface P, qui passe aussi par la
courbe 88'. Nous connaissons huit points dela surface S.;
car, si nous menons un plan E qui touche ies trois sui-
faces @,,P,, Py, les points de contact déterminent (154
un triangle conjugué a S; donc le pole de ce plan E, par
rapport a S, scra sur la surface @,. De la ce théoréme :

Quatre surfaces 8, ®,, ®,, ®; passant par les mémes
points, st les sommets a, b, ¢ d’un triangle conjugué
a S sont situés respectivement sur les surfaces ®,, P,,
b, le pole du plan abe pris par rapport & S décrira
une surface ®,, qui passera par les points communs aux
surfaces donndes et par les poles (par rapport a S) des
huit plans tangents communs aux surfaces 9, P,, ;.

D’ou le suivant :

Quatre surfaces S, P, P.. ®, passant par les mémes
poinis, si les sommels a, b, ¢ d’un triangle conjugué &
S sont situcs respectivement sur les surfaces ®,, ®,, ¥,
le plan de ce triangle enveloppera une surfuce T qui
touchera les huit plans tangents communs aux surfaces
D, D, D, et quiserainscrite & la développable formée
par les plans menés & la surface S en ses points d’in-
tersection avec les autres Surfaces.

Cette surface 2 est d’ailleurs conjuguée au tétraédre
autopolaire des surfaces données.
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Cororratres. — 1° Lorsque quatre surfaces S, &,,
b, Py passent par les mémes points, on peut construire
une surface T qui touche les huit plans tangents com-
muns aux surfaces ®,, ®,, Py, ainsi que les plans tan-
gents de S menés en ses points d’intersection avec les
autres surfaces.

2° On prend pour S un cone. Etant donnés trois sur-
faces @, @,, P, et un cone ayant la méme courbe
d’intersection, si I’on prend sur ces surfaces respective-
ment trois points a, b, ¢, tels que les droites da, db, dc,
mendes au sommet d du céne, sotent des diamétres con-
jugués de ce cone, le plan abc enveloppera une surface
2 quisera inscrile au cone et quitouchera les huit plans

tangents communs aux surfaces données.

Si, dans ce corollaire, on prend pour cone celui qui,
ayant pour sommet le centre de P, passe par le cercle
imaginaire de I'infini, nos surfaces sont homocycliques.
¢t nous voyons que :

Etant données trois surfaces homocycliques P, ®,.
Dy, sil’on prend sur chacune d’elles des poinis a, b, ¢
tels que le triedre oabe, dont le sommet est aw centre
commun o, soit trirectangle en o, le plan abc envelop-
pera une sphére qui touchera les huit plans tangents
communs aux surfaces données.



