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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR LES COORDONNEES DES POINTS ET DES DROITES
DANS LE PLAN, DES POINTS ET DES PLANS DANS
L’ESPACE (*) ;

Par M. CASORATI,

Professeur a YUniversit¢ de Pavie.

(Traduction de P’italien par un Abonné.)

Pour exposer les fondements de la Géométrie analy-
tique du plan, en considérant simultanément comme
élément générateur de la figure le point et la droite,
quelques auteurs prennent tout d’abord comme coor-
données de la droite les deux coordonnées pliickériennes
et les emploient en méme temps que les coordonnées
cartésiennes, dont ils veulent naturellement se servir
avant de parler des coordonnées homogénes. Ces deux
systémes de coordonnées ne donnent pas toujours des
formules correspondantes de méme nature analytique,
et I'on en conclut que les coordonnées cartésiennes ne

(*) Cette étude a été inspirée par la lecture de I'opinion émise i la
page 61 des Porlesungen iiber Geometrie von A. CLEBscH; bearbeitet
und herausgegeben von D F. Lindemann, 1875-1876.
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peuvent sc concilier entiérement avec le principe de la
dualité. Il me semble que cette conclusion n’est pas licite
et que le fait qui y donne licu ne prouve qu’une chose,
c’est que les coordonnées pliickériennes nc sont pas en
corrélation parfaite avec les coordonnées cartésiennes.

Il me semble trés-facile de transformer géométrique-
ment, suivant la loi de la dualité, la conception ordi-
naire des coordonnées cartésiennes en un sysiéme de
coordonnées pour la droite, qui est préférable an systéme
pliickérien.

Les éléves trouveront sans doute quelque intérét a
cette Note, ou je considére aussi les coordonnées homo-
génes pour les points et les droites dans le plan et pour
les points ct les plans dans I'espace; car les idées qui
conduisent du systéme cartésien au systéme corrélatif
que nous avons en vue s'appliquent aussi a ces coor-
données et avec une égale simplicité.

§ I. — Coordonnées du point et de la droite
dans le plan.

1. Considérons d’abord les éléments, points et droites,
du plan. Les coordonnées du point (cartésiennes ou ho-
mogénes) sont des nombres propres & déterminer les
droites paralléles aux droites fondamentales (axes des
coordonnécs cartésiennes ou cbotés du triangle fonda-
mental) qui déterminent le point, leur élément com-
mun.

Nous dirons donc que les coordonnées de la droite
sont des nombres propres 4 déterminer des points qui,
a leur tour, déterminent la droite, leur élément com-
mun; ces points étant, par rapport aux points fonda-

mentaux, dans la relation corrélative au parallélisme
entre les droites.
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9. Deux droites sont dites paralléles quand leur élé-
ment, ou point commun, appartient a une droite ¢ fixée
d’une maniére particuliére (la droite & l'infini). Deux
points seront donc entre eux dans la relation corrélative
au parallélisme quand leur élément commun, c’est-a-
dire la droite qui les joint, passe par un point e fixé
d’'une maniére particuliére. Nous pourrons exprimer
cette relation en disant que les points sont alignés
sur e.

3. Par suite, en laissant de coté, pour le moment, le
cas des deux coordonnées, et en ne considérant que
celul de trois coordonnées, «,, o,, o, étant les droites
fondamentales, et a,, a,, as les points fondamentaux,
nous dirons que :

Les coordonnées d’un point x Lescoordonrnées d’une droite

' fig. 1) sont les trois nombres | 4 (fig.2) sont les trois nombres

Fig, 1.

Fig. 2.

. b
//
a7’ / /
e /
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e .- TE A
/

- /Eu

propres & déterminer les droites
E', 8", ¢ qui passent par x et
qui sont paralléles aux droites
@, oz @ (C'est-a-dire telles
que les points 2, &', @, £”, a, E”
soient sur la droite ¢).

propres & déterminer les points
2',2",2" qui appartiennent a ¢
et qui sont alignés avec a,, a,
a; (Cest-a~dire tels que les
droites a,z’, a,2", a; 2" pas-
sent par le point ¢).

On pourra nommer ¢/, £, £” les éléments coordonnés

y ro_n
du point x, et z', 2",

droite Z.

1
z

les éléments coordonnés de la
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4. Les définitions que nous venons de donuer ne sont
pas encore complétes; nous les compléterons au moyen
de quelques déterminations particuliéres convenablement
choisies. Dans ces définitions figurent quatre droites fixes
quand il s’agit des coordonnées des points, et quatre
points fixes pour les coordonnées des droites. Les quatre
¢léments d’une espéce étant fixés arbitrairement, on peut
encore fixer arbitrairement les quatre éléments de I'autre
espéce (*). Mais, afin d’obtenir la plus grande simpli-
cité possible pour traiter simultanément les questions au
moyen des coordonnées de 'une et de Iautre espéce, il
est utile de disposer convenablement les éléments d’une
espéce par rapport a ceux de 'autre. Dans ce but, nous
ferons coincider le triangle a, a, a; avec le trilatére
oy @y 23, et nous ferons passer le point e a I'infini dans
une direction fixée d’une maniére quelconque, sur la-
quelle il est important de distinguer les deux sens, que
nous désignerons par + e et — ¢; la droite ¢ est aussi a
Pinfini,

Cela posé, nos définitions scront complétes en di-
sant :

Les coordonnées sont les mesures, prises toutes sur
une méme direction e, de ce que nous nommerons les
intervalles entre chaque élément coordonné et Uélé-
ment fondamental correspondant (droite paralléle
ou point aligné), en tenant compte du signe positif
quand le passage fini de l’élément fondamental a
I'élément coordonné se fera dans le sens + e pour

(*) lei, il est vrai, une des droites ¢ a été placée a I’avance a P'infini
Mais si, au licu du parallelisme, on s’inspirait dela condition plus géné-
rale de faire couper les éléments coordonnés &', &, £ et les éléments
fondamentaux y relatifs «,. oy, , sur une droite fixée arbitrairement,
les définitions précédentes pourraient étre conservées sans changement,
mais il n'en serait pas de méme des formules qui en découlent.
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les points, — e pour les droites, et du signe négatif
dans les cas contraires.
En conservant la direction commune des mesures et
la distinction entre les sens positif et négatif, nous
pourrons dire encore que :

Les coordonnées de la droite
¢ sont les mesures des inter-

Les coordonnées du point x
sont les mesures desintervalles
entre x el les points 2', z”, 2" | valles entre § et les droites ¢’,
alignés avec x et qui appar- | ¢”, ¢” paralléles A ¢ et tracées
tiennent aux droites fonda- | par les points fondamentaux
mentales ( fig. 3). } (fg. 4).

Fig. 3.

—( A

Dans les figures ci-dessus, les coordonnées sont toutes
positives pour le point x et pour la droite 7.

Nous emploierons, pour désigner les coordonnées d’'un
point ou d'une droite, le symbole méme du point ou de
la droite accompagné des indices 1, 2, 3, toutes les fois
que cela ne sera pas incommode. Pour le point x et
pour la droite { des figures précédentes, nous écrirons

7 P -
=4 xrx, =-+az,

—_— 0 ”
= 2wy G = - ayd,

e Tw. -
r ==+ a"r; =+ a,3";

¢t pg désignera la mesure absolue de I'intervalle entre
petgq.
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B. Tout point fondamental a deux coordonnées égales
a zéro, et la troisiéme égale 4 une des hauteurs du tri-
angle fondamental prises dans la direction e (fig. 5). La

Fig. 5.

e

méme remarque est vraie pour chacune des droites fon-

damentales. Désignons ces trois hauteurs avec les signes

qui leur apparticnnent comme coordonnées des sommelts,

ou, ce qui revient au méme, comme coordonnées des

cotés, par Iy, h,, h;; nous aurons les tableaux sui-

vanls (*) :

Coordonnées des points

T A em——

) q

a,.
hy,
0,

o,

(l..
0’
o,

I‘-.y

Coordonnées des droites

&, Cye Uy
I‘n o, o,
0, 1’29 o,
o, o, ks

Dans le cas de la fig. 5, on aura

hh=—1b a,

/ll = -+ [), a.,

Iy = — b, a,.

(*) Ces tableaux paraissent identiques. Mais, pour une position quel-
conque du triangle par rapport au trilatére, I'un ne coinciderait avec
l'autre qu’aprés une rotation autour de la diagonale, comme on le voit

ci-dessous :

a,.

h
h

11

13

18

a,.

h
]l!i

]‘:l

21

(g

}4“ t ooz,
N
Jgy I 7s

Mémes obscrvations pour les tableaux suivants, (2), etc.
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6. Les figures qui précédent donnent aussi immédia-
tement les tableaux suivants pour les coordonnées des
éléments coordonnés du point x et de la droite .

Coordonnées des droites
P ettt

Coordonnées des points

E/ E" E”’ :I z” zl’l
hy—zx, —x, — Ty, h—g, — Lo — &,
/
) —xy, h—uxy, —x — G h—8, — &y
—x, —a, lby—x, — &, — Gy Iy— G

7. Nous avons fixé non-seulement les rapports, mais
les grandeurs effectives des trois coordonnées d’un élé-
ment, afin de pouvoir établir la relation qui existe entre
elles. On peut exprimer immédiatement cette relation,
pour les deux espéces de coordonnées, sous la forme (*)

T x, Xy
(3) 7; -+ F, -+ 73 =1,

8. Les coordonnées d'un
point x sitné, d’une maniére
quelconque, sur la droite com-
mune aux points ¢, z peuvent
étre exprimées ainsi :

_ it + mny
NE W

Ity + mu,

(4) F = —m—
At - muy
[

Le rapport—f; dépend seule-
/i

ment de z.

G & &
24T =,
hy h, /N

8. Les coordonndes d’une
droite g passant, d’'une ma-
niére quelconque, par le point
commun aux droites g, ¥ peu-
vent étre exprimées ainsi :

¢, = 5 _‘:—E—AI

=1 ) 3 3

(= hp, —!—»;f;_(_,,
A —r—.U-

ro 9 e

&= A+ @

Le rapport )—\ dépend seule-
o

ment de Z.

(*) En prenant comme coordonnées les rapports des coordonnées
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9. 1l résulte immédiatement des équations (2) et (4)
que :

La condition pour que le La condition pour que la
point x soit sur la droite ¢ est | droite § passe par le point z est

g . ¢z, , Cyrs
(5) Thy  Th T Thy

Cette équation linéaire, homogéne et symélrique par
rapport aux coordonnées du point et de la droite, peut
étre utilement qualifiée d’équation représentatrice du
point et de la droite réunis.

10. Nous ne continuerons pas l'exposition systéma-
tique des formules en coordonnées particuliéres ; nous
allons reprendre la définition plus générale donnée au
n° 3, ct nous la compléterons avec la généralité voulue.

Nous nous sommes contenté, au n° 3, de dire que les
coordonnées (du point ou de la droite) doivent étre
propres a déterminer les éléments coordonnés (du point
ou de la droite); mais nous n’avons pas précisé de quelle
maniére elles doivent remplir ce but. Nous ajouterons,
a cet eflet, que les coordpnnées doivent étre proportion-
nelles aux produits de constantes fixées a 'avance par
les coordonnées particuliéres que nous venons de con-
sidérer.

Par suite, en conservant la méme position relative du
triangle et du trilatére fondamentaux, ainsi que les no-
tations déja employées, et en désignant par Ay, ks, A,
i, 25, X5 six nombres fixés arbitrairement, et par X,,

deja prises aux valeurs de X y relatives (rapports qui pour les x sont
independants de la direction), les coordonnees de chaque élément fon-
damental seraient ou nulles, ou égales & V'unite, et les équations (3)
prendraient la forme z, +~ &, +a, =1, §, + §, +§, =1, .
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X, X3, Zy, Z;, Zy les nouvelles coordonnées du point x
et de la droite {, la définition de ces coordonnées est
compléte et la plus générale par rapport & un triangle
fondamental donné, et nous pourrons les résumer dans
les formules suivantes :

PXI —=kx, cZ ==X,
/\6—) 1 PX: = k@ 6y M,
. ."Xﬁ = hyxy; 6y 20

ou p et o désignent des facteurs qui restent compléte-
ment indéterminés.

Cette définition, qui laisse indéterminée la grandeur
de chaque coordonnée, pour ne déterminer que la valeur
de leurs rapports, correspond bien au principe de I’ho-
mogénéité, que nous introduisons dans toutes les for-
mules et équations par l'usage de trois coordonnées.
Pour ce motif, nous nommerons X,, X,, X3, Z,, Z,, Z,
coordonnées homogénes.

L’équation qui représente une droite et un point
réunis devient, avec les nouvelles coordonnées,

X, | X | ZX

/I, :(‘l)\, /l2 /f-z)\z - bvz,—i’“—\ o

\a

Comme il importe que cette équation prenne la forme
trés-simple

'8) Z.X, - Z, X, +Z,X; = o,

nous poserons la relation suivante entre les deux ternes
de constantes k et A:

(9) hokohy =k k)= by k).

Remarquons que la liaison que nous établissons entre
les constantes s’exprime avec la plus grande simplicité.



(14)

11. Nous savons déja que les formules, pour la trans-
formation simultanée des coordonnées X,, X,, X;, Z,,
Z,.Z,, relatives a un trianglea, a,a,, en d'autres relatives
4 un nouveau triangle fondamental, sont linéaires et en-
tiéres, et que celles qui se rapportent aux coordonnées
des droites ont pour coeflicients les éléments adjoints
aux éléments constitués par les coefficients des formules
rclatives aux coordonnées des points, ou réciproque-
ment.

Nous ne nous occuperons donc pas de ces formules,
mais nous chercherons celles qui s’appliquent au cas de
deux coordonnées.

Dans ce cas, nous n’avons que deux droites fonda-
mentales 2y, 2, ( fig. 6) et deux points fondamentaux a,,
a, ( fig. 7). Nous entendons maintenant par coordonnées

Fig. 6. Fig. 7.

/ s

/ Ve _ a

. "
/ »n oy AN
> AN
m Vs

ds

du point variable m celles qui sont représentées en m'm,
m"m, et par coordonnées de la droite variable y celles
qui sont 1eprésentées en a,n’, a;n”. La direction com-
mune de ces coordonnées est la direction donuée e. Le
sens -+ e de cette droite sera le sens positif pour les coor-
données des points, et le sens — e sera le sens positif des
coordonnées des droites.

Designons par x,, o, les |  Designons;par &, ¢, les'coor-

] ’ N prutudetl
coordonnées de m, et par z,, | données de’r, et par & ,&, celles
- celles du méme point rap- | de la méme droite rapportée a
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porté i deux nouvelles droites
fondamentales +,, v,. La re-
cherche des expressions des
en fonction des z peut se dé-
composer en deux recherches
plus simples, en considérant
un couple intermédiaire de
droites fondamentales, le cou-

ple des droites 8, B, (fig. 8),

in. 8

/ Sy
oo D
) L
—_— et
- B
pa— ._// /h_i_ -
0)//,/' oy

paralléles aux premiéres «,, a;,
et passant par le point o’ com-
mun aux nouvelles ¢, 7.

En désignant par o, o, les
coordonnées de o’ par rapport
A @, 2y, €t par yy, y, les coor-
données du point variable re-
latives a 8,, 8,, la figure nous
donnera immédiatement

(XO" \ 'Tn:"/."\l")’u
"l =, 4y

Telles sont les formules qui servent

deux nouveaux points fonda-
mentaux ¢, ¢,. La recherche
des expressions des £ en fonc-
tion des § peut se décomposer
en deux recherches plus sim-
ples, en considérant un couple
intermédiaire de points fonda-
mentaux, le couple des points
by, by ( fig. 9), alignés sur les

Fig. 9.

.
/
’
VA
, /
/ 4 /
' A4 /D
w / /

A A L
//b, Cy //b:!'a
/
- / /
w T/ /
d,y \/
/

Gy

premiers a,, a,, et ayant la
droite @ commune avec les
nouveaux c,, ¢;.

En désignant par o', o, les
coordonnées de o’ par rapport
4 a,, a,, et par n,, n, les coor-
données de la droite variable
relatives & &, b,, la figure nous
donnera immédiatement

’
E =, + 7,
'
g,:—;m2 —+ g

. ’
a passer d'un

couple de droites ou points fondamentaux a un nouveau
couple de droites ou plans fondamentaux, paralléles res-
pectivement aux premiéres droites ou alignés sur les

premiers points.
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Les mémes figures 8 ou g nous donnent encore aisé-
ment les formules suivantes :

\ )'|:k||3| 4=k, a =28+ 2280
) _7:::‘117;'§"k2|5u n== 2,8 47, G

Ces formules servent a passer d'un couple de droites
(Pys [2) ou de points (b4, b,) fondamentaux 4 un autre
couple de droites (7, 7.) ou de points (cy, c;) fonda-
mentaux, ayant en commun avec les anciens un point
(0') ou une droite (w').

Les coefficients k et » sont des rapports anharmo-
niques, comme il est indiqué dans les tableaux sui-
vants ;

Coefl. Rapp. anharm. I Coeff. Rapp. anharm.
des droites. i des points.
Ai=8u 1is 7 e, z, =b, ¢, ¢, €,
/'n:ﬁ:, Ty i e, xu:bn Cry Ciy "l,
A, —._;3 Yis 1y ¢, X, = bn C, €y c,’
N
Aoz ﬁz: Ty s &y z,=b, ¢, ¢, ¢,
ol ¢’ représente la droite com- | ol €' signifie le point commun
mune aux points o’, e. aux droites o', z.

Chacune des coordonnées (x,, x; ou )y, ¥sy 215 23 ),
dont nous nous sommes servi dans ce numéro pour le
point, ne différe de la coordonnée cartésiennc rapportée
& la méme droite fondamentale que par un facteur con-
stant, Ou pourra donc passer, quand on voudra, de ces
coordonndes aux cartésiennes, et wice versa, car les for-
mules relatives aux unes se convertiront moyennant ces
facteurs en celles qui sont relatives aux autres.

Il est aisé de reconnaitre que les coordonnées dont
nous venons de nous servir dans ce numéro et dans les
numéros précédents se déduisent du systéme général de
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coordonnées projectives de M. Fiedler. Mesurant toutes
les distances dans une méme direction, on obtiendra le
terne x,, Xy, X3 du n°® 4, en éloignant 4 linfini dans
cette direction le ‘quatriéme point fondamental e et le
terne {,, {s s, en éloignant a D'infini la quatri¢éme
droite fondamentale. On obtiendra aussi le couple x,,
x, de ce numéro en éloignant a I'infini un des cotés du
triangle fondamental, et le couple ¢4, £, en éloignanta I'in-
fini un des sommets du trilatére. Il est bien entendu que,
dans ce cas, on ne fait coincider le triangle et le trilatére
qu’aprés cette transformation. Cette maniére de particu-
lariser la définition de M. Fiedler nous semble plus con-
forme a I’esprit de la dualité géométrique que P'emploi
des coordonnées cartésiennes pour le point, et pliické-
riennes pour la droite. Il ne suffit pas, pour préférer les
coordonnées pliickériennes aux précédentes £, £,, que
leur combinaison avec les coordonnées cartésiennes donne
une forme plus simple a I’équation du point et de la droite
réunis. D’ailleurs nous nous proposons de monltrer
ailleurs la grande utilité de nos coordonnées.

§ II. — Coordonnées des points et des plans
dans Uespace a trois dimensions.

1. Les définitions de la premiére Section s’étendent
immédiatement au cas des points et des plans dans I'es-
I)ace.

Puisque le parallélisme des plans consiste en ce qu'ils
ont une droite commune située dans un plan ¢ fixé d’unc
maniére particuliére (a l'infini), la disposition corréla-
tive des points doit consister en ce qu’ils ont en commun
une droite passant par un point e, fixée d'une maniére
particuliére.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XVIL. (Janvier 1878.) 2
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2. Nous dirons donc que :
Les (trois ou quatre} coor- Les (trois ou quatre) coor-
données d’un plan ¢ sont des

nombres propres & déterminer
les (trois ou quatre) points z’,

données d’un point  sont des
nombres propres a déterminer
les (trois ou quatre) plans &',

”, «.. qui passent par x, et
qui sont paralléles respective-

z”, ... qui se trouvent dans
& et alignés respectivement
ment aux (trois ou quatre] , avecles (troisou quatre) points
plans fondamentaux «,, @y, .... | fondamentaux @, a, ....

L’alignement doit s’entendre, comme ci-dessus, sur un
point fixe e.

Les plans £/, £, ... pourront étre nommés €léments
coordonnés du point x, etles points 2, 2", ... éléments
coordonnés du plan 7.

3. Ici encore nous éloignerons a 'infini, dans une di-
rection fixée arbitrairement, le point e et le plan e, et,
sur cette direction fixe, nous distinguerons les deux scns
-~ ¢, — ¢, et nous compléterons la définition des coor-
données en disant que Zes (trois ou quatre) coordonnées
sont les mesures prises, dans la direction e, des inter-
valles entre chaque élément coordonné et U'élément
Jondamental correspondant (paralléele ou aligné), en
tenant compte du signe positif quand le passage fini
de U'élément fondamental & 1I'élément coordonné se
Jera pour les points dans le sens + e et pour les plans
dans le sens — e, el du signe négatif dans les cas
contraires.

En ne changeant rien a la direction et au sens des
mesures, on peut encore dire que :

Les coordonnées du point z Les coordonnées du plan ¢
sontles mesures des intervalles | sont les mesures des intervalles
entre r ctlespoints ', &7, ... | entre§ et les plans &', ", ...
alignés sur et qui appartien- | paralléles & ¢ et qui passent
nent aux plans fondamentaux. | par les points fondamentaux.
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|
!

h

points fondamentaux par hy, hy, hy, h,, nous aurons

pour les :

(19)

4. Bornons-nous an cas des quatre coordonnées, en
les désignant par x,, x,, r;, 1, pour le point x, et par
Zyy Loy &sy G4 pour le plan U, et faisons coincider le 1é-
tragone a, a,a; a, avec le tétraédre ay o5 ot ot

Chaque point ou plan fondamental aura trois coor-
données nulles, et la quatriéme égale a une des quatre
hauteurs du tétraédre fondamental, hauteur prise dansla
direction des mesures. En indiquant ces hauteurs avec
les signes qui leur conviennent comme coordonnées des

Coordonnées des points
I = .

a,. a,
}ln o,
o, I,

, 0, o,
0, O,

a,.
o,
o,
o,
by,

Coordonnées des plans
P

o, K.
by, o,
o, hy
0’ 0!
0, O,

%y o
o, o,
0, O
hy, o,
o,

Pour les éléments coordonnés du point x et du plan ¢,
10US aurons

Coordonnées des plans

&
s -

st

5 .

»m
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Entre les coordonnées d’un

point quelconque z :

(3)
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Nous avons la relation suivante :

Entre les

L n
<. .

— & —%,
hi—%, —,
— &, =0,
=& —y

coordonnées d’un

plan quelconque ¢ :

&
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hy
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hy by

=1.
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7. On peut exprimer de la maniére suivante :

Les coordnnnées d’un point
z, situé¢ d’une maniére quel-
conque dans le plan contenant
les trois points ¢, u, v 2

{ It -+ mu, 4+ nv,

o= I+ m+n
Ity 4= mu, + no,
)T e
/ Ity -+ muy~+ no,
S T+
Ity mu,~+ ne,
Ly ==

\ {4+ m-—+n

ou les rapports [ m: » ne dé-
pendent que de .

Les coordonnées d’un plan
¢ qui passe, d’une maniére
quelconque, par le point ap-
partenant aux plans o, y, ¥ :

e+ py v
-_—

=P

r — pa 4+ pys—+ v
T T Ay
c—k’ty_x“:*.ﬂ’
T a4y
C__lm-*-flxri-l«
= A4 p 4+ ’

ou les rapports ) & - !v ne dé-
pendent que de &.

8. Des expressions (4) et (3) nous déduisons immé-

diatement que :

La condition pour que le
point z soit sur le plan § est

x, g,

e + hy

6,

ﬁ+u’f3§1

hy hy

La condition pour que le
plan  passe par le point x est

r g

— Yy

équation que 'on pourra nommer représentatrice du

point et du plan réunis.



