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THEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;

Parx M. H. LAURENT.

[suite (*).]

TRANSFORMATION DU DEUXIEME DEGRE.

Nous n’avons pas a parler de la transformation du
premier degré; on a vu que non-seulement elle réussis-
sait toujours, mais encore qu’elle servait a la réduction
a la forme canonique.

Si I'on veut opérer la transformation du second degré,
deux des factears V—2U, V— (U, ... devront étre

(*) Nouvelles Annales, 2° série, t. XVII, p. 385.
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des carrés parfaits; on devra donc poser
U—aV=(my+mp, U—BV=(ry+n').
On en conclut

U—aV  (my+m')
U—pV ™ (ay+ )

. U
ou bien, en observant que v =5

z—a (my—+ m')
z—B  (ny+n)

On pourra ensuite déterminer m, m’, n, n’ de maniére
a donner a la nouvelle intégrale la forme canonique,
mais nous n’effectuerons pas le calcul en disant toute-
fois qu'il existe deux solutions a la question.

METHODE D ABEL.

Supposons que I'on désire calculer toutes les valeurs
de y rationnelles par rapport 4 x, et telles que

day? o e2dx?
(I -—-J’z)(l —"’3’2) - (| ___1,1)(1 — A”.’L“)

Sil’on pose
P
y=3
Q
P et Q désignant des fonctions entiéres de degré ., a
chaque valeur de y correspondront g valeurs de x, et si
I’on désigne par x, et x, deux d’entre elles, on aura

d.l‘. i dl'2

V== —kel]  V(i—a)(t— ko))

Si l'on égale 4 du les deux membres de la formule
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précédente, on aura, si I'on veut,
Z, = snu,
Z, == sn(aiu),
« désignant une constante; on peut se borner a con-
sidérer le signe +, car sn(ax —u) = sn(2K +u—a)
et 2K — « est une constante. Ainsi, I'une des racines

A P ot d
de I'équation y = g ¢tant représentée par snu, les autres

seront de la forme sn(u + «). Si donc on pose g ={(x),

on aura

=Y (snu)
identiquement, et, comme on a aussiy = $(snu + « ),
il faut en conclure

Yisnu) =Y(snw+«) =Y (snu+22)...;

par suite, les racines de ) = ¢ (x) sont

sn%, Snu-+«, Snu-+ 2a, snu -+ 3z, ...

mais les racines de l'équation en question sont en
nombre limité au plus égal a p: il est facile d’en con-
clure que les . valeurs de x se décomposent en cycles

snu, sn(u +a), ..., snlu +rn—1a),
sne/, sn(d +a), ..., so{e' 4+n—1c),

e e st s et e e s et te e eeee e e et ee see ey

n désignant un sous-multiple de @1, Si ¢ est un nombre
premier, les cycles se réduiront a un seul. Nous exa-
minerons en particulier le cas ou ¢ est un nombre pre-
mier impair. Les solutions de y = ¢(x) sont alors

snu, sn(e—+a), ..., sn(u—i—y.—na);

mais, sn (u + pa) étant égal a snu, il faut que pa soit
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une période; donc
«= i (48Km + 2K ny —1).

Mais I'équation y = {)(.x) est de la forme
(Ap — Buy)a* + ... + Ay — B,y = 0;
on en déduit, pour le produit des racines,

A, — Byr

Iy Ty. ..Z'P:'—}"m’
4 "

ct pour y une expression de la forme

a +-arz,.. x,
Y=
O +bxx,... .1,

On peut simplificr cette expression; on a en effet

x; :Sﬂ(u—i-l—-— la),

J",L_,»:sn(u—i—.u.a—i— uc):sn(u—i— xa),

car po est une période, et, en faisant usage d’une for-

mule connue,
sn2e — sn*(i — 1)a
TPy —i == lon2 Z -
1 — Afsnfusn‘{i— 1)«

on a done

snu(sn’u — sn’z)(sn’u — sn?2e). .. (sn’u — sn?'

1

7

AT T

—1
(1 — A*snusna).. . (x-— Fsnusnt cc)
2

Le produit x, x,....x, est ainsi exprimé a 'aide de la
seule racine x, = snu. Alors y prend la forme

/

ﬁ_a’ +aq)(.1:,\
YT hg(a)
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TRANSFORMATION DE LANDEN.

Considérons un demi-cercle tracé sur AB=— 2R
comme diamétre : soient O son centre, P un point fixe
pris sur AB, M un point variable de la circonférence,

soient OP = a, MPO = ¢, MAO = ¢. Supposons que le

point M se déplace infiniment peu et posons MM' = ds,
nous aurons

ds sin M'PM
(1) = e,

MP ~ sinPM'M
Or

ds = a2Rdy, MP = VR +at+2aR cos2¢, M'PM =4dy,

et MM'P est égal a 12- plus 'angle que OM fait avec MP
ou PMO; (1) devient alors

(2) _____2Rdcp ) . dy
VR + a* +2aRcos2p  ¢0SPMO

Si l'on observe alors que

R a
siny ~ sinPMO
ou
R sin PMO = asiny,
R?cos?PMO = R? — a’sin?y,
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la formule (2) deviendra

o 2d?_ o dy
VR? + a? + 2aR cos2¢g o VR — a’sin’qw,
ou bien
adp _ dy ,
V(R +a)*— faRsin?’e /R —a’sin?}
ou enfin
2R dy . dy .
R-ta faR o a?
_— T QIn? e e <In?
. \/l (R+a)’sm? \/x R,smxp
osons
4aR a
(3) \/(R+a>f:"’ R =H
et nous aurons
n 2R dy dd

R—+a /1 —sinty - Vi— lrfsin’\p.
Le triangle PMO donne d’ailleurs
__sin{2¢ —1) ,

a
U A ik Sk SN
R ' sin

d’ou
1 — A, __sinx};——sin(ch—qi)

1+ &k  siny+sin(2p —¢)

ou bien

11—k ___tang(q;— ).
(%) 1+ & tange

d’ailleurs les équations (3) donnent
2y &

b
1 =+ K

(6) k=

et la formule (4) devient

(7) [? 2 dy _f¢ dy
L Jo 1k yr—Kisintg  Jo Vi—kisin'd
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Voici comment on fera usage de ces formules : sup-
posons que I'on veuille calculer

[ =
r———————————
o 1 — k?sin®y

on calculera 4 I'aide de (6) un nouveau module &, et &
'aide de la substitution (5) (que I'on n’aura pas besoin
d’etfectuer réellement si I'on n’a pas besoin de faire un
calcul numérique), on convertira I'intégrale proposée
en une autre de module &, donné par la formule (6). Il
est facile de prouver que k<Ck,; en répétant alors la
substitution, on peut ainsi obtenir ce que I'on appelle
une échelle de modules de plus en plus voisins de un;
on pourra donc développer I'intégrale suivant les puis-
sances de 1 — k, et I’on aura une série trés-convergente.
Je dis, en effet, que k <k, : c’est ce que prouve la
1+ A de 1
2
et k, est moindre que leur moyenne géométrique \/%, :
ainsik < 1; donc on finira par rendre k << 1. Suppo-
sons déja ky < 1,0n a

formule (6), car la moyenne arithmétique

1+ &

>1:
2V, . .

donc Py > k> ky; ainsi k >k, mais k<1:
donc, etc.

On peut donc aussi se donner k et calculer £, ; si alors
k est moindre que 'unité, on aura k, <<%, et 'on ob-
tiendra des modules tendant vers zéro; quand k sera
trés-pelit, I'intégrale elliptique développée suivant les
puissances de k sera rapidement convergente.

II est facile de voir que, si ’on pose

k =sin®,



on aura
]
A, == tang? 5’
tang (Y — ¢ = cos0 tangy,

ce qui simplifie le calcul logarithmique.

SUR LES APPLICATIONS DES THEORIES PRECEDENTES.

Nous avons vu que toute intégrale d’une fonction ra-
tionnelle de x et d’un radical tel que

yar +bxt+ cxt +-dr +e

sc ramenait a trois types simples ne renfermant plus
que le radical

\/A\: = mat) (14 m'e?).

Ceradical, dans lequel A, m, m peuvent éwre supposés
réels, comme on I’a vu, si a, b, ¢, d, ¢ le sont eux-
mémes, peut s¢ ramener au suivant :

‘/“ —J“')(l _/‘.-;[:)’

en faisant sortic A de dessous le radical et en posant

[
o m . ’

mx® = —z* et — — = A*; mais alors k n’est pas néces-
m

sairement réel. Je me propose maintenant de montrer

que I'on peut toujours supposer k réel et compris entre

zéro et 1, ce qui simplifiera évidemment la construction

des Tables des fonctions elliptiques.
D’abord, on peut toujours supposer A = =1 en fai-

sanl sortir sa valeur absolue de dessous le radical ; enfin,
on peut supposer 7 ==t 1, en posant x\/m =z,slm

est positif, et £y —m = z, si z est négatif. Ainsi nous
pourrons toujours supposer m = =1 et m' = == k*. Cela
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posé, on a vu et I'on vérifie trés-facilement que, en po-
sant K? =1— 2,

. dz S —
Si z—snx, ona o= Vit—z) (1— A*z7),

g L dz i ) . 1,
" snz’ de =) TR
d
z—=dnxz, i:—k’\/-—(x—z’)&l—%z’>,

1 dz

- _ —_— — 2 — 435l
anzx’ dr V— == ?
dz 3
z —tnx, o= \/\1+z"}‘\x+/l"z“),

1 dz ; i
Z_Eﬂ_._z‘, %Z—— A"\/(I—F‘Zz) (l+'A—J—122),
. dz , / o | I .
z2—cnxz, J;:&/I‘V\x——z)k]—l—ﬁz),

. dz P (x N Al
~ oz de \/ ¢ ( /Tz)'

Dans ces formules, on peut constater que le radical est
partout de la forme

V/'_f"\l:‘__.z‘,\l_"/u";"),

et que I'on y rencontre toutes les combinaisons possibles
des signes avec toutes les valeurs réelles et positives de

. " . .. L
k?, en supposant A* <1, trois combinaisons exceptées, a
savoir

V/—\l—f-zz)\l —+ k3, WIS, 10— A1)

mais la premiére est impossible si le radical doit étre
réel, et les deux autres rentrent dans les formes (7) et
Ann. de Mathémat.,2¢séric, t.XVII. (Décembre 1878.) 35
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k ’
(8) par le changement de 7% en z ou de % z en z. Nous
n’en parlerons donc pas.
Il résulte de 1a que toutes les équations de la forme
dz

— = AVt 1wzt 1 mm'e
i v , !

s’intégreront par les fonctions elliptiques, et que toute
intégrale de la forme

SF[z, = 1+ mz, 1~ m'z?) |dz
se ramenera a la forme

ff[z, Voi—z, 1 — k22 \dz,

ou l'on aura

k<1,

Montrons sur un exemple la marche & suivre pour
opérer cette réduction. Supposons qu’il s’agisse de I'in-

1égrale
dz
u—= - ,
Vix+z!) (1 — iz

en posant ky z = {, on aura

On posera [voir formule (7)]

. § 3
KT — A
d’ou
A= ! <1
<1

L+ A



et 'on aura

/‘ )‘
(a) u— 7
Vo (o= fe)
\
On en conclut que 7 est égal 4 en <— — u 4+ const. ) et

par suite que

— -
\/x — ¢ = sn (— T [ const.) .

\

Si donc on pose

VI— ¢f= g

z sera le sinus amplitude d'un multiple de u, et I'inté-
grale u sera ramenée a la forme voulue

1 dz
u—=— - —— = .
A Vitl—2 , a—A%z)

La méthode de réduction que nous venons d’indiquer
a, sur celles que ’on enseigne, 'avantage d’étre purement

analytique; elle se retrouve facilement; si 'on n’indique
pas la marche qui conduit aux substitutions a effectuer,
on peut hésiter longtemps avant de les retrouver. D’ail-
leurs, notre méthode a I’avantage de donner immédiate-
ment z exprimé en fonction de u au moyen des fonctions
sn, cn, dn.

Voici d’ailleurs les substitutions a etfectuer dans les
différents cas pour réduire l'intégrale

J‘F[‘t’ \/A\‘ G mat, 1 --m'st) | dx
a la forme
Sl Vi=z = el o k<1,

d’aprés MM. Briot et Bouquet, 1™ édition, p. 194
35,
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1° A positif, m==—h*, n/=—H*, 1. > ¥, on pose

2° A positif, m = — h*, m/ = i?,
hx=\i— 2.

3° A positif, m = A*, m'= K, h > k.

hx — —z .
yi—z?
4° A négatif, m = —n*, m' = 1"
hxe —= -/-—l .
Vi1-—2?
5¢ A négatif, m = —h*, m'=— 12 h > ¥,

hr— p
o — P
h:

Quand on a ramené le radical a la forme voulue, il
reste encore a calculer les quantités que 'on a désignées
par K et K’ et dont dépendent les périodes. A cet effet,

K

on calcule d’abord la quantité g =e¢ *; on part pour
cela de la formule
— @ (x)

®
dna = & 22
Ir=VEg

= -

Si PPon fait x==o0,0n a

T ®0) 1—29+29'—2¢9"—.

A TTe 0] 1h2q-2g +2¢ ...

On pourra résoudre cette équation par la méthode du
retour des suites. Quand on connait ¢, K se calcule fa-
cilement, et, en effet, on a

1 H(x)
£ \/-A‘ J'(:‘)\.r)

"
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N H’'(o)
"~ V& (o)

En faisant, dans I'expression de snz, x =K, snx de-
vient égal a 1,et l'on a

et, pour x = o,

donc

H(x)

Remplagons H'(o) = lim pour x = o, ®(K), H(K)

x
et @(o) par leurs développements en produits, nous
aurons

2K (1— g )Pl1— g%, (1-+q) {1+ ¢*)...
(1—g)l(1—q ;... (14g* (1+ ¢*)...

\/"’_K — (—¢)(t—q"... (1+g)(t+¢). .
b (1—qg)(t—gq*) ... (t+¢q*)(1+¢)...
_ (1—q) (1— g3 ...(14-q) (1+gY)...(1+q) (1+¢3)...
(t—q)(1—¢) . (v+q*) (1 +¢q°)...
= 14+ (1@ 1+¢* ). (1—g*)(1—¢") (1—¢% . . ..

C’est précisément la valeur de O, (o).
On a donc finalement
/2K .
— =00 =1+29+2¢"+2¢° —...,
™
d’oti I'on conclut K.
Mais il est clair que 'on pourra aussi calculer K et K/
par les formules

! dzx ! dr
K= — ., K'= ,
‘f Vit—=*) (1—A2a?) A[o V(1—a?) (1—&222)
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en les développant en série. Si k est voisin de I'unité, K
sera donné par une série peu convergente; mais K’ sera
alors donné par une série trés-convergente. Pour aug-
menter la convergence des séries, on pourra employer
la transformation de Landen.

Le développement en série de K, par exemple, se fera
comme il suit :

[T

[ — =) (1= 4227

dx

Jo v A—‘;"A}‘\Alt— hirt)
2 / 2 5.2
=2 ()0 () e () oo )
2| 2 2.4 2.4.6

REMARQUE.

es formules (1), (2), ... u paragraphe précé-
Les { 1 ) , (8) du paragraphe p
dent conduisent a des formules curieuses que I’on peut
rapprocher des formules élémentaires .
ez\—_l -+ e——:\/:-l . ez\/:——l ____ e—z\/—:—l
COS » =~ - - 9 Sinx — - —— =
> 2 \/~— 1

Considérons, par exemple, la formule (3); on en tire

= [V 14— Az ds.

Or z, étant la tangente amplitude de x, s’annule avec x :
on doit donc prendre pour limite inférieure de I'inté-
grale zéro; mais alors on a

\ ——xz:sn(&’,.z‘v—l),
ou bien

(H\A,.n'\ = ——,;:sn(/.’,.ry:),
\—‘—l
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ou encore
sn(k, x) I , -—
=t = s (N, xy—1).
Vi—sni(k,z) {—1
Il est clair que I'on pourrait obtenir ainsi une infinité
de formules du méme genre, mais qui seront plus cu-

rieuses qu’'utiles.

RESUME DES PRINCIPALES FORMULES ELLIPTIQUES.

—= K
g—=e KX,
nx

® () =1— 24 cos K

p 27X N 3rx
+ 29 cosT — 2¢°cos = T

0 () =1+ 2 cos™Z 4 24 cos nT 4 o 9c053ﬂx-
TSR 2G08 g AT T AT T T

+ . omx 2 0 31r.z:+2 3755'115"1
— — ko — -
H (z) = 2¢*sin oK 29 SN g * sin—o )

+ nx 2 3rnx 8 brx
H () = 2¢ cosz—K+2(l cos- o ~+ 24 cos—z— 4.,

c=(1—¢*)(1—¢q‘)(1—g°)...,

Tr T
e (x):c(l——zqcosi—{— +q’> <l—2q’cos—1-£— —l—q‘)...,
T 2 A T R
@,(x):ﬁc<l+2qcos—K——1—q>(1—!—2q’cos-l—§- -Fq)...,
1. rx . LI / . Tz
H (z) = 2¢g snn;—K<1—2q cos == -r—q> (r—'zq cos +,1>_.

+ T ' ,. WX . . mx \
H.(x):ch cosz—i{ 1-+2q°Cos— —+ g 1+ 29 COS-K_*—q

K
e(—=z)= o (z), 0,(— z) = 0O, (z),
H(—z)- —H(«), H/(— z = H(z),
® (z+K! o (z), ©(z—K = =),
o,z +Kj=: o (=), o (z—Kl= o (2,
H(x -+~ K}=— H(z), H (z —K) = -— Hy(x),
H(x +K)=—H(z, H(x —K'= H (),



® (z+2K'== o (z),
0z + 2K)= ©,(z},
H (z + 2K)=— H (),
H(r + 2K) = — H,(z).
Si I'on fait
N A=) ~ Y ey T)
K —A e e =B,
ona
) (a:—l— 2K'y—1)=—A0 (2), © (x—t—K’v—l)—_ —1BH (=),
0.(x+2K’¢:7): Ae(z), O (zr+K'y— 1) =BH
H(z +2K'yV—1)=—AH (2), H(z-+K'Y 1):,/1—.13@( ),
H(z -+ 2K'y—=1)= AH,(z), H(z +K'y—1)=Bo,()
© (z) s’annule pour = 2/K -+ (2j+ 1)K'y—1,
0, (z) » =20+ 1)K+ (2j +1)K' y—1,
H () » .z‘“ziK—i—zjK’\/:—-l,
H.(x) » =(2i+1)K+ 2JK’\/—1
K=
o \/I—.r’ I——/12.22

4_.\/1__/‘2

1 H(z) A OH, [z ()
snx — ;i 5{;—), cnr = \/ - @((x)), dnx = \/,4/ ((z)

snz s'annule pour z==o0 et 2K,

oz » r=:K, —K,

dnxr » r=—tK + K’ V—‘lg

Périodes de snr = 4K, 2K'\/—1,
» cnz = 4K, 2K'yV—1+ 2K,

» dnz = 2K, 2K'y—1.

f ~/1~—~x’ 1-—/1’3.1-’)

Infinis des trois fonctions = K’ V:——l, 2K -+ K’ V:T'
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‘rudrusy — = ,Up
.H:v.(”m&. .TwlnH\fvav:v
.Wwﬁ = (@ +y1)up
zus

Gw oA =@ rpaee
‘rup = (rEyc)up

‘rup= (x —)up
I.“AH\\,D:‘TMNVEV

.SHAH\,DTTM«VEV

‘o= (1AM +)up
‘1 —=1—Aycup
e “”.\f&:v

‘1= yeup

‘¥ =Yup
‘1—oup

‘ruprus —=— x,ud
,&nu{”?. «Tnll\f&uv:o
zup
3 Y ——= |2
wus (& + ¥)uo
rus oy
A=l e
‘zud ===z = yc)uo
‘rud = (x —)ud
o — === _ln\a MﬂlTuHNd:o

L A._II.I\,DH -+ M¢)uo
¥
1=y

1

—="1=A I+ A)w
‘p—=—=1—A3cud

o = 1) o

1 = [Tud
o =3Jud
‘1= oud

‘rup rud = x,us
‘rus = r + _|\> \Mavcm

.g — h&

2 ud oS

rusy
1

A.&,IT—II\’\MG
‘rus==(r 5z y¢)

‘xus — = (x —)
AT -+ Yo)us
‘o= (1—A -+ Ye)us
i
1

us
us

aOHA

=(1—A M+ N)us

‘o =1—AJcus

‘oo =1—AuUs

‘0 =3[TUs
‘1 ==jus
‘o —=ous
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snacnbdnbt=snbcnadna

+ b = iy
sn (@ 2= b) T ieniasnib ’
cnacnb ==snasnbdnadnb
+b) = x
en (a=£8) 1 — k3sn’a snib ’
dn(aib):dnadnb:r_l’snasnbcnacnb’

1 — A*sn’a sn*b
x I
f ksn*xdr — cx — g—(i) =Z(x),
0 o (z)
1—2q9g+29'—2q¢"—...
9—49' 99" — ...
f” A*sna cna dna sn*x
o

1 — A‘sn‘asn’x

c=28

dx =1 (z, a)

__a) ) elzr —a

I( l
G(a)_rz og(~)(.r~1—a)

THEOREME DE PONCELET.

Voici encore une interprétation trés-curieuse du théo-
réme qui vient de nous occuper : considérons deux
cercles intérieurs 'un a l’autre; soient R et r leurs

rayons et PQ, P’Q’ deux tangentes infinimeut voisines
menées au cercle de rayon r; soit O0'la ligne des centres

arcAP _ 2¢R, arcAQ —=2JR.
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On aura
PP dy
T 4’
mais les triangles semblables P P'M, QQ'M donnent
PP MP_ M

q@ = g =g’
dp MP
ay— MQ’
or, a lalimite, le point M vient sur le cercle » au point
de contact de PQ, etI'on a

ainsi

MP’=0P’ — P=R?+a’ — P~ 2Racos2y,
MQ'==0Q — »:=_R*+—a*'—r*—2Racos2}’

on a donc

(1? R- 4 a:—r*+4 2aRcos2¢
R? +a-— 1"+ 2aRcos2d

(R 4+ a)-— r —2aRsin’e
(R—+a)— r'—2aRsin*y
2aR
(R -}—a)?—r‘,

Si Pon fait

k=

on a I'équation connue

dy dy
V1 — A*sin’e W1 — A‘sin?Y

( I ) 0,
d’ou 'on peut conclure une construction géométrique
de son intégrale. Mais on peut en déduire un résultat
nouveau.

L’équation précédente devient, en intégram,

; S L
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et p est la valeur de § pour ¢ = o. On voit que u ne dé-
pend ni de ¢ ni de ¢; si donc, a partir du point ¢, on
meéne une seconde tangente QR au cercle intérieur, et

VAU

\J A

R
sil'on pose AR = 2y, on aura encore, en posant

1— Asin’g =&, 1—Asin*y=1Y, .., 1—A~sin’p=0>M,

(3) A‘/',J(/u fx (]/ ,U-i_zi;
o VM

en menant par R une nouvelle tangente RS, on aurait
entre I'arc 26 = AS et I'arc 2 une relation analogue:

d d
les intégrales R 22, ... forment doncune pro-
(1) \/\{f
. . ,. . » dp
gression arnhmenque dont la raison est —.
o VM
Supposons que le polygone PQRST soit fermé et que
le point T coincide avec A, le dernier des arcs ¢, ¢, x,...
sera de la forme ¢ -1- 22 En ajoutant alors les formules,

telles que (2) et (3), on a

» dtp © -+ nmw d«o ” aw
—_— — mn —_—
L) o VN

ou bien

$ - nw
./; Vi— A‘sm’ f V1 — Ksin‘p /r’sm p
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donc le premier membre de cette formule ne dépend pas
de ¢; donc :

S’il existe un polygone de m cétés inscrit dans un
cercle et circonscrit a un autre, il existera une infinité
de polygones de m cétés jouissant de la méme propriété.

Ce théoréme est évidemment projectif et s’applique
aux coniques : il a été découvert par Poncelet;la dé-
monstration précédente est de Jacobi.



