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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1233
(voir 2° série, t. XVI, p.240);

Par M. MORET-BLANC.

Etant donnée une ellipse, soient a et b deux points
quelconques réciproques par rapport au cercle, lieu des
sommets des angles droils circonscrits & la conique; on
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prend le point 3 symétrique du point b par rapport i la
polaire de a : démontrer que les points a et 3 ainsi que
les deux foyers de Uellipse sont situés sur un méme
cercle que ces points divisent harmoniquement.

(LAcuERRE.)
Soient

a’y?+ b*xt — a*h*=o

I'équation de Vellipse; x,, mx, les coordonnées du point
a; xq, mx, celles du point b, avec la relation

(1= m*) @z, = - at - b2,
L'équation de la polaire du point a est
matx,y + bx,x == a*b?,

et celle de la perpendiculaire abaissée du point & sur
cette droite

ma? / .
y—mx,=— e T — 2yl
ou
ma*x — O’y = mc*x,.
On tire de ces équations les coordonnées du pied de la
perpendiculaire

a?( bt + mcrx,x,) mb*(a* — Az, x,)

r= (m"a*—%b‘)x. » )=

(m?at - b‘)x.— ’

On a ensuite, en appelant x, 3’ les coordonnées du
) ) )

point 3,

, 2a*bi+ (20 — a*) m*a*z, 2, — bla
X =22 — X — - S
(m*a‘ - b')

[2a6*-+ (2¢*— b)) bPx 2, — mPaiz .z, |m

’
—oy — X, =
J r ? (miat—- ') x,

?

a?-- 42 .
et, en remplacant x, x; par sa valeur ——— et réduisant,
: 1+ m?
, & , me?
zr = — y=— -

= 2 o
(4 m*\ x, f\x — o,
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L’équation générale des cercles passant par les foyers est
ZP 4+ yP—2hy — ' = 0;

et si le cercle passe par le point @, on a

i+ m?) x? — 2amhr, — c'=o0,
d’ou
4+ mY e —
2\ — Ve T
mx,

L’équation du cercle passant par le foyer et le pointa
est donc
(14 m'ix?— 2

r+y? — ——y —c=o.

max,

Elle est vérifiée par les coordonnées x/, ¥’ du point 3 :
donc les points a, et les deux foyers sont sur nun méme
cercle.

La droite a3 et la tangente en @ au cercle ont respec-
tivement pour équations
(me,—y' o — (&, — 2"y = mz' — y" >,
27, — 2mLy == (14 m* 4} + ¢

elles coupent I'axe focal en des points e, f dont les ab-
scisses sont

(ma! — 2" \r, 201,
= = " )
mr, —y, (14 m?*)z? 4 ¢

(v ++m?) z? 4+ ¢?

& TIT s ———————

2x,
On a donc

Oe.Of = ¢

Ces deux droites et celles qui joignent le point @ aux
deux foyers, divisant harmoniquement 'axe focal, for-
ment un faisceau harmonique, et il en est de méme de
celles qui joignent un point quelconque de la circonfé-
rence aux points a, f3 et aux deux foyers, ce qui démontre
la seconde partie du théoréme.
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Le théoréme subsisterait évidemment si la conique était
une hyperbole.

Note. — La méme question a été résolue par M. H. Lez et par M. F.
Pisani, qui démontre en outre une série de théorémes concernant des
groupes de quatre points analogues aux précédents et situés respec-
tivement sur des cercles.

Question 1235
(voir 2° série, t. XVI, p. 286);

Par M. MORET-BLANC.

On donne une ellipse de centre O. Prenons un
point m sur cetle courbe, et appelons le centre de
courbure de Uellipse correspondant & m. Menons la
droite nO et désignons par t le point ot elle rencontre
la tangente en m a Uellipse. On demande :

1° Quel est le lieu décrit par t lorsque m parcourt
Uellipse;

2° De démontrer que la tangente en t a ce liew

. mu.
renconltre mp en un poiwnt r tel que mr = —e
4
(MANNHEIM.)
1° Soit
(1) ay? + bzt = a*b?

I’équation de Yellipse. Les coordonnées £, n du centre
de courbure correspondant au point m(x,y) sont dé-
terminées par les équations

- 2 24
£ —:i4y r,\d'—‘* , l—l-—d'y——i—()'—ﬂd—’:
' "de dr? " dx? ’

ou

dy b2z d*y bt

—_—=— ) - = "

dx a'y dr? a?
On ¢n tire

c?)3 ctad
T — ——y ==
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La ligne pO a pour équation

(2) Y »o__ 2y
X g b’

et la tangente en m a Dellipse,

(3) a’yY + bzX = a’b’.
On tire de ces deux équations les coordonnces du
point ¢z,
a2bbr’ a’h?y3
Xe=eroii—y Y= ———
acjé__bbxi au‘)‘_bux‘

En différentiant par rapport a la variable indépen-
dante x, dont y est fonction en vertu de 'équation de
Iellipse, on trouve

dy . a’_y(a"’)"—i— 3[,11.1.5_;{_4“2541:),7

\

i
— )

)

dX T bx(bzi+ 3aty + fatbraty?

ou, en éliminant y dans les parenthéses au moyen de
I'équation de Dellipse,

dY  ayla*+ 2@’ (b'— ) x4+ c*2']
dX b*z|3a®— 2a'cx* — c*zt) ’

coeflicient angulaire de la tangente en ¢ a la courbe lien
du point 7.

On obtiendra I’équation de cette courbe en éliminant
x et y entre les équations (1), (2) et (3). L’équation (2)
peut s’écrire

d’ou

(SN

Y X

— .

4 ,‘
a’ b

&
Il

En reportant ces valeurs dans les équations (1) et (3), et
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éliminant 7, on obtient I'équation du lien du point ¢ :

(4) [(%)h— <)—Z—2>~]: (@X)* + (Y7

2° Si I'on prend le point 7 au quart de mp, ses coor-
données sont

Jr+: 3atr4cort Jy+n 3L —2)?
T e T e - yy == ) — T — .
T fa 7 T g

Le coefficient angulaive de la droite 77 est

Y—ri )y [fatbtyi— a'yi—bat) 3athi— atehy? ]

X —a, - [F:;Mu‘ P ata- atyf— bt v 3a b+ bicta

a‘y[aV+a'2 bt —3 et 1P —ate’ 3eP— b i —- o]

e e i ,
b2a[3a"— a® 3e'+ 20 £+ afeizt - ot
et, en divisant haut ¢t bas par a* — *x?,

Y — v, B ayla® 4 oa?(b*— ) a2+ cizf] dY

X—x b*r(3a*— 2a‘ctet— Aty ﬁ;

donc la tangente en t a la courbe (4) passe par le point r

., mp.
situé sur my, de telle sorte que mr = e

On obtient encore ce point en cherchant 'intersection
de la tangente en ¢ a la courbe (4) et de la normale en
m a Dellipse.

La courbe, lieu du point z, a quatre points de re-
broussement aux quatre sommets de Pellipse, et quatie

, . b .
asymptotes paralléles aux droites Y === \/E X, c'est-

a-dire paralléles aux normales menées du centre a la
développée de I'ellipse. Les points m correspondant aux
points ¢ a 'infini sont donnés par la relation

aHit= 0 ou a? by



d’ou
3
n b

—_— =

\

‘\(l—l—b)

~w

xr =

|-

L
(- b

Le coefficient angulaire de la tangente en ce point est
; b SR —
bien == \/;, et ordonnée a Vorigine == \/b(a + b).

Les asymptotes ont donc pour équations

A Y —
Y:iX\/‘—iiZ\/b\aA.- 5.

On a ainsi une idée assez nette de la forme de la couibe.

La distance du centre aux asymptotes est \/ab.

Note. — La méme question a ete resolue par M. Sondat

Question 1238
( voir 2° serte, t \VI, p. »8 ),

Par M. S. REALIS.
A chaque racine réelle, k, de l'équation a coefficients
réels
¥+ Jp+1}y+8¢g=o0

correspond une racine appartenant & Uéquation

x4 pr 4+ qg=uo0,

elcomprise entre
Soit k une racine réelle de I’équation
y+p+1ly+8¢g=o0;

posons
[h— 1 k41" 3h+-8p—1
- — - 5

10

Flz)=v' «—opx® + fgo-- —
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d’ou
Flz)=4(2+pz+q).

On trouve, en substituant successivement et

A+

a x dans F(x),

fhk—1 k—1 _
(A0 = B e () £ 84,

k
F (f_-:_l> — _Z__l [A*+{4p+1)k+84q),

c’est-a~dire, puisque k est racine de I’équation en y,

¢ — y
F<f—~ l>:0, et F< : l) —o.
b3 2

.. k=1 [ | . , .
Ainsi — et sont racines de I’équation
2

I'(x) = o, et par conséquent, il y a entre elles, an

moins, une racine de I’équation dérivée I'(x) = o.
Note. — Autres solutions de MM. Moret-Blanc; Dunoyer, éléve en

Mathematiques spéciales au lycée de Marseille; Eugéne Delmas, eléve

du lycée de Lyon; Beaugey, du lycée de Grenoble; Barthe, du lycée de
Bordeaux.

Question 1258

(voir »° série, t. XVII, p. 2°8);

Par M. A. MOREL.

Soient ABC un triangle ;

D, E,¥ les pieds des hauteurs menées des sommets
A, B,Cy

O le point d’intersection dela ligne EF avec une pa-
ralléle au coté BC, menée par le sommet A

a le milieu de BC;

G et H les points d’intersection de AO et d’un cercle
décrit du point O comme centre avec Oa pour rayon.
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On demande de démontrer :

1° Que les droites aG et «H sont, respectivement, les
bissectrices des angles OaB et 0aC;

2° Que, si la hauteur AD coupe le cercle au point K,
on a AK = Ba (*). (Genty.)

1° Le triangleisoscéle OHa nous donne OaH = OH g;
mais, d’aprés la construction, OHa =HaC, comme
angles alternes-internes. Donc aH est bissectrice de
I'angle OaC. La droite aG étant perpendiculaire sur
aH, cette droite aG est bisscctrice de 'angle OaB.

2° Les angles OAF,OEA sont tous deux égaux a

—_—
I’angle B du triangle; donc OA = OE >< OF. Mais, le¢
quadrilatere BFEC dant inscriptible,

OE > OF — O0a — Ba ,

puisque le rayon du cercle circonserit au quadrilatére
est Ba. On a donc

——2

—2

2 —_— 2 —_— 2 —_—2
OA —=0a —Ba, dou Ba -z20a —0A —=AK,

puisque AK est perpendiculaire sur le diamétre GH;

donc Ba = AK.

Note. — Autres solutions de MM. J. Chambon; Moret-Blanc; Michel;
Pisani.

Question 1260
(voir2® serie, te XVII, p.239);
Par M. A. MOREL.
D’un point O pris sur une circonférence, dont un
diamétre est OE, on décrit une circonférence qui ren-
contre la premiére en des points A,B; puis, on joint

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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un point quelconque C de la deuxiéme circonférence
aux points A, B, E par des droites qui coupent la pre-
miére en des points F,D, G.

1° Les droites EF, ED sont respectivement paralléles
a CB,CA;

2° La droite CE fait, avec les cotés du triangle
CAB, les mémes angles que la médiane partant du
sommet C;

3° La droite CG est moyenne géométrique enire

GA et GB(¥). (A. CamsiEr.)

1° Je joins le point B au point E; la droite BE est
tangente a la circonférence O. Il en résulte que les-an-
gles ABE, ACD sont égaux. Mais les angles ABE, AFE,
inscrits dans un méme segment de cercle, sont aussi
égaux entre cux; il y a donc égalité entre les angles
ACD, ATE; et, parce que ces derniers angles ont la po-
sition d’angles correspondants, les droites FE, CB sont
paralléles.

Les arcs BE, AE dtant égaux, on a

BDE == AFE =: ACD;

il s'ensuit, en ayant égard au parallélisme des droites
I'E, CB, que les droites ED, CA sont aussi paralléles.

2° La droite AB, perpendiculaire &4 OE, en un point
P, est la polaire du point E, par rapport a la circonfé-
rence O et, par conséquent, les droites menées de P aux
points C,M, ou la droite EC rencontre la circonfé-
rence O, sont également inclinées sur OE, et, par suite,
sur AB. On en conclut facilement que BM = AK, le
point K étant 4 la rencontre de la circonférence O

(*) Le lecteur est prié de faire la figuie,
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et de la droite CP. Douc P'angle ACP =MCB ct
ACM =KCB (*).

3° Dans le triangle GAC, I'angle AGC cst égal a
I’angle BGC du triangle GBC ; I'angle GAC est égal a
I'angle GCB. Les triangles GAC, GBC sont donc sem-

CG GA
blables, et leurs c6tés homologues donnent —-: = — ;
’ ° BG CG’
la troisiéme partie de la proposition est ainsi démon-
Lrée.
Note. — La méme question a été résolue par MM. Kruschwitz ;

Ch. Richard ; Moret-Blanc; Pisani; Robaglia; Fauquembergue; Armand
Bettrand.



