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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE EN 1 8 7 2 ;

PAR M. GENT Y.

Par un point fixe A pris sur une surface du second
degré donnée, on mène tous les plans qui coupent la
surface suivant des courbes dont Vun des sommets est
en A :

i° Trouver le lieu de celui des axes de la section qui
passe au point A \

i° Trouver le lieu du point où le diamètre conjugué
du plan sécant, relativement à la surface donnée, ren-
contre le plan tangent à cette surjace au point A ;

3° Construire ce dernùr lieu dans le cas ou le plan
tangent en A coupe la surface donnée suivant deux
droites rectangulaires.

Soit \t une droite» située dans le plan langent à ia



surface au point A #, un plan quelconque mené par cette
droite coupe la surface suivant une conique qui lui est
tangente au point A, et, si C' est le centre de celte co-
nique, C le centre de la surface, la droite CC' est le dia-
mètre conjugué du plan sécant. La droite AC' sera une
droite du lieu, si elle est perpendiculaire à Al.

Or, si le plan sécant tourne autour de Az, lediamètie
conjugué CC' décrit un plan (P) qui coupe le plan tan-
gent en A suivant une droite Ai', et l'on sait que lts
droites At et At' sont parallèles à deux diamètres conju-
gués de la conique (C), intersection de la suiface par le
plan diamétral parallèle au plan tangent au point A.

Donc on aura une droite du lieu en prenant Tinter
section du plan (P) avec le plan mené par le point A
perpendiculairement à la droite At, Mais ce dernier plan
contient la normale à la surface au point A} le plan P
contient la droite fixe AC.

Si donc JN est le pied de la normale a la suiface «TU
point A, sur le plan de la conique C, le lieu du poim
d'intersection d'un diamètre de celte conique avec Li
perpendiculaire abaissée du point N sur le diamètre
conjugué est la base du cône cherché sur ce plan.

Cette courbe est une hypeibole équilatère (H), qui
passe au point N, au point C, et dont les asymptotes
sont parallèles aux axes de la conique (C) (*). La tan-
gente au point N est la perpendiculaire abaissée sur
le diamètre conjugué de CJN 5 la tangente au point C est
le diamètre conjugué de la perpendiculaire à CN.

L'équation de (H) est très-facile à trouver. Soient

a ,r2 ~h b) 1 —r 1

' "*) I,os points d'intersection de cette coui-bc a\ec la conique C
sont les pieds des normale-, ab lissées du point N sur cett*"» combe.



l'équation de la conique (C ) dans son plan, et .r1? j x les
coordonnées du point N 5 l'équation de (H) sera

a x [y — ƒ 1 ) r= h y [x — x, ).

Le cône qui a cette hyperbole pour base a deux de ses
arêtes situées dans le plan tangent au point A 5 ce sont les
droites menées par ce point parallèlement aux axes de la
conique (C).

La conique (H) se décompose en un système de deux
droites pour j \ — o ; la signification géométrique de
cette condition est très-simple. En effet, dans ce cas, la
normale à la surface donnée au point A rencontre le plan
delà conique (C) en un point N d'un des axes Cx de
cette conique 5 donc le diamètre QJ y est perpendiculaire
au plan de ses deux diamètres conjugués AC et C x ;
donc ce diamètre est un axe de la surface, et par suite le
point A est situé sur une des sections principales de la
surface.

Le cône se réduit alors à deux plans, l'un qui est le
plan CAN, et l'autre qui est déterminé parle point A, et
une parallèle Q R à Cj r , dont l'équation est

ax=^ù (x — x{).

On obtient un résultat analogue pour xx = o.
Si 1 on a en même temps xr = o, j \ = o,lepoint A est

un des sommets de la surface 5 Je point N se confond
avec le point C, centre de la section principale (C). Le
cône se compose alors des deux plans principaux qui pas-
sent au point A.

Si le point A est un ombilic, la conique C est un cercle,
l'hyperbole (H) se compose du diamètre JNC et de la
ligne située tout entière à l'infini dans le plan du cercle
(C) : donc le cône se compose de l'eu semble de deux
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plans : le plan ANC, et le plan tangent en A à la surface
donnée.

Considérons maintenant la conique F, intersection de
la surface donnée par le plan CAi'; soient A d la droite du
lieu située dans ce plan, et C' le milieu de la corde Ad\
la droite Ce' coupe Atf en un point m! \ il s'agit de trou-
ver le lieu décrit par ce point dans le plan tangent en A,
ou, ce qui revient au même, le lieu décrit dans le plan de
la conique C par le point 772, situé sur le diamètre ee! pa-
rallèle à Al! et tel que Qm — A m'. Soit [À le point d'in-
tersection de ce diamètre avec Ad. On voit très-simple-
ment que le point m est le conjugué harmonique du
point jj. par rapport aux points e et e''. Or le point (j. dé-
crit l'hyperbole (H), et les points e et e'ia conique (C) ;
donc, si par le centre C de cette dernière conique on
mène un rayon vecteur qui la coupe aux points e et e!', et
qui coupe (H) au point ^, le lieu du point m, conjugué
harmonique de /a, par rapport aux points e et e', est la
courbe cherchée (21).

Cette définition géométrique permet d'obtenir avec la
plus grande facilité l'équation et la forme de la courbe.
Pour obtenir l'équation, il est commode de recourir aux
coordonnées polaires.

Soient R, r et p les rayons vecteurs respectifs des
courbes C, H et 2 , pour un même angle o> • on aura

1 nyK coso) — b.rt sinw
a cos'w -h b sin * w \ a — b j sinw cosw

et
R2 (a — b sinw ensw

4 r (aCOS2OJ - r Osm'o), (rtj , c o s w — /v.r|Sin&

ou, en revenant aux coordonnées rectilignes,

{as? -\- by2) [axy\ — ùy.ri ~- a — b) xy.



Celle équalioii represente une courbe du troisième ordre
qui a un point double à l'origine; les tangentes en ce
point sont les axes de la conique (C).

Deux des asyniptotes de la courbe (2) sont parallèles
à celles de la courbe (C) ; donc elles sont réelles si cette
courbe est une hyperbole, et imaginaires si (C) est une
ellipse.

La troisième asymptote <\st parallèle à la tangente de
l'hyperbole (H) à l'origine C.

Cherchons les équations des asymptotes elles-mêmes,
dans le cas où. la conique ( C) est une hyperbole.

Pour éviter les radicaux nous remplacerons, dans
les équations des courbes, a et b respe( tîvemeul par
i i

a2

L ' é q u a t i o n de [l) est a lo r s

( b* .r2 — n-yJ b2,n { -\~ a1 yrx) — a1 b1 (2 .iy •==. o ,

eu posant, comme d'habitude,

c2z=a7 + b2.

Les équations des asyniptotes seront respectivement de
la forme

b r — aj -4- > - i . o,

/; r — // } -+- y —- O,

b2 ocj , H- a2yxx -r- v — o ,

et nous obtiendrons les valeurs des indéterminée!» A,^
elv, en identifiant les lermes du second ordre du produit

bx — a y -f- A ' b.r -4- a y -h u. ' b".ryx -*- û- yrx - - v

avec les termes du second ordre de l'équation de la
courbe*, on obtient ainsi très-simplement pour les équa-
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tions des asymptotes

x y c2

a b 2 [ a.x{ -f- by\ )

x y c2

h V —- —' 1 " '
a b i {a.v{ — oyx)

La construction géométrique des asymptotes est exlre-
niement simple. Soient / et /' les points de rencontre des
asymptotes de (C) avec l'hyperbole (H). Menons parle
point l une parallèle à C / \ et soit ƒ le point de rencontre
de cette droite avec la conique (C). La parallèle à Cl
menée par le point ƒ est l'une des asymptotes de la
courbe.

Menons de même par le point / ' une parallèle à C/
jusqu'à sa rencontre/ 'avec la courbe (C ) ; la parallèle
à C /' menée par le point ff est une seconde asymptote de
la courbe.

Les droites If et Vf' se coupent en un point G de Ja
courbe H (*).

De même les deux asymptotes delà courbe (S) que
nous venons de construire se coupent en un même point
B de la droite CG; c'est le conjugué harmonique du
point G, par rapport aux deux points d'intersection do
celte droite avec la conique (C) ; donc le point B est un
point de la combe(E).

Si laconique (C) est une hyperbole éq ui latere (c'est-
à-dire si le plan tangent en A à la surface donnée la
coupe suivant deux droites rectangulaires) le point G se
confond avec le point IN.

(* ; Cela resuite de ce que les dioites Cl ci CL', faisant le même angle
a-vec chacune des asymptotes de l'hyperbole (H), sont parallèles à deu*
diamètres conjugués de celte courbe.
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Si (C) est une ellipse, les asymptotes GletCl' sont
imaginaires, il en est de même des asymptotes de la
courbe (2) qui leur sont respectivement parallèles 5 mais
le point G; et par suite aussi le point B, où ces deux
asymptotes coupent la courbe, sont réels.

La troisième asymptote de la courbe (S) est toujours
réelle ; elle est parallèle à la tangente en C à l'hyperbole
(H) ; elle fait donc avec C x l e même angle que CG.

De plus, la dislance du point B à cette asymptote est
double de la distance du point A à celte même droite, ce
qui suffit pour la déterminer.

Si parle point A nous menons une parallèle à //', le
point d'intersection de cette droite avec l'asymptote que
nous venons de construire est un point de la courbe.

II est maintenant facile de trouver les deux formes que
présente la courbe, selon que la conique (C) estime
ellipse ou une hyperbole.


