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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE EN 1872;
Par M. GENTY.

Par un point fixe A pris sur une surface du second
degré donnée, on méne tous les plans qui coupent la
surface suivant des courbes dont l'un des sommets est
en A:

1° Trouver le liew de celui des axes de la section qui
passe au point A ;

2° Trouver le lieu du point ol le diamétre conjugué
du plan sécant, relativement a la surface donnée, ren-
contre le plan tangent a cette surface au point A

39 Construire ce dernicr lieu dans le cas ot le plan
tangent en A coupe la surface donnée suivant deux
droites rectangulaires.

Soit A¢ une droite située dans le plan tangent a la
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sarface au point Aj un plan quelconque mené par cette
droite coupe la surface suivant une conique qui lui est
tangente au point A, et, si Cest le centre de celte co-
nique, Cle centre de la surface, la droite CC/ est le dia-
meétre conjugué du plan sécant. La droite AC’ sera une
droite du lieu, si elle est perpendiculaire & At.

Or, si le plan sécant tourne autour de At, le diameéu e
conjugué CC’ décrit un plan (P) qui coupe le plan tan-
gent en A suivant une droite A?, et Ton sait que los
droites At et At sont paralléles a deux diamétres conju-
gués de la conique (C), intersection de la suiface par le
plan diamétral paralléle au plan tangent au point A.

Donc on aura une droite du lien en prenant I'inter
section du plan (P) avec le plan mené par le point A
perpendiculairement a la droite At. Mais ce dernier plan
contient la normale a la surface au point A; le plan P
contient la droite fixe AC.

Si done N est le pied de la normale 4 la suiface an
point A, sur le plan de la conique C. le lien du poini
d’intersection d'un diamétie de cette conique avee la
perpendiculaire abaissée du point N sur le diamétre
conjugué est la base du céne cherché sur ce plan.

Cette courbe est une hypeibole équilatére (1i), qui
passe au point N, au point G, et dont les asymptotes
sont paralléles aux axes de la conique (C) (*). La tan-
gente an point N est la perpendiculaire abaissée sur
le diametre conjugué de CN ;5 la tangente au point € est
le diamétre conjugué de la perpendiculairea CN.

L’équation de (H) est trés-facile a trouver. Soient

ar®-+byi=1

“%) Les points d'intersection de cetie courbe avec la conique G
sont les pieds des normales abiissees du poiat N sur cetie courhe.
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I'équation de la conique (C) dans son plan, ‘et 2,9, les
coordonnées du point N ; I'équation de (H) sera

ax(y —y,)=by x—r).

Le cone qui a cette hyperbole pour base a deux de ses
arétes situdes dans le plan tangent aun point A 5 ce sont les
droites menées par ce point parall¢lement aux axes de la
conique (C).

La conique (H) se décompose en un systéme de deux
droites pour y,==o0j; la signification géométrique de
cette condition est trés-simple. En effet, dans ce cas, la
normale & la surface donnée au point A rencontre le plan
de la conique (C) en un point N d'un des axes Cx de
cette conique ; done le diamétre C'y est perpendiculaire
au plan de ses denx diaméires conjugués ACet Cux;
donc ce diamétre est un axe de la surface, et par suite le
point A est situé sur une des sections principales de la
surface.

Le cone sc réduit alors a deux plans, 'un qui est le
plan CAN, et Pautre qui est déterminé par le point A, et
une paralléle QR a Cy, dont I’équation est

ar=10b(x —x).
On obtient un résultat analogue pour x, = o.

Sil%on a en méme temps x; == 0, )’y = 0,lepoint A est
un des sommets de la surface; Je point N se confond
avee le point C, centre de la section principale (C). Le
cone se compose alors des deux plans principaux qui pas-
sent au point A.

Sile point A est un ombilic, la conique C estun cercle,
I'hyperbole (H) se compose du diamétre NC et de la
ligne situce tout enti¢re a I'infini dans le plan du cercle

C) : donc le cone se compose de 'ensemble de deux
( P
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plans : le plan ANC, et lc plan tangenten A  la surface
donnée.

Considérons maintenant la conique I, intersection de
lasurface donnée parle plan CA¢'; soient Ad ladroite du
lieu située dans ce plan, et C’ le milieu de la corde A d;
Ia droite Cc¢’ coupe A ¢’ en un point m’; il s’agit de trou-
ver le lieu décrit par ce point dans le plan tangenten A,
ou,ce qui revient au méme, le lieu déerit dans le plan de
la conique C par le point m, situé sur le diametre ee’ pa-
rallele a A?' ct tel que Cm = And. Soit p le point d’'in-
tersection de ce diamétre avec Ad. On voit trés-simple-
ment que le point m est le conjugué harmonique du
point p par rapport aux points e et €. Or le point u dé-
crit I'hyperbole (H), etles points e et ¢’ la conique (C) 5
donc, si par le centre C de cette derniére conique on
méne un rayon vecteur qui la coupe aux points eet ¢, et
qui coupe (H) au pointp, le lieu du point m, conjugué
harmonique de p, par rapport aux points e et €, est la
courbe cherchée (2).

Cette définition géométrique permet d’obtenir avec la
plus grande facilité I'équation ct la forme de la courbe.
Pour obtenir I’équation, il est commode de recourir aux
coordonnées polaires.

Soient R, r et p les rayons vecteurs respectifs des
courbes C, H ct Z, pour un méme angle w; on aura

1 ay,cosm — b sine
RP—= ——— — . -—— = —_— —
@ c0s‘w - bsin- o 1@ — b)sinwcosw
et
R? (a-— b sinwcoso
n—_—_ - —— —
' r (@acos’e - bsin‘e, (@), cosw — bz, sin,

ou, cn revenant aux coordonnées rectilignes,

lax*+ by*) (axy,— byr, —= a— blzy.
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Cette équation représente une courbe du troisiéme ordre
qui a un point double a lorigine; les tangentes en ce
point sont les axes de la conique (C).
Deux des asymptotes de la courbe (Z) sont paralléles
a celles de la courbe (C); donc elles sont réelles si cette

courbe est une hyperbole, et imaginaires si (C) est une
ellipse.

La troisi¢me asymptote est paralléle a la tangente de
I'hyperbole (H) a l'origine C.

Cherchons les équations des asymptotes clles-mémes,
dans le cas ou la conique ( C) est une hyperbole.

Pour éviter les radicaux nous remplacerons, dans
les équations des courbes, a et b respectivement par

- et — —.
2 B
Iéquation de 'x) est alors
{(b*x—a'y: Doy +atyr)—at bty =o,
en posant, comme d’habitude,
= a®+ b

Les équations des asymptotes seront respectivement de
la forme
br —a) +2—o,
br—ay) +pv=—o,

b*ey, 4 a'yx, —v = o,

et nous obtiendrons les valeurs des indétermindées i, p
ety, en identifiant les termes du second ordre du produit

br —ay +% "br—ay +u’ bary S-atyr v

avec les termes du sccond ordre de 1'équation de la
courbe; on obtient ainsi trés-simplement pour les équa-
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tions des asymptotes

z_y c

a” b 2iam +by)

x oy c?

@ T alam — b))
ZYy Yx, cry,
@ VT T e ey

La construction géométrique des asymptotes est extré-
mement simple. Soient /et /' les points de rencontre des
asymptotes de (C) avec I'hyperbole (H). Menons parle
point/ une paralleélea Cl', etsoit fle point de rencontre
de cette droite avec la conique (C). La paralléle a C/
menée par le point f est I'une des asymptotes de la
courbe.

Menons de méme par le point /' une paralléle & C/
jusqu’a sa rencontre f'avec la courbe (C); la paralléle
a C ' menée par le point f’est une seconde asymptote de
la courbe.

Les droites If et I'f'se coupent en un point G de la
courbe H (¥).

De méme les deux asymptlotes de la courbe (¥) que
nous venons de construire se coupent en un méme point
B de la droite CGj; c’est le conjugué harmonique du
point G, par rapport aux deux points d’intersection dc¢
cette droite avee la conique (C) 5 done le point B est un
pointde la courbe (Z).

Si la conique (C) est une hyperbole équilatére (c’est-
a-dire si le plan tangent en A a la surface donnée la
coupe suivant denx droites rectangulaires) le point G se
confond avee e point N.

(* ) Cela resulte de ce que les dioites CZet Cl'y faisant le méme angle
avec chacunc des asymptotes de 'hyperbole (H), sont paralléles a deus
diametres conjugués de cette courbe.
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Si (C) est une ellipse, les asymptotes Clet C/ sont
imaginaires, il en est de méme des asymptotes de la
courbe (Z) qui leur sont respectivement paralléles ; mais
le point G et par suite aussi le point B, ou ces deux
asymptotes coupent la courbe, sont réels.

La troisiéme asymptote de la courbe (Z) est toujours
réelle ; elle est paralléle a la tangente en C a I'byperbole
(H); elle fait donc avec C x le mé¢me angle que CG.

De plus, la distance du point B a cette asymptote est
double de la distance du point A a cette méme droite, ce
qui suffit pour la déterminer.

Si parle point A nous menons une parallele a /7, le
point d'intersection de cette droite avee Pasymptote que
nous venons de construire est un point de la courbe.

Il est maintenant facile de trouver les denx formes que
présente la conrbe, sclon (ue la conique (C) estune
cllipse ou une hyperbole.



