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ÉTUDE SUR LES DÉCOMPOSITIONS EN SOMMES DE DEUX CARRÉS,
DU CARRÉ D'UN NOMBRE ENTIER COMPOSÉ DE FACTEURS PRE-
MIERS DE LA FORME 4 w H- 1, ET DE CE NOMBRE LUI-MÊME.

FORMULES ET APPLICATION A LA RÉSOLUTION COMPLETE, EN

NOMBRES ENTIERS, DES ÉQU\TIONS INDÉTERMINÉES, S l -

MULTAJNÉES,^ ~ X~ -+- ( X + l ) 2 ET ƒ = 3 * + ! 3 + l ) 2 ;

[FIN (*).]

PAR M. E. DE JONQUIËRES.

V. Actuellement, pour passer du système de valeurs
de x et day qu'on vient d'écrire à un autre système du
même groupe (EB) qui nous occupe, il suffit de changer
dans l'expression de x, et en même temps dans celle de

y, le signe du produite, bt 5011 obtient ainsi un deuxième
système de valeurs. Pour en obtenir un troisième, il
suffit de changer le signe du produit <]2b2 dans les
mêmes expressions de x et y, et ainsi de suite pour les
suivants. On obtient donc d'abord, en procédant de la
sorte, autant de systèmes nouveaux de valeurs de x et de
y qu'il y a de produits tels que aib)^ a2b2^ cVst-à-
dire autant qu'il y a de facteurs / o / a j / à i • • • 1 Jn\
donc 72.

Cela fait, pour obtenir d'autres valeurs conjuguées de x
et de?', il fa ut changer à la f ois, dans les deux formules (1),
les signes de deux produits tels que <2iZ>l5 o%b^ et cette

T , . , / * ( « — 1 ) , ,

opération donne lieu a—• systèmes nouveaux de
valeurs correspondantes de x et dej .

(*) Nouvelles Annales, 2e séiie, t. XVII, p. 'i\ i .

Ann. de Mathémat., ie soi i<>, t. XVII. (Juillet . S78.J H)



On continue ces changements de signe, en les faisant
porter successivement sur trois, sur quatre, etc., pro-
duits (ab) à la fois, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à les
prendre en nombre inclusivement égal à la moitié du
nombre n. Seulement il y a deux casa considérer, selon
que n est pair ou impair.

Lorsque n est pair (n •==. 2/i'), il arrive que, dans le
dernier groupe de ces permutations, celui où les produits
ab sont pris nf à n!\ les valeurs de x et de y ainsi obte-
nues se répètent deux fois chacune, de telle sorte que,
pour avoir le nombre exact des solutions distinctes ajou-
tées de ce chef, il ne faut compter que la moitié de celles
de ce groupe. D'api es cela, le nombre total de ces com-
binaisons diverses, et par suite celui des systèmes de x
et de 7 , sont donnés par la somme

? n
i -u o ri -| —i . } i . •> . o

/ / 9 n' — î 9 / ' — ° i . . ° rtr — / /

1 I . > . -y . . /7

Lorsque n est impair [n = ^ n' -\~ î j , la règle générale
s'applique sans modification, jusques et y compris le
groupe où les facteurs (ab) dont on change à la fois le
signe primitif sont pris nf à n'', et le nombre total des
systèmes de x et de y est égal à

{î n' - h î ,in'
I +

> n --1- i i ? n

î . > 3

on' in'— T . . 9 n' — / / — 9

î > 3 . . . n'



c'est-à-dire Je môme que dans l'autre cas, algébrique-
ment parlant.

VI. Quant au nombre N lui-même, sa décomposition
en une somme de deux carrés suit la loi suivante.

Si N2 est le produit /J ƒ> de deux facteurs

/ ; —a] -f- b\ et /;— a) H- b[ ,
on a

où L2 et P2 ont pour, valeurs types

L2 —- axa, — bt b2 et P.. — <7, 6, -f- a2b{.

L'autre décomposition, dont N est susceptible dans ce
cas, se déduit de la valeur type qu'on vient d'écrire, en
changeant à la fois dans L2 et dans P2 le signe de at An

ou, ce qui revient au même, de bt tout seul.
Si N3 est le produit ft f^ f% de trois facteurs, c'est-à-

dire d'un facteur de plus f%{fz — ci] -f- b\ ) que dans le
cas précédent, la décomposition est

N3 = L; -4- V] ,

où L3 et P3 ont pour valeurs initiales, en fonction de L2

et de P2 ,

U = a3L2 — biPi et P> — a2P, -h £2P2 .

Les trois autres décompositions se déduisent de celles-
ci, en y changeant successivement et à la fois, dans L3 et
P3 , les signes de bK, de &2 et de bz.

Si N; a un facteur de plus (fk = a\ -f- b\), la décom-
position type est



où L< et P4 ont pour valeurs initiales, en fonction de L3

et P, ,
L,-r/4L3 — £4P3 et P ^ ^ P - H ^ L J .

Les sept autres décompositions dont N4 est suscep-

tible dans ce cas se déduisent de celle-ci en y changeant

successivement, dans L4 et P4 à la fois, les signes de i1?

/>2Î^3I^4I puis de ij^a, bi A3 et&ji*.

En généra], si Nn se compose de tt facteurs (supposés,

comme dans ce qui précède, à la première puissance),

le /2ieme ayant pour expression JH -~ al •+-&*, la décom-

position type, parmi Ies2"~1 dont JN „ est alors suscep-

tible, est

oùL n et P,, ont, en fonction de L n - 1 e t P n _ t , c'est-à-

dire en fonction des valeurs de L et P dans la décompo-
JN

sition type de " z=. L;̂ _, H-P/Z_ t, les valeurs initiales

suivantes :

LM - anL«., — bH PM_, et Pw = /?;| PM_, -f- ̂ «Lw_,

Les 2" ~ ' — 1 autres décompositions se déduisent de

celle-ci, en y changeant successivement, dans Ln et P,, à

la fois, les signes àahi^h^ . . . , &„, pris d'abord un à un,

puis deux à deux, puis trois à trois, etc., et enfin /?' à n!',

si n = 2tif -\- 1, et en ne prenant que la moitié du

nombre de ces combinaisons « 'à / / , si /z =. 2 7i', comme

on l'a déjà dit pour le cas où le nombre à décomposer

esi.V.

VII. Les formules des § IV et V donnent lieu à une

auire remarque importante.

Toutes les décompositions de IN2, à quelque espèce



qu'elles appartiennent, dérivent de celles de N (les-
quelles sont au nombre de a""""1, toutes différentes entre
elles), soit par la formule de décomposition simple

(2) H ' = ( L , ' - I V ) -f.2L

soit par la formule double

: 3 ) N' i - (Li U> qz P~; Pt, l-\- (L,~Pi' m 1

dans laquelle On doit prendre successivement les signes
supérieurs et les signes inférieurs ensemble.

Or il est remarquable que les in~1 décompositions
qui dérivent de la formule (2) composent à elles seules
toutes les décompositions de la dernière espèce (E„), et
que les formules (3) n'en fournissent aucune de cette
espèce. Pour le démontrer, il suffit de prouver :

i° Qu'elles sont toutes différentes entre elles, donc en
nombre effectivement égal à 2"-1, ainsi que le comporte
l'espèce (E„) ;

i° Que, dans chacune d'elles, les deux nombres com-
posants n'ont aucun diviseur commun, ce qui est le ca-
ractère propre et distinctif des décompositions de cette
espèce.

En premier lieu, si deux de ces décompositions, telles

que (L; —P; ' f H- ^ U P I ' et (L\—V\Y -h >L,P,\ par
exemple, étaient les mêmes, on aurait Lij — P* = L\ — P*',
car, LJPJ étant impair, on ne peut supposer qu'on eût
L; — V\ = 2L2P2etLJ—P] ~ aLtPj. Mais, en consi-
dérant celles de N, toutes différentes entre elles, d'où
elles dérivent respectivement, on a

jX^L; -t- p-; =L] -h p.:,

d'où Ton conclurait, en combinant ces deux égalilé^



par voie d'addition et ensuite de soustraction, Li = Lg

et Pi = P2 , contrairement à l'hypothèse. Donc les deux
décompositions dont il s'agit sont nécessairement diffé-
rentesj comme celles d'où elles dérivent.

En second lieu, les deux nombres Lt
2 —P* et 2L,-P,-

sont premiers entre eux 5 car, si L, est pair, P, est im-
pair, ou inversement} donc Lf —P t

2 n'admet pas le
facteur 2. En outre, Lt et Prêtant, à cause de la com-
position du nombre N, premiers entre eux dans la dé-
composition N = Lf -f- Pf, tout diviseur de L; Pf qui
diviserait Lt

2 — P/ devrait diviser Lt
2 et Pf \ d'où il s'en-

suivrait que Lt et Pt- ne seraient pas premiers entre eux,
contrairement à ce qui a lieu.

La proposition énoncée se trouve donc établie, et il
eu résulte que toutes les décompositions provenant de
la formule double (3) font partie des n— 1 premières
espèces, mais jamais de la dernière (En).

Observons encore que les décompositions de cette der-
nière provenance sont en nombre double de celui des
combinaisons deux à deux des nombres composants
L touP/, à cause des doubles signes de la formule (3) ;

2«— 1 ( 2"~~l I )

donc il y en a 2 • Or il en existe, comme

on l'a vu, 2"-1 autres, provenant de la formule (2). Par

conséquent, les formules (2) et (3) ensemble en four-

nissent a"-1 -H 2 2* X 9'1 ' ~~— = 22>~1> = 4"-1 , c'esl-

à-dire autant qu'il y a d'unités dans le carré de2"~1,
nombre des décompositions de N.

On sait d'ailleurs que le nombre effectif des décom-
, . , 3"— 1 3»__ Ï

positions de JV est • ? et, comme on a <C 4" •>

dès que n^> 2, il s'ensuit nécessairement que queîques-
unos des décompositions fournies par les formules (2)



et (3) se répètent-, mais cette répétition se présente seu-
lement parmi celles qui dérivent de la formule (3), et
jamais parmi celles qui dérivent de la formule (2),
puisque celles-ci, toutes différentes entre elles, sont en
nombre précisément égal à 2""1, c'est-à-dire n'excédant
pas le nombre de celles qui composent l'espèce (En)
qu'elles concourent seules à former.

Par exemple, dans le cas où IN — fY f<> f% se compose
de trois facteurs simples, les formules

= LL - P,

IN L,L -1- P2P, -J- L P — P,L4 ,

ne foulque répéter respectivement celles que fournissent
les formules

L , L , — P ,P 4 - f L , P -f- P , L , ,

L , L - P , P , -t L , l ' , — l \ L , ,

les quatre valeuis de N en fonction de L t , Pj ; L2, Po}
L 3 ,P 3 ; L4,P4 étant d'ailleurs supposées écrite^ dans
l'ordre symétiique qui se presente le plus naturellement.

VIII. Afin de rendre plus clair tout ce qui précède,
notamment la règle indiquée (\ ) pour les permutations
de signes, nous allons en faire quelques applications algé-
briques et numériques, en ayant soin de prendie les
dtu\ cas de n pair et de n impair.

boit d'abord n paii et N = f\J>J> f>-



Les formules ( i ) développées donnent

*=[a\-b\)[a\-b\)[a\-b\)[a\-b\)

— 4 a\b\.atb%{al — bl ) [a
— ^.a7b2.a3b-[a] — b\ ) a

-f- i a 2 b 2 [ a ] — b ] ) [ a \ — Z>L' ; [a'\ — b\ .
- \ - i a z b , { a ] - b ] ) { a l - b\)\a\ - b\ ,
- h n a k b A ( a ] — b ] ) [ a \ — ^ ^ ; « ; — b\)
— 8 nKb^aJ)z.azbz[a\ — />J j
— 8/7, b^aib^a^b^ [a\ — b] )
— 8 o, /; |. a3 b:). af, &4 ' a \ — b l )
— 8 a2b7.nAb3,aAbi[a2

l — b] ) .

Si nous désignons par les lettres romaines A, B, C,
D, E, F, G, H, dans la valeur de x, et par les mêmes
lettres accentuées A', IV, . . . , H', dans la valeur de y,
les huit termes dont ces valeurs se composent respecti-
vement, pris dans l'ordre symétrique où ils y sont écrits,
ces indices mnémotechniques nous permettront de pré-
senter sous une forme plus brève et plus claire le tableau
ci-après des systèmes de valeurs conjuguées de x et de y,
qui sont ici au nombre de 24"1 — 8, savoir :
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Coiiforniément à la règle donnée (V) pour le cas de
n pair, on n'a eu égard ici qu'aux changemenls de signes
simultanés des produits a {b^^a2b^ aibi^ a^b^a^b^ <74£4,
ceux des trois antres combinaisons <72&2, «3^3; a2b2<
#4&4; #363, #464, ne faisant que répéter les trois pre-
mières, comme on peut s'en assurer.

Comme exemple numérique, prenons

1\ r : 32045 = 5.13.17.29
- - 2 2 - f - I ' ) ( 3 ; - r - 9.*) ( 4 2 - h I 2 ) ( 5 2 — 2 2 .

On a ici

n x ~ *>, « , — i , a

a —

a,=-5, bt

— b] -— 3 , axbx -= 2 ,

;2 z= 5, a A,

cizbz- 4 î

a^bi- i o .

Le premier système du tableau donne, tons calculs
faits, les valeurs

jr - v — B — G - D — E — F — G -4- FI r 313 >3,
j zz- V-i- B'-f-C'-i- D'— E7— F'— G ' - H'-_- — (5-64,

et
x<1 •+• J'2 ~- 3i3'i3 -^6764 =981130329

4- 45751696=1- 1026882025^-32045 .

Si l'on prend les valeurs du huitième système, par
exemple, on trouve, tous calculs eilectués,

.r . _ A -+- B -f- C — D — E -i- F H G -'- II = 3?o3;,

>̂ _ . — M-h B'-i- G — W~ E'— F'— G'-r-ll '- - 716;

d'où

.* -i- > - =: 02007 -1-716 z= 1026369369 - - 5i2,656

r= IO26882O25 =--

1 \ . Ai'liR'llcïiiHMit , prenons n impair et >l égal à



ê> foi mules i) développées donnent

b\) {a

b\) [a

b\)[a'h-b\)

b\" [a[ - b\)

b\) (a\ - b\)

b\) {al - b{)

- _j <74 b 4 . a yb0[a2
x — b \ ) [n2, — b \ ) a ^ — b \ j

— 16 albl.a>b2.aób3.altbi |

- i - i G. a, 6 , . a b2.nAb^.abbb{n2
i

— I 6 . 1} b> . <7.j ^3 . rt4 #„ , tf5 &a r̂t j' b*)

^,a,bAa\-b^[al-bl a-A - b\) [a\- b\

KIJ.M: -b\\[a\ - b\ [a\ — b\)a\ — b\\

- 8 aj>{ . « ^ Î . « 3 ^ 3 (« t — ^ (<7j — ^ i

- 8 fl161.fli6..fl,é4(fl- — AJ) ^2 , — 61 ,

- 8 a{b^azb2 abbö 'Ka\ — b1 a\ — b\\

— 8 .</, bK .aobz.ci4 b, ^a2 — b" n'^ — b^

- S. at b{.<?3 b3 aJ)b\(i-} — b\ {a* — b^

— 8 . a, b i . ak b, a^bb[(i\ — b\ a ^ — b ,

- 8 . « 2 ^ 2 a^b^.aj)^ a\ — /;;' r ' J — /^

— S .alb1.aib^.abbb ci (
 7> J ^ ^ — /> ^

*6.<tibi axb,.rta^& fl* — ^ " « — ^

8 <?d />>„ .rt4b4.ab ba a\ - b] ri[ — /»^

3 2 axbx.aibi.aj,^ (isb+.aób^

s, commeu drbbiis (Mil), pdi les



( 3oo )

premières lettres de l'alphabet romain, les seize termes
dont se compose la valeur de x, en les prenant successi-
vement dans Tordre symétrique où ils sont écrits, et si
nous faisons de même pour les seize termes de y, avec
les mêmes lettres accentuées , nous pourrons écrire le
système type des valeurs de x et y ci-dessus, sous la
forme

.r ~ A — B — C — D — E — F — G — I I — I — J — SC

-f- L H- M 4 - K - i - O + P .

y - A' -f- B' -f- C' -h D' -f- E' — F' — G' — H' — I' — J'
_ K ' — L — M' - X — O' -f- P ' .

Effectuant ensuite sur ce système type, qui résulte
directement de l'application des formules (1), les
permutations de signe indiquées au § V, on forme
le tableau suivant, qui comprend les 2S~1 = 16 sys-
tèmes de valeurs conjuguées de x et de 7 , dont se com-
pose le cinquième groupe ou la dernière espèce (E3)
parmi les cinq espèces formant en totalité les

systèmes de décomposition dont JN2 e t̂ ici susceptible.
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Obtenu par le changement de signe du ou des produits H



Soit, comme exemple numérique,

N — i i 8 5 6 G 5 — 5 . 1 3 . 1 7 . 0 Q . 3 7

- 2 2 - j - I 2 ^ 3 2 — 2 2 ) ( 4 ^ - - H 5 2 « 0 ^ 6 - l ,

d'où
a\ — b\ - 3 et axbx — - ?,

a\ - bz - 5 a>hl ~ 6,

a — b] - n a,b, ~ 4 ,

a\ — l>\ 2 1 «4^é 10,

< - »̂; - 35 ^/;5 _ 6.

Les valeuis conjuguées données par le onzième sys-
tème, par exemple, sont

- u L + M ~ N ~ O - f - P - 1112703,

y = M — B' — C' — D' -4- E' — F' — G' -t- H' — V -f- J' — K'

— V — M' -t- N' — 0 ' -L- Pf - 409504.

e(, par suite,

25 ""- n850()5.

X. Si Ton voulait obtenir l'une des décompositions
de N2 qui, dans l'exemple numérique précédent, appar-
tiennent à Tune des autres espèces, à la quatrième par
exemple, et qu'on voulût avoir, parmi celles-ci, Tune
de celles (au nombre de huit) dans lesquelles x2 e t j 2

ont le facteur commun 3j , il suffirait d'éciire

U2 -h \ 2 représentant Tune des huit décompositions de
dernière espèce du nombre N = *). i3 . 1 j . 29 dont nous
avons donné le tableau au § VIII.

Il n'est pas nécessaire de s'étendre là-dessus davantage.
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XI . Examinons en second lieu le cas où le nombie
N est de la forme j * . ƒ \ . f\ . . . ƒ , ; , les facteurs pre-
miers, de la forme /\n -f- i, y entrant aux puissances
respectives, or, [S, y, . . . , v, et non plus à la première.

Les formules ci-dessus, notamment la formule fonda-
mentale (i), sont encore applicables à ce cas, à la seule
condition qu'on écrive N = ƒ, ƒ,ft. . . ƒ>ƒ>ƒ,. . . / 3 / 3 / ; . . .
et qu'on le considère ainsi comme composé de

n - a —- p -L- y — .

facteurs du premier degré, comme précédemment. Mais
alors, comme plusieuis des nombres a1? «2, «3, . . . et
&!, ô? b^ . . . sont égaux entre eux, respectivement, cette
égalité entraîne des simplifications dans la forme des
expressions résultantes, et des réductions dans le nombre
des termes dont ces expressions se composent. En outre,
il y a des réductions dans le nombre total des décompo-
sitions qui composent le groupe (E„), ainsi que dans tous
les autres. On sait, en effet, que dans ce cas le nombre
des décompositions de N est donné par la formule

= 1 ,-,.

et celui de JV par

au lieu de

T-r 7 (-*.+ -. et I' = i [3^-» + + ' - i j ,

qu'on avait dans le cas où les facteurs, en même nombre
effectif d'ailleurs, étaient tous différents et du premier
degré. Quant à ces réductions qui se produisent alors,
elles tiennent à Tune des deux causes suivantes ;



Tantôt deux ou plusieurs décompositions, qui sont
distinctes dans le cas général, deviennent identiques
d'une espèce à l'autre ;

Tantôt elles se réduisent à la décomposition illusoire
JS2-f-o.

Par exemple, dans le cas particulier où N a la forme
J\JU c'est-à-dire y ! ƒ2 ./à? où f*=fz^ le nombre des
décompositions de N2 s'abaisse de

- (3J — i, ^ i3 à - ( 3 . 1 - r = 7,

savoir deux de première espèce, trois de seconde etdeux
de troisième, et si fx =ƒ> ~=zfz') ou JN =JÏ, le nombre

des solutions n'est plus que de - [(2.3 -h 1 • — 1 ] = 3,

dont une de chaque espèce.
Mais il y a à faire sur ces décompositions d'autres 1e-

marques plus importantes, dont la démonstration ne
présente pas de difficulté.

Bien que le nombre JN = fxj\f\ • . . ƒ'„> composé de
// facteurs (de la forme /\l -f- 1) élevés respectivement à
des puissances marquées parles exposants a, /S, ..., >, se
décompose de I manières différentes en une somme de
deux carrés (I étant égal à

et le - qui est en excédant quand le produit est impair

comptant pour 1), il n'existe, parmi ces I décomposi-
tions, que 2//~1 décompositions dans chacune desquelles
les deux carrés soient premiers entre eux, et elles exis-
tent toujours, de telle sorte que, sous ce rapport, le
nombre N se trouve exactement dans le même cas que
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si tous les facteurs j\,ƒ*,. . . , f,, n'y entraient quà la
première puissance.

Par exemple, le nombre 5 3 . i 3 2 . i 7 , qui comporte
douze décompositions, n'en a que quatre, c'est-à-dire le
môme nombre que 5 . i3 .17, dans chacune desquelles les
deux carrés soient premiers entre eux, et ce sont celles
qu'on obtient en regardant comme simples les trois fac-
teurs composés, mais premiers entre eux. 53, i32 et 17,
savoir

5 3 . i 3 \ i7 —599 -4- i85 —067- -t- 19'î2

— 53^ 4- 266-' = 409^ -f- 4382,

Dansles I— 2n~i autres décompositions de N, les car.
rés composants ont pour facteur commun l'un des pro-
duits qu'on obtient en combinant un à un, deux à deux,
trois à trois, etc.,et enfin n à ;j,les facteursfu f^f5r..,
ftn affectés chacun d'un exposant pair, respectivement
moindre que celui a, / ? , . . . ou v dont ils sont affectés
dans N.

Dans l'exemple numérique ci-dessus, les huit décom-
positions qui n'ont pas été écrites sont : i° les quatre
qui ont 52 pour facteur commun et dont la partie décom-
posée correspond au produit des trois facteurs 5.i32 .17,
savoir

52(54' + 1072;, 5^98^4-69%,

5?^n4- H- 372 , 5'(118' -h2i2
y ;

20 les deux qui proviennent de i3 2 (53.i7) et qui sont

i3-'(4'22 -f- 192;, i32(46-4- 3');

3° enfin les deux qui proviennent de J 2 . I 3 2 (5.17), qui
ont 52 . i32 en facteur commun et sont

5 - \ i 3 2 • <72 - t - 6 2 ; , 5 \ i 3 ? . v 9 2 - } - a ' i .

En conséquence, les décompositions de IN2, dont le
Ann.dc Mathêmat., 2e série, t. XVII. (Juillet 1S78.) 2O
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noinbi e total est

ne contiennent, comme faisant partie de la dernière es-
pèce (Ew), que celles qui dérivent des 2"~* décompositions
de N où les cariés sont pi entiers entre eux, par la for-
mule fondamentale (L;' — V2,)2 -t- 2L,P, , absolument
comme dans le cas ("S II) où il n'entrait dans iN" que n fac-
teurs à la premièie puissance, et toutes les autres appar-
tiennent aux //— i premièies espèces, dans chacune
desquelles les deux carrés composants ont un diviseur
commun.

En résumé, que i\ soit composé de n facteurs du pre-
mier degié, de la forme 4 A H— I , OU de n de ces facteurs
élevés chacun à une puissance quelconque, il y a toujours
'An~l dé Mmpositious de ce nombre dans chacune des-
quelles les deux carrés sont premiers entre eux, et pas
davantage, et ces c>n~i décompositions donnent naissance,

par la foi mule (L, —P?)2 -h 2L fP, , à un paieil nombre
de décompositions du carié JN2de ce nombre, lesquelles
jouissent seules de la même propriété parmi toutes les
autres décompositions dont JN2 est susceptible et compo-
sent exclusivement la dernière espèce (E,J de ces décom-
positions ; ce qui est assurément un fait digne de re-
marque.

XI. Entre autres conséquences de la théorie qui vient
d'èire exposée, ou en déduit une réponse piécise à cette
question :

Quels sont les nombres entiers dont chacun jouit de
la propriété d'être égal à la somme des carrés de deux
nombies eniiei s consécutifs, et d'avoir pour carré la



somme des carrés de deux autres nombres entiers con-
sécutifs.

En d'autres termes, elle fournit une solution com-
plète du système des équations indéterminées

J z=zx* -f- [X-+- i ) 2 , J 2 — Z 2 - f - ( s - + - l ) > ,

en nombres entiers.

Observons d'abord que y est impair et ne peut avoir
pour diviseurs premiers que des facteurs de la forme
4^-{-i. En effet, s'il en avait d'autres de la forme
4&-H 3, il faudrait, comme on sait, pour que la décom-
position de y en une somme de deux carrés fût possible
d'une manière quelconque, que ces facteurs fussent cha-
cun en nombre pair, c'est-à-dire que leurs produits M2

fût un carré; on aurait donc, en appelant, comme ci-
dessus, N le produit de tous les autres facteurs de forme
4A-4- i,

On sait d'ailleuis aussi que, ni M, ni M* ne sont en
aucune façon décomposabies en une somme de deux
carrés; donc, si a2-+-^2 représente l'une quelconque
des décompositions de N, la décomposition correspon-
dante de y aurait la forme y = M2 (a2 -f- (32), ou
j-r=M2a2-f-iM2(52.

Or le plus petit facteur premier de la forme j\k: -f- 3
étant 3, il est impossible que la différence entre Ma et
M,6 ne soit que d'une unité, comme l'exige la première
condition»de l'énoncé.

Cela posé, si un nombre y satisfait aux équations
proposées, son carré ne peut donner lieu à une décom-
position telle que y2 = z2 -h (z -h i)% que si cette dé-
composition fait partie de la dernière espèce (Eft) parmi
toutes celles quej2 est susceptible de recevoir; car, pour
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toute décomposition j 2 =̂= u1 -t- v2 qui ferait partie de Tune
quelconque des autres espèces (E! ), (E 2 / , . . ., (Er t_1;,
les deux nombres w, v auraient pour diviseur commun,
comme on l'a démontré plus haut, l'un <p des facteurs de
7, simples ou multiples, premiers ou composés. Or le
plus petit de ces facteurs, de forme J\h - j - i , étant 5, la
différence entre u et y, qui est de la forme o(u'— i/), est
au moins égale à cp, donc a fortiori au moins égale à 5, ci
ne peut, en aucun cas, être é^ale à l'unité comme l'é-
noncé de la question l'exige.

C'est donc parmi les décompositions de l'espèce (E„)
seules qu'on peut rencontrer la décomposition

-_-_ z* A- z

Or, toutes les décompositions de l'espèce ( E„ ) sont,

d ' a p r è s ( V H ) e t ( X I K d e l a f o r m e ( L , 2 — P , 2 ^ Û \
les nombres entiers L, ,PO dont l'un est pair, et l'autre
impair, étant tels qu'on ait y = L2 -f- Pt

2. Soit LL le plus
grand de ces deux nombres, et posons, a étant un
nombre entier positif, L, = P, -f- a \ d'où

y- — v2aP, -4- a2 - --t- [iVi -h 2aP;
 2.

La seconde condition du problème consiste en ce que

/ ( 2 a P , - r — 2Pr-4-2aP. = zt i
(4) ou

( a* - 2 P , 2 z î z i .

Il en résulte, comme on sait, que les deux nombres
entiers a, Vt sont, l'un a le numérateur, l'autre P, le dé-
nominateur d'une quelconque des réduites de Ta fraction
continue suivant laquelle se développe la racine carrée

de 2, savoir d'une réduite de rang impair f la première

étant - ) si l'on prend le signe -h dans le second membre



de l'équalion (4^, cl d'une réduite de rang pair si Ton
prend le signe —

Ces réduites consécutives sont

T i 3 7 17 4i 9g 23e,
( O ) - 9 - ? - ? • 5 5 5 ~ T ~ ' " • ' t t C -

o 1 'j 5 12 2(j 70 iluj

Actuellement, la première condition du problème
exige que dans la décomposition L; -r- Pt

2 de )', d'où dé-
rive directement celle j 2 — (Lf — Pt

2 j 2 -f- 2L,1\ que
nous venons de considérer, les nombres composants Ln P,
ne diffèrent entie eux que d'une unité; en d'autres
termes, il faut, non-seulement que a soit le numérateur
de Tune des réduites ci-dessus, dont P^ serait le dénomi-
nateur, mais encore que ce numérateur soit égal à l'u-
nité.

Or, si Ton exclut dans la suite (5) la première réduite

qui donne la solution illusoire P, =. o, on voit que la sui-

vante - est la seule qui remplisse les conditions exigées.

On a donc
P , OU X : l , a I , ht — *?,

d'où

et ensuite

y = L/ — p; > -f- 2~L7P, = 32 -f- 42 ~ 5\

Ainsi le système des valeurs x = 1, z=^3,;) ' — 3 est le
seul qui résolve la question proposée.

Remarque. — On conclut aussi de là que l'équation
indéterminée du quatiième degié

T
.r1 -,- o 7 ** -r- 2 r2 ? — — 3 Z -t- I

2

n'est pareillement satisfaite que pjr les valeurs conju-
guées x = 1, z — 3 ;



Et encore que, parmi l'infinité des systèmes de deux
nombres entiers consécutifs u et (w -f-1), dont le produit

w(«-f- i)est égal à un nombre triangulaire - z[z-\- i ) ,

il n'y en a qu'un seul, savoir 2 et 3, dans lequel le plus
petit des deux nombres soit égal au carré d'un nombre
entier augmenté de ce nombre lui-même, 2 = 12 -f- 1, et

l'onaa.3 = H
1

Nota. — Le lecteur, se référant à la page 2^2 (yoir la livraison de juin ),
ligne 1 en remontant, est prié d'intercaler la parenthèse suivante entre
le mot « espèce » et le mot « dans » et avant la virgule :

(c'est l'espèce désignée par E„_, , selon la nolation
adoptée).


