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ETUDE SUR LES DECOMPOSITIONS EN SOMMES DE DEUX CARRES,
DUCARRE D’UN NOMBRE ENTIER COMPOSE DE FACTEURS PRE-
MIERS DE LA FORME 4 -+ 1, ET DE CE NOMBRS LUI-MEME.

FORMULES ET APPLICATION A LA RESOLUTION COMPLETE, EN
NOMBRES ENTIERS, DES EQUATIONS INDETERMINEES, Si-
muLrankes, s == x° + (1 1) Er )P =3+ (2 4- 1)’

[Fix (*).]
Par M. E. e JONQUIERES.

V. Actuellement, pour passer du systéme de valeurs
de x et de y qu'on vient d’écrire a un autre systéme du
méme groupe (E,) qui nous occupe, il suffit de changer
dans I'expression de x, et en méme temps dans celle de
¥, lesigue du produita, b, ; on obtientainsi undeuxi¢me
systtme de valeurs. Pour en obtenir uu troisi¢me, il
suffit de changer le signe du produit a;b, dans les
mémes expressions de x et y, et ainsi de suite pour les
suivants. Oun obtient donc d’abord, en procédant de la
sorte, antant de systémes nouveaux de valeurs de x et de
y quil y a de produits tels que a,b,, a,b,, c’est-a-
dire autant qu’il y a de facteurs f,, fo, f3, .
donc n.

cey Jns

Cela fait, pourobtenir d’autres valeurs conjuguées de x
etdey, il fautchanger & la fois, dans les denx formules(r),
les signes de deux produits tels que a,b,, asb,, et cette

L. . cnfln—1
opération donne lieu a — ) systémes nouveaux de

valeurs correspondantes de x et de) .

(*) Nouvelles Annales, 2° séiie, t. X VI, p. 21,
Ann.de Mathémat., »¢ série, t. XVIL (Juillet 1858, 1
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On continue ces changements de signe, en les faisant
porter successivement sur trois, sur quatre, eic., pro-
duits (ab) a la fois, jusqu’a ce qu’on soit arrivé a les
prendre en nombre inclusivement égal a la moitié du
nombre n. Seulementil y a deux cas a considérer, sclon
que 7 est pair ou impair.

Lorsque 2 est pair (n =2n'), il arrive que, dans le
dernier groupe de ces permutations, celui ot les produits
ab sont pris 7’ a n/, les valeurs de x et de y ainsi obte-
nues se répétent deux fois chacune, de telle sorte que,
pour avoirle nombre exact des solutions distinctes ajou-
tées de ce chef, il ne faut compter que la moitié de celles
de ce groupe. D'apiés cela, le nombre total de ces com-
binaisons diverses, et par suite celui des systémes de x
ct de 7, sont donnés par la somme

’ r ’ ’ ’ ’
2n o2n — 1 27 on —1 20 — 2

P -~on o e - + + ...

— gl —i A=

Lorsque nestimpair (7 == 2 n' + 1), la régle générale
s’applique sans modification, jusques et y compris le
groupe ou les facteurs (ab) dont on change a la fois le
signe primitif sont pris 7' 4 n', et le nombre total des
systémes de & et de y est égal a

(on' 41,20

1.2

1+ 2n 4+ 1 +

! 4 ’ \
it Ay on 'on — 1

1.0 3
.l I \
on' = on' >n'—1

.o —n—o2

— 2N — HN—1
1 > 3 n' =2 =
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¢'est-i-dire le méme que dans V'autre cas, algébrique-
ment parlant.

VI. Quant au nombre N lui-méme, sa décomposition
en une somme de deux carrés suit la loi suivante.
SiN, est le produit £ f, de deux facteurs

Si—al 4 /If et fi—=al 4+ 07,
on a

N,— Li -+ Pj N
ou L; et P, ont pour valeurs types
L,—aa —Dbb, ¢t P,-=a,b, 4+ ayb,.

L’autre décomposition, dont N est susceptible dans ce
cas, se déduit de la valeur type qu'on vient d’écrire, en
changeant a la fois dans L, et dans P, le signe de «, 4,,
ou, ce qui revient au méme, de b, tout seul.

Si N; est le produit f; f; f; de trois facteurs, c’est-a-
dire d'un facteur de plus f3(f; = a} -+ b}) que dans le
cas précédent, la décomposition est '

N, =L} + P?,

ou L, et Py ont pour valeurs initiales, en fonction de L.,

etde P,,
I,—a,L, —b5,P, et P,—=a;P, -+ b,P,.

Les trois autres décompositions se déduisent de celles-
ci, en y changeant successivement et a la fois, dans L; et
P;, les signes de by, de b, et de b;.

Si N, a un factear de plus (f, = a} + b}), la décom-
position type est

N; =L? + P},
l(.)'
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ou L, ¢t P, ont pour valeurs initiales, en fonction de L,
et Py,
L.~ aL,—5P, et P,— a/P,-+ bL,.

Les sept autres décompositions dont N, est suscep-
tible dans ce cas se déduisent de celle-ci en y changeant
successivement, dans L, et P, & la fois, les signes de &,,
by, by, by, puis de by by, by by et b, b,

n général, si N, se compose de n facteurs (supposés,
comme dans ce qui précéde, a la premiére puissance),
le n'»¢ ayant pour expression f, == a; + b}, la décom-
position type, parmi les 27~ * dont N, est alors suscep-
tible, est

N, = L/"; -+ [’;‘; ’
oul, et P,ont, en fonctionde L,_, etP,_,, c’est-a-
dire en fonction des valeurs de L. et P dans la décompo-
sition type de N." =L:,+Pi_,, les valeurs initiales

.fu

suivantes :
Ln = a L, — [’u P, et P,=—a, P+ [}ILLM—I

Les 27! — 1 autres décompositions se déduisent de
celle-ci, en y changeant successivement, dans L, et P, a
la fois, les signes de by, b,, ..., b,, pris d’abord un a un,
puis deux & deux, puis trois a trols, etc., et enfin n’ a r/,
sin=an'+ 1, ¢t en ne prenant que la moitié du
nombre de ces combinaisons n’ a n/, si n = 27/, comme

on 'a déja dit pour le cas ou le nombre a décomposer
est N2

VII. Les formules des §IV et V donnent lier 4 une
autre remarque importante.

Toutes les décompositions de N2, a quclque espéce
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quelles appartiennent, dérivent de celles de N (les-
quelles sont au nombre de 2"~1, toutes différentes entre
elles), soit par la formule de décomposition simple

2
(2) N:= (L} — P}) + 2L;P,

soit par la formule double

'3) Ne- (L;Ly :r_VPTP',: )l-y— (LiPy 2= Ly P, ;2,
dans laquelle on doit prendre successivement les signes
supérieurs et les signes inférieurs ensemble.

Or il est remarquable que les 2"~! décompositions
qui dérivent de la formule (2) composent & elles seules
toutes les décompositions de la derniére espéce (E,), et
que les formules (3) n’en fournissent aucunc de cette
espéece. Pour le démontrer, il suflit de prouver :

1° Qu’elles sont toutes différentes entre elles, donc en
nombre effectivement égal a 2"~*, ainsi que le comporte
Pespéce (E,);

2° Que, dans chacune d’elles, les deux nombres com-
posants n’ont aucun diviseur commun, ce qui est le ca-
ractére propre et distincuf des décompositions de cette
espece.

En premier lieu, si deux de ces décompositions, telles
que (L2 — P22 4 5L, P, et (L2 —P2)* + 51, P, , par
exemple, étaientlesmémes, on aurait L} — P} =L —P:,
car, L?P? étant impair, on ne peut supposer qu’on etit
L? — P! =2L,P,et L? — P} = 2L, P,. Mais, en consi-
dérant celles de N, toutes diflérentes entre elles, d’ou
clles dérivent respectivement, on a

N=L!—+P*=L? +P],

d’ont I'on conclurait, en combinant ces deux c¢galités



( 294 )
par voie d’addition etensuite de soustraction, L, = L,
et P, = P,, contrairement a I'hypothése. Donc les deux
décompositions dont il s’agit sont nécessairement diffé-
rentes, comme celles d’ou clles dérivent,

En second lieu, les deux nombres L? — P? et 2L, P;
sont premiers entre eux; car, si L, est pair, P; est im-
pair, ou inversement; donc L} — P} n’admet pas le
facteur 2. En outre, L; et P; étant, & cause de la com-
position du nombre N, premiers entre eux dans la dé-
composition N =L} + P}, tout diviseur de L; P; qui
diviserait L} — P/ devrait diviser L? et P} ; d’ou il s’en-
suivrait que L, et P; ne seraient pas premiers entre eux,
contrairement a ce qui a lieu.

La proposition énoncée se trouve donc établie, et il
en résulte que toutes les décompositions provenant de
la formule double (3) font partie des n — 1 premiéres
espéces, mais jamais de la derniére (E,).

Observons encore que les décompositions de cctie der-
niére provenance sont en nombre double de celui des
combinaisons deux a deux des nombres composants
L;ouP;, a cause des doubles signes de la formule (3);
O

donc il yena 2 - Or il en existe, comme
y ’

on I'a vu, 2"~' autres, provenant de la formule (2). Par
conséquent, les formules (2) et (3) ensemble en four-

on—1 ’211—1 — 1 )

nissent 2"~ ! - 2 — =22 = 4" Cesl-

a-dire autant qu’il y a d’unités dans le carré de 2",

nombre des décompositions de N.
On sait d’ailleurs que le nombre effectif des décom-

.. 3r—1 3 —1
positions de N* est —, et commeona — — < 4",

dés que n>> 2, il s’ensuit nécessairement que quelques-
uncs des décompositions fournies par les formules (2)
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ct (3) se répétent; mais cette répétition se présente seu-
lement parmi celles qui dérivent de la formule (3), et
jamais parmi celles qui dérivent de la formule (2),
puisque celles-ci, toutes différentes entre elles, sont en
nombre précisément égal & 2771, c'est-a-dire n’excédant
pas le nombre de celles qui composent I'espéce (E,)
qu’elles concourent senles a former.

Par exemple, dans le cas ou N = f f, f; se compose
de trois facteurs simples, les formules

”

M= LL —PP + LP—PL ,

N L.L « PP, = LP —p,L, ,

N (L,L, - DyP, —+ 1,k — PyL, ,

ne font que répéter respectivement celles que fournissent
les formules

—— e -

N L,L,—PP, -+ LP +PL, ,

N LL -PP, - L.i,—0L, ,

N L PP - LP,—DPL,,

les quatre valewrs de N en fonction de Ly, P,; Ly, Poj
L;,Pys L,,P, éant d’ailleurs supposées écrites dans
Pordre syméu ique qui se presente le plus naturellement.

VIIL. Afin de rendre plus clair tout ce qui précéde,
notamment la régle indiquée (V) pour les permutations
de signes, nous allons en faire quelques applications algé-
briques et numériques, en ayant soin de prendie les
dcux casde n pair et de n impair.

Soit d’abord n pait et N=f, f..f /..
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Les formules {1) développées donnent

o= (a? —b3)(a] — b3) a2 — 1) (a} — 63)

— hab.ab,(a} —b)(a] — b})
—fabiabilal— b3){a}—b}]
—4ab.abla;—b(al—b})
— 4 arbrab (el — b)) al — 02
— fonbrabal — b)) — b7
—4aybyab, at — b2 ) — b}
—16a,0,.a,b,. a,b,.a,b,.

y=aab(at —01)(al—0%)(at — 0)
- 2aby(al — b7 (ak — b2t — b,
+2a3b,(al — b)) (at — 0} ai — b}
+2ab(a} — b})(al — b\ al — b2

—8ab.ab..aby(a? — h?)

4

—8abi.ab.ab,{al — b2,
—8a,b.ayba.b; al — b))

— 8ayb,.a,b,. a, b4<a§ — b3

Si nous désignons par les lettres romaines A, B, C,
D, E, F, G, H, dans la valeur de x, et par les mémes
lettres accentuées A’y K, ..., B, dans la valeur de y,
les huit termes dont ces valeurs se composent respecti-
vement, pris dans l'ordre symétrique ou ils y sont écrits,
ces indices mnémotechniques nous permettront de pré-
senter sous une forme plus bréve et plus claire le tableau
ci-aprés des systémes de valeurs conjuguées de x et de y,
qui sontici an nombre de 2! = 8, savoir:
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Conformément a la régle donnée (V) pour le cas de
n pair, on n’a cu ¢gard ici qu’aux changements de signes
simultanés des produits a,by, a,b,: a,by, a3y a,b,,a, b,
ceux des trois autres combinaisons a,b,, a3b;: asbh,.
a,b,; ayby, a,b,, ne faisant que répéter les trois pre-
miéres, comme on peut s’en assurer.

Comme exemple numérique, prenons

N-=32045=5.13.17.29
= 2P+ 14) (3 2f) (2 +17) (52— 2t .

On a ici
a: 2, b—1, al —-b*—= 3, ab == 2,
a= 3, b, 2, a,—-b'= 5 ab,- 6;
ay=4, b — 1, a—0 15, aby,- 4
a,=05, b, -», a;—0b= o1, ab = 10

Le premier systéme du tableau donne, tous calculs
faits, les valeurs
cA\—B—C—-D—E—F—G-1II:z 3133,
) = A B+ C =D — E—F— G — H .- — (564,
et

2ty == 3133 - m = 081130329
-+ 45751696 == 1026882025 = J?O_IJ .
Si l'on prend les valeurs du huitiéme systéme, par
exemple, on trouve, tous caleuls effectuds,
r.-.A-+B+C—D—E+ F+G—'~~II:3903’,
y o N B O D B e G W

. /

~10;

7 + 'l() = 102{\3\»93()9 -- 51265

== 10268852025 == 3204J .

IX. Actuellementy prenons oo fmpaiv et N égal i

[ie 3 )i
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1) developpées donnent

v = a — b ay — b)) et —b2) (al — bt el — L)
— {a,b ayb,(a? — b?) [a? — bia — b2
— fabiasby(al — b2 a? — b?)(al — b?)

— dab.ab,’al — £ al — b (al —42)
- tab,.a,b, @ — biyal — :)(n:——b:)
-~ 4a,b,.a b, { al —b2) (al — b3) (al — b))
—ja, by abl (@l -—bt) a?— 1) al —b2)
— 40;/),.0,/),,( T —bi) al— /)il(aj — b
fa boa b (a? - b2)(a; — b} (al — b3)
— fayby.a,by(a? — bty al — b3 lal —- b}
~qa.b,.abjal — b2 \at — b al — b2
— 16 a,b.a,by.a,05.a,by (al — b}
—16.a.b,.a,b..a.b,.a,b;(a? — b?,
- 106.a,b..a by.a,b,.a.by la} — b2
~16 a/b,.a,b,.a,b,.a,b, (a? — b-)
—16.2,b,.a,9;.a,b,.a,b, |a; — b?)

y —o2ab (a? —02) (a2 — b2 a; — B2) (a, — b}
“-oa,b, al — by (al — L) @t — b)) (a2 - D}
e sayby - 03] (af — 0 (aF — b1 (a5 — B3

ra b, a; — b)) lal — by (@3 — b3) ai — b3)
- oaby(at — b a; — b3) a; —- b} (@ — b
-8 aibi.ahy aby(a, — b (a; N
-8 abab..a b, la;—b}) at—b°
-8 ab,.ab; agb, at — b ai — b,
—8.a,b,.a,by,.a,b, a* — b a®— b
-8.aibi.asby abya; — b7 at— b0
~8.a,b,.ab, a,bs( ¢t — 0w — b,
-8.a,b, aby.a b, a; =07 o =0
-o.a,byiagb . a.by hoat — b
3.0,0, ab,.a,by a; — b a — b
3 ab,.ab,.a,b, a} - b} al— b,

32a,b,.a,0,.a,l, a,b,.

B

nots 1eprésentons, conme i dessus (VHI)L par les



( 300 )

premiéres lettres de 'alphabet romain, les seize termes
dont se compose la valeur de x, en les prenant successi-
vement dans I'ordre symétrique ou ils sont écrits, ct si
nous faisons de méme pour les seize termes de y, avec
les mémes lettres accentudes, nous pourrons écrire le
systéme type des valeurs de x et y ci-dessus, sous la
forme

2=A—B—C—D—E—F—G—H—-T—J—K
+L-+M+N--0-+P.

y A 4B +C+D4+E —F—G —B —1—J
K — L' —MW — N — 0 P,

Effectuant ensuite sur ce systéme type, qui résulte
directement de Dapplication des formules (1), les
permutations de signe indiquées an § V, on forme
le tableau suivant, qui comprend les 2°7' =16 sys-
témes de valeurs conjuguées de x et de y, dont se com-
pose le cinquiéme groupe ou la derniére espece (Fy)
parmi les cing espéces formant en totalité les

3 —1

— I 121

systémes de décomposition dont N?* est ici susceptible.
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Soit, comme exemple numérique,

N = 1185665 =5.13.17.29.37
_ 92— 1% \32——-22)<4‘~—l" A2 .,:> \6. 1,

.
d’on
a —b - 3 e ab — o,
a, -b, - 5 a.b, - 0,
a —by- 13 ab. - 4,
a —bP a1 a,b, 10,
al - b2 _35 a,by — 0.

Les valeurs conjuguées données par le onzié¢me sys-
teme, par exemple, sont
12=A+B+~C—D—E—F+G—-H+1T—-J—K
+~L+M—N—0+4-P - 1112703,

3y =A—B —C—D +F —F —G +-H —1'-+J —K
— L — M -+ N~ 0+ P = fog5o4.

et, par suile,

L=y 1112703 — Jogbog

1{05801492225 -= 1185005.

X. Si I'on voulait obtenir 'une des décompositions
de N? qui, dans I'exemple numérique précédent, appar-
tiennent a I'une des autres espéces, a la quatriéme par
exemple, et qu’on voulit avoir, parmi celles-ci, 'une
de celles (au nombre de huit) dans lesquelles x? et 3

ont le facteur commun 37, il suffirait d’écrire
1=37. 0 3t -3n LV
U* + V* représentant I'une des huit décompositions de
derniére espéce du nombre N =15.13.15.29 dont nous
avons donné le tableau au § VIII.
1l n’est pas nécessaire de s'étendre la-dessus davantage.
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XI. Examinons en second lieu le cas ou le nombie
N est de la forme f. f%.f...f,, les factcurs pre-
miers, de la forme 41 + 1, y entrant aux puissances
respectives, @, 2, 7, ..., v, et non plus ala premiére.

Les formules ci-dessus, notamment la formule fonda-
mentale (1), sont encore applicables & ce cas, a la seule
condition qu’on écrive N=f, fifi... fofefo - [ofsSs- .-
et qu'on le considére ainsi comme composé de

n-oa— Gy
‘
]

facteurs du premier degré, comme précédemment. Mais
alors, comme plusieurs des nombres a,, as, a;, ... et
by, b,, by,. .. sont égauxentre eux, respectivement, cette
égalité entraine des simplifications dans la forme des
expressions résultantes, et des réductions dansle nombre
des termes dont ces expressions se composent. En outre,
il y a des réductions dans le nombre total des décompo-
sitions qui composent le groupe (E,), ainsi que dans tous
les autres. Ouv sait, en effet, que dans ce cas Je nombre
des décompositions de N est donné par la formule

et celui de N? par

1 =

1
:[9:'—1—1 2B -1 o= — 1l

au lieu dc

T——= o (o444 et ' — [3(0—!—4—4—‘_[}'

I
2

) : 1 les fac e br
qu’on avait dans le cas ou les facteurs, en méme nombro
effectif d’ailleurs, étaient tous différents et du premicr
degré. Quant a ces réductions qui se produisent alors,
elles tiennent 4 'une des deux causes suivantes ;
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Tantot deux ou plusieurs décompositions, qui sont
distinctes dans le cas général, deviennent identiques
d’une espéce a l'autre;

Tantot elles se réduisent a la décomposition illusoire
N? +o.

Par exemple, dans le cas particulieron N a la forme
Sfi1f2, cest-a-dire f,fs f3, ou fo = [;, le nomnbre des

décompositions de N* s’abaisse de

(3 —1, ==13 a

’

(3 5 —
35— 1 =7,

SR
ISR

savoir deux de premiére espcce, trois de seconde etdeux
de troisiéme, et si fy =f, = f;, ou N =/}, le nombre

des solutions n’est plus que de é [(2.3+ 1) —1]=3,

dont une de chaque espéce.

Mais il y a 4 faire sur ces décompositions d’autres re-
marques plus importantes, dout la démonstration ne
présente pas de difficulté.

Bien que le nombre N = f, 1% ft ... f7, composé de
n facteurs (de la forme 44 +- 1) élevés respectivement a
des puissances marquées par les exposants a, [, ..., 3, se
décompose de I maniéres différentes en une somme de
deux carréds (I érant égal a

ol B o B R e e

T . , . . .
et le - qui est en excédant quand le produit est impair
)

comptant pour 1), il n’existe, parmi ces I décomposi-
tions, que 2%~ décompositions dans chacune desquelles
les deux carrés soient premiers entre eux, et elles exis-
tent toujours, de telle sorte que, sous ce rapport, le
nombre N se trouve exactement dans le méme cas que
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si tous les facteurs fi,fs, ..., f, n'y entraient qu’a la
premiére puissance.

Par exemple, le nombre 5°.13*.17, qui comporte
douze décompositions, n’en a que quatre, c’est-a-dire le
méme nombre que 5.13.17, dans chacunc desquelles les
deux carrés soient premiers entre eux, et ce sont celles
qu’on obtient en regardant comme simples les trois fac-
teurs composés, mais premiers entre cux, 5°, 13* et 17,
savoir '

5513 17 = 5qgg* -+ 187 = 567 -+ 194?
= 535" + 266! = fog* + 438,

Dans les I — 2"~ autres décompositions de N, les car_
rés composants ont pour facteur commun 'un des pro-
duits qu'on obtient en combinant un i un, deux a deux,
trois & trois, etc., et enfin n a n,les facteurs £, 5, f5,...,
J.» affectés chacun d’un exposant pair, respectivement
moindre que celui «, £,... ouv dont ils sont affectés
dans N.

Dans P'exemple numérique ci-dessus, les huit décom-
positions qui n’ont pas été écrites sont : 1° les quatre
qui ont 5* pour facteur commun et dout la partie décom-
posée correspond au produit des trois facteurs 5.13%.17,
savoir

52 (54 + 1079*’, 5*{g8: + 6¢g°,,
5ir14 4372, 5 118 + 212 ;

2° les deux qui proviennentde 13 (5°.17) et qui sont
13: (427 +19®), 132(46°+ 31);

3° enfin les deux qui proviennentde 5%.13*(5.17), qui
ont 52.132 en facteur commun et sont

5:013%, 92 +- 6%, 5137 9P +-20 0.

En conséquence, les décompositions de N?, dont le
Ann.de Mathémat., 2¢ série, t. XVIL. (Juillet 1878.) 20
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nombie total est

.

I' —-[2a--1 2841 ... 2v+1 —1],

9

ne contiennent, comme faisant partie de la derniére es-
peee (E,), quecelles qui dérivent des 2"~! décompositions
de IN o les cariés sont premiers entre eux, par la for-

mule fondamentale (L; — P?)? + 2L,P,l, absolument
comme dans le cas (VII) ot il n’entraitdans N que 7 fac-
teurs a la premiéie puissance, et toutes les autres appar-
tiennent aux 7 -— 1 premiéics espcéees, dans chacune
desquelles les deux carrés composants ont un diviseur
conmmun.

En résumé, que N soit composé de n facteurs du pre-
mier degié, de la forme 4 A + 1, ou de n de ces facteurs
élevés chacun a une puissance quelconque, ily a toujours
2"~! dé ompositions de ce nombre dans chacune des-
uelles les deux carrés sont premiers entre cux, et pas
davantage, et ces o™~ décompositions donnent naissaunce,

par la formule (L, — P?)? + z_Ll—sz, a un pareil nombre
de décompositions du car1é N?de ce nombre, lesquelles
jouissent seules de la méme propriéié parmi toutes les
autres décompositions dont N? est susceptible et compo-
sent exclusivement Ja derniére espéce (E,) de ces décom-

positions ; ce qui est assurément un fait digne de re-
marque.

XI. Entre autres conséquences de la théorie qui vient
d’¢ire exposée, on en déduit une réponse préeise a cette
question :

Quels sont les nombres entiers dont chacun jouit de
la propriété d’étre égal a la sonune des carrés de deux
nombies entiers consécutifs, et d’avowr pour carré la
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somme des carrés de deux autres nombres entiers con-
sécutifs.
En d’autres termes, elle fournit une solution com-
pléte du systéme des équations indéterminées

) =a 4+ v+ l)z, =2+ (z -+ 1)’,
en nombres entiers.

Observons d’abord que y est impair et ne peut avoir
pour diviseurs premiers que des facteurs de la forme
4h4+1. En effet, s’il en avait d’autres de la forme
4k —+ 3, 1l faudrait, comme on sait, pour que la décom-
position de y en une somme de deux carrés fiait possible
d’une maniére quelconque, que ces facteurs fussent cha-
cun en nombre pair, c’est-a-dire que leurs produits M?
fit un carré; on aurait donc, en appelant, comme ci-
dessus, N le produit de tous les autres facteurs de forme

4]{““ I,
5 = M*N.

On sait d’ailleurs aussi que, ni M, ni M* ne sont en
aucune facon décomposables en une somme de deux
carrés; done, si a®—+[3* représente I'une quelconque
des décompositions de N, la décomposition correspon-
dante de y aurait la forme y =M*(a®-+ f3?), ou
y = M2a® + M*(%.

Or le plus petit facteur premier de la forme 44 + 3
étant 3, il est impossible que la différence entre M« et
M8 ne soit que d’une unité, comme ’exige la premiére
condition*de I’énoncé.

Cela posé, si un nombre y satisfait aux équations
proposées, son carré ne peut donner lieu 4 une décom-
position telle que y* = 22 + (z + 1)?, que si cette dé-
composition fait partie de la derniére espece (E,) parmi
toutes celles que y* est susceptible de recevoir; car, pour

20.
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toute décomposition y* == u’ + v* qui feraitpartie de I'une
quelconque des autres espéces (E, ), (E, , ..., (E,_, ,
les deux nombres u, v auraient pour diviseur commun,
comme on 'a démontré plus haut, 'un ¢ des facteurs de
¥, simples ou multiples, premiers ou composés. Or le
plus petit de ces facteurs, de forme 4A 41, étant 3, la
différence entre u et v, qui est de la forme ¢ (/' — '), est
aumoins égale 4 ¢, donc a fortiort au moins égalc a 5, c1
ne peut, en aucun cas, étre ézale a 'unité comme 1'é-
noncé de la question 'exige.

C’est donc parmi les décompositions de I'espéce (E,)
seules qu’on peut rencontrer la décomposition

y -3z 4 214
Or, toutes les décompositions de D'espéce 'E,) sont,
daprés (VII) et (XI), de la forme (L} — P7)* + 2L, P; ,
les nombres entiers L,, P,, dont 'un est pair, et I'autre
impair, étant tels qu'on ait v == L* 4 P?. Soit L, le plus
grand de ces deux nombres, et posons, « étant un
nombre entier positif, L, =P, + a3 d’ou
y = 2aP,+a* -+ (2P + 24P, 2

La seconde condition du probléme consiste en ce que

‘ (2aP, — 2= — 2P# 4+ 2aP, =1
(4) ou
? « -2P; fadl N
11 en résulte, comme on sait, que les deux nombres
entiers a, P, sont, I'un o le numérateur, 'autre P, le dé-
nominateur d’une quelconque des réduites de Ta fraction
continue suivant laquelle se développe la racine carrce

7

de 2, savoir d'une réduite de rang impair (la premiére

. AN .
éant —> si I'on prend le signe + dans le second membre
(8]
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de I'équation (4), ct d'une réduite de rang pair si 'on
prend le signe —
Ces réduites consécutives sont
o1 3 17 1 23¢
(5) —9 —9 — 7- —}’ 4—7 @a —)7 ser el
o 1 2 5 12 29 70 10y
Actuellement , la premiére condition du probleme
exige que dans la décomposition L; — P} de y, d’onr dé-

rive directement celle j*= (L} — P} * + 2L, P, que
nous venons de considérer, les nombres composants L,, P,
ne diflérent entic eux que d’une unité; en d’autres
termes, il faut, non-seulement que « soit le numérateur
de I'une des réduites ci-dessus, dont P, serait le dénomi-
nateur, mais encore que ce numérateur soit égal a I'u-
nité.

Or, si 'on exclut dans la suite (5) la premiére réduite
qui donne la solution illusoire P, = o, on voit que la sui-

I . . .. [
vante T cst la SCll](: (Illl remphsse ]CS COHd]l]OY]‘i exigecs.

On a donc
Pouvx -1, « 1, L= 2
d’ou

et ensuite
yi= L/ —P/ ‘—r—;l:P, =3 +4*==5.

Ainsi le systéme des valeurs x =1, z==3,y =5 est le
seul qui résolve la question proposée.

Remarque. — On conclut aussi de 1a que I'équation
indéterminée du quatiiéme degré

x4 2 723 - 2! 7 =—3 2+ 1

nest parcillement satisfaite que par les valeurs conju-
guées x =1,z = 33
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Et encore que, parmi linfinité des systémes de deux
nombres entiers consécutifs u et (u + 1), dont le produit

» s . . I
u(u -+ 1)est égal & un nombre triangulaire — z(z + 1),
2

il n’y en a qu’un seul, savoir 2 et 3, dans lequel le plus
petit des deux nombres soit égal au carré d’un nombre
entier augmenté de ce nombre lui-méme, 2 = 12 + 1, et

3.4

'onaa2.3=="=.
2

Nota.—Le lecteur, se ré{érant a la page 242 (voir la livraison de juin).
ligne 2 en remontant, est prié d'intercaler la parenthése suivante entre
le mot « espéce » et le mot « dans » et avant la virgule :

(c’est Vespéce désignée par E,_;, selon la notation

adoptiée).



