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SUR LES QUESTIONS 1248 ET 1249;
Par M. E. CATALAN.

J’ai lu, avec un vif intérét, les deux Notes de M. le ca-
pitaine Moreau (*). Elles m’ont semblé susceptibles de
certains compléments, que je soumets a I’appréciation de
I’honorable auteur.

(*Y Nouvelles Annales, mars 1858,



( 253 )

I. M. Moreau considére les séries
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M. Moreaun prouve que

Sla)=9lq).
En conséquence,
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Or les séries (3), (4) sont connues : si 'on fait, avec
Jacobi,
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(*) On verra tout a I’heure pourquoi nous avons modifié les nota-~
tions employées par M. Moreau.
(**) Fundamenta nova.... p. 103.



II. On a aussi
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Dans cette formule, ¢, est Uexcés du nombre des
diviseurs de 4n + 1, ayant la forme v+ 1, sur le
nombre de cewx qui ont la forme 4u.— 1 (**). Consé-
quemment, les formules (6) équivalent a celles-ci :

(8) S:-fl+q)2:€4n+1(/2", S:{'—Q)Zwem-l“j‘m-
(Y]

La question 1248, proposée par M. Edouard Lucas,
suppose @ == 3.
Il résulte. de cette valeur,

Ainsi ces deux séries, & termes fort simples, ont
mémes limites que les séries (8), ordonnées suivant les

. 3>
puissances du nombre ——— -
2

1II. D’aprés la relation
Dn+'z —aD,y, + D, =o,

si les dewx premiers dénominateurs sont entiers, tous le
seront (***). Or
1+ q° q*—q+1

D,— 1, D = = — a — 1 — entier.
q.1+q q

(*) Fundamenta, p. 105, — Recherches sur quelques produits indéfinis,
p. 1o,

¥\ Recherches..., p. 75.

***) Nous supposons « entier.



( 255 )
Ainsi, I'énoncé de la question 1248 peut étre modifié
d’une infinité de maniéres (*).

Lxemples. —1°a:==4, D, =3, ¢g=o0»— \/E:
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IV. Dans son élégante solution de la question 1249,
AL e capitaine Moreau fait observer que :
1° On satisfuit a I’ équation

e prenant

st

(*) Remarque deja faite par le capitaine Moreau.
(**Y En général, le dénominateur du deuxiéme terme de s est, en

valeur absolue,
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2° - 4 —— doeee =
Yo XX DoY)

1 1 1 Yo — \ri— )
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De la résultent, par exemple, les sommations sui-
vantes, assez remarquables :

I I

s se

e 1
‘/24 =5— 0 10.98_ 10.93.9602 -
I | 4 4.16 .16 256

4 5+ 5.19 - 5.17.259+ 5.17.257.65.53,

V. Comme I'a remarqué M. Gerono (*), I'énoncé dela
question 1181 n’est pas complet. D’autre part, la dé-
monstration publiée dans les Nouvelles Annales (*¥) est
un peu longue. On peut, comme il suit, trouver rapide-
ment la formule exacte, et méme une formule un peu
plus générale.

On a, identiquement,

a — i 1
1 = = -
a
w—1 b— 1 1
I — A__‘A
a ab ab
a— 1 b~1+«~——1 1
1= -+ s
a ab abce abce

Par conséquent : 1° Si les produits ab, abc, abed,. . .
croissent au dela de toute limite,

a—1 b—1 c—1

a ab

(*) Nouvelles Annales, t. XV, p. 181.
YT XV, p.o135.
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2° 87 ces produits tendent vers une limite 5.,

‘A) a—r+b——l+c—l+ -, 1
' a ab abe T X

On trouve, de la méme maniére,

—a  ba— B — . 6
(g 2% 2« ﬁ—!—Lﬁ ! . =1—lim— .
: a ab abe abe ...t

VI. Pour appliquer la formule (A), prenons
a=14q, b=1+4¢q, c=1+¢, d=1+q' ....
De la résulte
A=lim{x+q)(1+¢) 1 +¢@) [1+q') ...

ou, avec les notations de Legendre (*),

A= ==
2GA IJI(IGI/.”I
Ainsi
q q2 q}
Sl— + + ..
1 g (g it g i) g

Le second membre peut étre écrit autrement. On
sait (**) que

“:Ej gi(r) (—q)" =1 —21 gi(r) (— 1) qm,

9;(n) représentant le nombre des décompositions de

(*) Recherches sur quelques produits... (p.1 et 2).
(**) Recherches..., p. 4.
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n, en parties impaires, inégales ; par conséquent,
2 3
—1 P 7 +
1 ¢ d—q, 1+ g (g 1+ q X g

— * ; \ n—1 n
= EI ?Il\n,\—l) q-.

Il est clair que Pon pourrait indéfiniment multiplier
ces applications.

P. S. Enlisant I'énoncé de la question 1181,il m’a-
vait semblé avoir déja vu le théoréme qu’il exprime.
En elffet, ce théoréme est compris dans une transforma-
tion générale, due & Stern, et publiée dans les Nouvelles

Annales (1™ série, . VI, p. 438).



