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ETUDE SUR LES DECOMPOSITIONS EN SOMMES DE DEUX CARRES,
DUCARRE D’UN NOMBRE ENTIER COMPOSE DE FACTEURS PRE-
MIERS DE LA FORME 4 + 1, ET DE GE NOMBRE LUI-MEME.

FORMULES ET APPLICATION A LA RESOLUTION COMPLETE, EN
NOMBRES ENTIERS, DES EQUATIONS INDETERMINEES, S1-
MULTANEES, V' = X + (& + 1) ET y* = 2* + (2 +1)%;

Par M. E. oe JONQUIERES.

I. Soient fi, fasfs, --+s fn les n facteurs du nombre
N, que nous supposerons d’abord a la premiére puis-
sance et, par suite, tous différents entre eux.

Chacun d’eux étant un nombre premier, de la forme
4k+1, se décompose d'une seule maniére en une
somme de deux carrés premiers entre eux. On a donc

fi=a®+bl, fr=a,+b; ... Su ==a}r + b},

et nous supposerons a; > b, ; car les deux nombres a;, b,
sont inégaux, l'un pair et I'autre impair.

Le nombre I de toutes les décompositions possibles du
nombre N en une somme de deux carrés est, dans le cas
actuel, donné par la formule I=jo"==2o""1, et le
nombre I' des décompositions de N* par la formule

I =4(3"—1).

(FoirGavss, Recherches arithmetiques, p. 157. — LE-
cENDRE, Théorie des nombres, 2° édition, p. 268, et
Genoccur. Nouvelles Annales de Mathématigues,
L. XIII, 17 série, p. 165.)
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décompositions de N* se subdivisent en n
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especes distinctes, que nous désignerons par les signes
(E)y (Es)y oo oy (E).

Celles de la premiére espéce (E;) sont au nombre de
1, et dans chacunc d’elles les deux nombres composants
admetient 7 — 1 facteurs communs avec N.

Celles de la deuxiéme espéce (E,) sont au nombre

’ \
n n—1,
de 2 ——~ ——, etdans chacunc d’elles les deux nombres
1.2
composants admettent 7 — 2 facteurs communs avec N.

Celles de la troisieme espéce (E; ) sont au nombre de
.
2? ”—{—”—:%)—%1_—2\, ¢t chacun des deux nombres com-
posants y admet n — 3 facteurs communs avec N.

Et ainsi de suite, jusqu’a la derniére espéce (E,), qui
comprend 2" solutions (nombre précisément égal a
celui des décompositions de N), dans aucune desquelles
I'un ou l'autre des nombres composants n’a de facteur
commun avec N.

Le nombre total de ces décompositions, dans les n es-
péces réunies, est done

n'in—1 n'n—1'(n—o
I'=n+2-t— oz T
P.o 1.2.3
2Ar v
37—
42" T e ——
2

Les propositions précédentes, que M. Volpicellia sin -
plemem énoncées, a peu pres dans les mémes termes,
dans le tome IX (1¢ série) des Nouvelles Annales,
année 1850, sont intuitives. 1l est évident, en effet,
que parmi les I’ décompositions de N* doivent se trouver

9

celles de f7 (]> ct de ses analogues, formant une pic-

miére espéce, dans laquelle f; est facteur commun
des deux nombres x ety dont la somme des carrés est
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égale 4 N*. On doit y trouver parcillement celles de

Hf (%) 5 etde ses analogues, dans chacune desquelles

-

le second facteur

est le seul décomposé, et ainsi de

(WA
suite.

Quant aux formes de ces décompositions, M. Volpi-
celli se borne a faire connaitre la plus simple de toutes,
celle de I'espéce (E, ), qu’il écrit ainsi :

L= at—0b}) y=2a;b;— et 2+ yr= Ny,

s Ji

I'indice 7 devant recevoir successivement toutes les va-
leurs comprises depuis 1 jusqu’a n. Cette forme bien
connue estcelle qui se présente pour la décomposition du
carré d’'un nombre premier de la forme 47 + 1 en une
somme de deux carrés.

Jignore si M. Volpicelli a fait connaitre plus tard,
dans quelque autre recueil mathématique, les formules
relatives aux n — 1 autres espcces; j'ajoute méme que
je ne le crois pas. Quoi qu’il en soit, ayant été conduit
tout derniérement a les découvrir, a4 I'occasion du pro-
bleme d’Analyse indéterminée cité dans le titre de cette
Etude, je vais les donner ici, dans la pencée que cette
communication nefera double emploi avec aucune autre
publiée antérieurement et 2 mon insu sur le méme sujet.

IT. Les valeurs des nombres composants x, y dans les
décompositions de la deuxiéme espeéce (E,) sont
N e 2\ 2 2 e
x :fff—l[‘\a[ — b} (af — b2 , o= 4«1,‘5, Lapb,],
1 Ji

o N
Y=5R

les signes supérieurs devant étre pris ensemble et les
16.

l2a,b;(a} — b} —=2asby(a’— b} )7,

L
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signes inférieurs ensemble, et Z, 7 prenant toutes les va-
leurs possibles, mais différentes entre elles, depuis 1
Jusqu’a 7.

On peut donner a ce résultat un auntre énoncé qui,
dans sa généralité, convient, comme je vais le dire,
aux décompositions des autres espéces, et permet d’en
abréger uniformément la définition. Nous dirons donc
que x et y ont, respectivement, pour valeurs les pro-

N
fife

les décomnpositions de la derniére (ici la seconde) es-

duits du facteur

multiplié successivement par toutes

péee, dont est susceptible le carré d’un nombre com-

posé des deux facteurs simples et premiers f;, fi, qui
. . N . \

ne font point partie du facteur — commun a x et ay.

S

D’aprés cela, le nombre des décompositions de I'es-

. , . alrn—1) ,
pece (E;) est égal & 2=*= " —, car le carré d’un nombre
composé de deux tels facteurs ne comporte que quatre
décompositions, dont deux appartiennent a la premiére
espéce déja considérée et ne figurent pas parmi celles
de la seconde, qui est alers la derniére espéce.

1II. Les valeurs de x ¢t de y dans la troisiéme
espéce (E5) ont pareillement pour valeurs respectives

les produits du facteur multiplié successivement

N
S S
par toutes les décompositions de troisiéme ou derniére
cspéce des carrés des nombres composés des trois fac-

. N
teurs f;, fu, fir, qui ne figurent pas dans ———s de
f;fl’fl”
\ . nln—1)ln—2) .,
sorte que 'espéce (E;) contient 2? ——— —— dé-
q péce (Eq) 23

compositions distinctes, ou systémes de valeurs diffé-
rentes ct conjuguées de x etde y.
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Et ainsi de suite, jusqu’aun groupe (E,), de telle sorte
qu’un groupe (E,), d’espéce p, contient

=t nin—i1)(n—2) ... (n—p-+1)

1.2.3. ..

décompositions ou systémes de valeurs de x et y, c’est-
A-dire autant de fois 2#~! qu’il y a de combinaisons pos-
sibles des diviseurs premiers de N, pris p a p.

IV. Quant au dernier groupe (E,), dont la forme
ct la composition précises sont particuliérementintéres-
santes, on peut dire les seules essentielles 4 connaitre,
puisqu’elles concourent exclusivement, sauf un facteur
connu d’avance, 4 la composition des valeurs dexx etde y

daus les autres espéces, le facteur est égal a

N
JiJr oo Sa
Punité ; le groupe contient en totalité 2"~! décomposi-
tions distinctes, et ni y n’ont en commun aucun des
facteurs de N. Le systéme type ou fondamental des
valeurs de x et de y dans ce groupe, c’est-a-dire celui
(u’on peut écrire immédiatement, ctduquel les 2"~ — 1
autres systémes de ce groupe se déduisent par de simples
changements dans les signes des termes dont il sc com-
pose, est le suivant, qui dérive de la théorie des combi-
naisons et de la décomposition fondamentale

—_— —

Nt—=(wt—0b ) +2ab
appliquée au cas N == a* + 0°.

Désignons, pour abréger, par I, (ab) et I; (¢* — b?)
le produit de k facteurs, tels que ab et (a* — b*), et par
Y la somme de tousles produits de ce genre qu’on obtient
en combinant entre eux, & a k, et de toutes les maniéres
possibles, les produits a, b,, ou les termes (a; — b7), de
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telle sorte, par exemple, que le terme symbolique
3Mlab 1, lat— 5]

teprésente la somme

aboah,(a) —0 ot — b2
~ab, ab, a)—b la, - b*
ab, ajby a,—~ b, al- h?

2

i

06,0, ab, a 7 — b2

2

1 1
by ugh al —7 at — b

2

1

i 3
“+ ab, abai—0v) ! —b

D’apres ces notations, les formules fondamentales qu:
cxpriment les valewrs types ou imuales de x et dey
dauns le groupe (E, sont

v 1 (e —0b)

- oix[(eb U_y(a —b ]

- %Iy ab). M, , a*— b ] — ete. .,
y o xMflad 0O, (@ — %]

—o"x[I, b)) I, , @t — 0]

=08yl @b D, @ — b ) —ete.. .

Dans ces valeurs de a et de y, les termes 1eunis sous
un méme signe sommatoire X ont tous le méme signe,
ces groupes de termes prenant alternativement le signe
—+ ct le signe —, en commencant dans I'une et dans
Pautre formule par le signe —.

Avant d'indiquer de quelle maniere, ¢est-a-dire par
quelles permutations de signes, les 27! — 1 auties
systémes de valeurs de x et de) dont se compose le
atoupe (E,) se déduisent des formules types (1), fai-
sons quelques remarques essentielles sur ces formules.

Le premier terme de lavaleurde x,savois 11, (a* — 5?),
est, d’apiés la convention étabhe que @, >>b,, toujours
positif.
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Le groupe de termes qui suit, compris avec le sigue
. . n(in—1u1
— sous le premier signe X, se compose de ————

termes. L.e suivant en contient sous le signe

n'n—1' n—2)in—3)
I b

1.2.3.4%

¢t ainsi de suite.

Le premier groupe de la valenr de y se compose de 2
nin—1){n—2)
e 1 2.3
ainsi de suite d’aprés la méme loi, de telle sorte que

lermes. Le suivant en contient » et

contient, en totalité, 2"~* termes et que y en contient le
méme nombre, comme cela doit étre, puisque ces valeurs
sont conjuguées deux a deux.

(La suite prochainement.)



