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SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES;
Par M. LAGUERRE,

1.

1. Soit une équation algébrique de degré n et a
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. . . o e x .
coeﬂicnents recls ou 1maginaires; en prenant — pour 1n-
J

connue, elle peut s’écrire sous la forme suivante
Sf(z, y)=o,

f désignant un polynéme homogéne et du degré n par

rapport aux quantités x et y; ou encore, en posant
x
zZ = —
¥
F(z)=/S(z,1)=o.
n prenantd’une fagon arbitraire, dans un plan, deux
Enp td'une fagon arbit ,d lan, d
roites rectangulaires pour axe des abscisses et pour axe
droit tangul des abs tp
des ordonnées, je conviendrai, suivant I'usage habituel,
de représenter une quantité imaginaire « -+ {37 par un
point ayant « pour abscisse et (3 pour ordonnée.

’ x ’ . , e . .
Cela posé, z = - étant une quantité imaginaire quel-
N

conque représentée par le point m du plan, j'appellerai
point dérivé du pointm le point p représentant la quan-

r
tité ¢ = = déterminée par I’équation
n
’ 4
Ef’z -+ nf) - 0.

On déduit de cette équation

ou, en vertu du théoréme sur les fonctions homogénes,

F(z)
=Z—n .
: F (2]
Lorsque I'on considére z comme la valeur approchée
d’une racine de I'équation F(Z) = o, en désignant par
z’ la valeur que I'on en déduit pour cette racine, par la
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méthode de Newton on a

= z— E(i} 3

F/(Z) b)

d’ot cette conclusion : Si m estun point du plan repré-
sentant une valeur approchée d’une racine de I'équation
F(Z)= o, et si la valeur approchée de cette racine,
que 'on en déduit par la méthode de Newton, est repré-
sentée par le point m/, le point p dérivé du point m
s’obtient en portant dans la direction mm/, et a partir du
point m, une longueur égale & n>< mm'.

2. Jérablirai d’abord la proposition suivante :

Tutorime I. — Etant donnée une équation algébrique
de degré n, si Uon prend un point m arbitrairement
dans le plan et si ’on désigne par p.le point dérivé du
point m, tout cercle passant par les deux pointsm et p.,
s’il ne passe pas par toutes les racines de I’équation,
contient au moins une de ces racines,- et, dans ce cas,
une au moins des racines est située a l'extérieur du
cercle.

Pour démontrer cette proposition, je remarquerai que,
a, B, 7, 0 désignant des quantités imaginaires quelcon-
ques, les différents points représentés par 'expression

x4 Bt

7= —
'/—{-Jt’

quand on donne a ¢ toutes les valeurs réelles possibles,
sont situés sur un méme cercle, et que, pour deux valeurs
imaginaires quelconques de ¢, les points représentant les
valeurs correspondantes de z sont situés du méme coté
par rapport au contour du cercle, ou de c6tés diflérents,
suivant que, dans les valeurs de la variable ¢, les coef-
ficients de i sont de méme signe ou de signes contraires.
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Cela posé, z =; ayant une valeur quelconque et

étant déterminé par I’équation

£ '
t= i = - j{_',- ’
x
I'expression
_tr— )f',
Ty )

quand on y donne a ¢ toutes les valeurs réelles, repré-
sente un cercle passant par le point m représentant z,

. x ’
puisque, pourf=o0 ,0on a Z = ;; ce cercle passe éga-

lement parle point dérivé u. représentant £, puisque, pour
t=o0,o0na

On voit ainsi, a cause de I'indétermination de 3, que
I'expression précédente représente, pour des valeurs
réelles de ¢, les diflérents points d’un cercle quelconque
passant par les deux points m et ¢ et, d’aprés ce que j'ai
dit plus haut, pour démontrer la proposition énoncée,
il suffira de prouver que I’équation

()
\x ) S
si elle admet des racines imaginaires, admet au moins
une racine ou le coeflicient de i est positif et une racine
ou ce coeflicient est négatif.
L’équation précédente peut s’écrire ainsi :

Sltz— 2/ ty + 20, =o,
ou, en développant suivant les puissances de ¢,

(1) A"+ B2 G - ... = 0,
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Le coefficient de t*~! dans cette équation est égal
zéro ; un calcul facile montre, en effet, qu'il est égal

MSS, =SS

De la résulte que la somme des racines de I’équation (1)
est nulle; en désignantdonc par a + bi, a’ + &'i, ... ces
racines, on a

- -

2 (a -+ bl) = 0,
d’out
2b = 03
et, par suite, si toutes les valeurs de b ne sont pas nulles, il
y a au moins deux de ces valeurs qui sont de signes con-
traires, ce qui démontre la proposition énoncée.

3. Tutorime 1. — Erant donnés un cercle quel-
conque qui renferme toutes les racines de l'équation

. E .,
S(X, Y)=o0 et un point L = >, situéen dehors de ce
%
. roo , .
cercle, tous les points z = S définis par I équation

&f, +af, =o,
sont situés dans intéricur du cercle.

En eflet, z désignant I'un quelconque des points ainsi
définis, ¢ est son point dérivé; si z n’'était pas situé
dans l'intérieur du cercle, par les deux points z et ¢ qui
lui sont tous deux extéricurs, on pourrait mener un
cercle renfermant dans son intérieur le cercle donné et,
par suite, toutes les racines, ce qui est contraire a la
proposition précédente. Le théoréme est donc dé-
montré,

On démontrerait de méme la proposition suivante :

Etant donnés un cercle quelconque a l'extérieur du-
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quel sont situées toutes les racines de l'équation
f(X, Y) = o,

et un point { = %, situé dans Dintérieur de ce cercle,
n
. x ’ . y .
tous les points z = =, définis par I’équation
Y

Ef;“*"’fy: = 0,

sont situés a l'extérieur de ce cercle.

4. Etant donnée une équation de degré n, F (z) = o,
et m élant le point représentatif d’une valeur z, appro-
chée d’une racine de cette équation, désignons par m’ le
point représentatif de la valeur approchée de cette ra-
cine que donne la méthode de Newton. Le point p dérivé
de m s’obtient en portant, a partir de m dans la direc-
tion mm', une longueur égale 4 n XX mm/, et tout cercle
passant par les points m et p contient au moins une ra-
cine de I'équation.

En particulier, le cercle décrit sur mp comme dia-
métre contiendra une racine et, si m est suffisamment
voisin de la racine, m sera trés-voisin de m' et par con-
séquent de p; le cercle dont je viens de parler aura donc
un rayon trés-petit et contiendra la racine cherchée.

Dans tous les cas, on peut énoncer la proposition sui-
vante :

Quelle que soit la quantité z, il y a au moins une
racine de U'équation F(z) = o dont la différence avec
Uexpression

a un module moindre que (n — 1) fois le module de
F(z)
F(z) (4 suivre.)




