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CONCOURS GENERAL DE 1871.

MATHEMATIQUES SPECIALES,

Par M. MORET-BLANC.

Rechercher les surfaces S du second degré sur les-
quelles existe une droite D, telle que I’ hyperboloide de
révolution H, quia pour axe une génératrice rectiligne
quelconque G de la surface S, ét du méme systéme
que D, et qui passe par la droite D, coupe orthogona-
lement la surface S en tous les points de cette droite.

8i Uon considére tous les hyperboloides H, qui se
rapportent & une méme surface S jouissant de la pro-
priété énoncée :

1° Trouver le lieu des sommets A et celui des foyers

(*) Cette valeur de x montre que le point C s’obtient en divisant le
diamétre AB, en moyenne et extréme raison. Le plus grand des deux
segments de cette division est AC.
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F des hyperboloides ' conjugués des hyperboloides H;

2° Par 'un des foyers ¥ de U'hyperboloide H, on
méneun planPparalléle a la perpendiculaire commune
aur deux droites G et D, et faisant avec cette derniére
un angle supplémentaire de celui que fait avec cette
méme droite I'axe G de U'hyperboloide Hy trouver le
lieu de la droite qui joint le point oi le plan P coupe
la droite D a U'un des points o ce plan coupe la
courbe d’intersection de la surface S et de 'l per-
boloide H.

La normale a I'hyperboloide H en uu point de la
droite D, perpendiculaire a cetie droite, devant rencon-
trer I'axe de I'hyperboloide, c’est-a-dire unc généra-
trice quelconque G de la surface S, du méme systéme
que D, est une génératrice du second sysieme. Cette
condition, qui est nécessaire, est suffisante, car en tout
point de la génératrice commune D, la normale a H
étant contenue dans le plan tangent 4 S, les deux sur-
faces se couperont orthogonalement en tous les points
de la droite D.

Ilrésulte de 1a que les surfaces S sont des paraboloides
hyperboliques a plans directeurs rectangulaires.

Si 'on prend la droite D pour axe de z, les plans di-
recteurs pour plansdes xz et des xy, et la génératrice du
second systéme perpendiculaire au premier plan direc-
teur pour axe des y, I’équation des surfaces S, abstrac-
tion faite de leur position dans ’espace, sera

(S) yz=hkux,

k éant une constante pour une méme surface S, et va-
riant d’une surface a l'autre.
Les équations des génératrices du premier systéme
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(celui de D) sont

s Yy =ph

I > équations de laxe.
( Z == —.,

(G)
1° Le centre de I’hyperboloide H est sur I'axe Oy a la
distance 2k de U'origine ou de la droite D ; I'équation de
cet hyperholoide, rapporté 4 son centre et a ses axes, est
4yl g .
R T Pour le rapporter aux axes primitifs,
il faut transporter origine au point O et faire tourner
les axes Ox’ et Oz’ dePangle 2, dont la tangente est p.
Les formules de transformation sont

[ vk ' . 3 — 1 -
Yy =y —wk, T ==X COSx— 2SN, 2 == xSlDa —+ ZCOSa.

L’équation de I'hyperboloide H devient, en chassant
les dénominateurs,
(cos?e — p?sin®a)2® 4+ y* - (sin’a — v?cos’a) z*
—21 + p?)sine cosexs — 2p ky = o.

Mais on a

. 1
sina =— ———{Jv COSo —

pr—— 4 —

VI -+ .”‘2 \/ [
en remplacant sin « et cosa par leurs valeurs, il vient
(H) (r—p))a?+y? —o2paz—2pk) —o.
2° Lessommets de I’kyperboloide conjugué H' sont sur
Paxe, a une distance du centre égale a k, et les foyers a
) > y
la distance Ayt + p2.

On a donc pour coordonnées des sommets, o étant
Pangle de I’axe avec OZ,

Y = uk, sz lcose = —— .
Vi
14. .
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d’oul'on tire, en éliminant u,

a? 4 22 = k2,
yz = kx;

lelieu des sommets est I'intersection du paraboloide S et
du cylindre x® + z* = A*. Les coordonnées desfoyers sont
x===pk, y=pk, z=== k. Les foyers sont donc situés
sur les deux droites z=Fk, y =x et z=—Fk, y=—ux.

3°8i, parlefoyerF (x = pk, y = pk, z = k), on méne
un plan P paralléle a la perpendiculaire commune aux
deux droites G et D, c’est-a-dire paralléle a Paxe Oy, et
faisant avec D un angle supplémentaire de I'angle que
I'axe G fait avec D, ce plan coupera évidemment la
droite D a la distance z = 2k de I'origine. Le lieu des
droites qui joignent ce point 4 I'un des points ou ce plan
coupe la courbe d’intersection des surfaces S et H est
donc un cone.

Ona: ]

Equation du plan P:

(1) pz—+a=apk;
Equation de la surfaceS:
(2) yz=hkr;
Equau’on de U’hyperboloide H :
(3) (r —u)a? 4+ y? —2prz —2phy = 0;
Equations d’une génératrice du cone:

n X Y Z—2k 1
\ x y z—2k - X

On obtiendra I’équation du céne en éliminant x, y, z,
A, p entre ces six équations, ce qui donne, en remettant
les petites lettres,

(5) (z—2k) (22 +y?)(3x —2y)—a'(r —2y)=o.
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Remarque. — Tous les plans P passent par la droite
z2—=24k,x=o0,

qui se trouve ainsi introduite dans I'équation du cone
comme solution étrangeére.

On trouverait de méme, en remplagant le foyer F par
le foyer F/, le cone

(z4+ 242 (22 + ) (32 + 2y) —2'(x+2)y)=o,
renfermant la solution étrangére z = — 2k, x = o.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Escary et Gambey.



