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SUR LES SYSTÈMES DE DROITES < P SONT NORMALES
A UNE MEME SURFACE;

PAR M. LAGUERRE.

1. Je renverrai, pour toutes les notations dont je me
servirai ici, à ma Note Sur les formules fondamentales
de la théorie des surfaces (1).

Par chaque point M d'une surface S menons une
droite m7 dont la position soitdéfinie par l'angle 0 qu'elle
fait avec la normale MZ à la surface et l'angle cp que fait
avec la direction MX. sa projection sur le plan tangent.

Les cosinus des angles que font, avec les axes coor-
donnés, les trois directions MX, MX et il/Z, étant res-
pectivement

cos a, cos (5, cos7,
COS?, COS3Q, COSÇ,

cos)., cosjx, cosv,

(•) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2e série, t. XI, p. 6o.



( '8a )

les cosinus des angles que fera avec les axes la droite tu
en seront respectivement

cosasinöcos? -4- cosç sin 9 sin y -h cos> cos 9,
cos p sin 9 cos <p -+- cos vj sin 0 sin y -f- cos/x cos 9,
cosy sin G coscp H- cosp sin 9 sincp 4- cosv cos 9 ;

et, pour que les diverses droites m soient normales à une
même surface, il sera nécessaire et suffisant que l'ex-
pression

Zdx (cosa sin 9 cos^ H- COS? sin 9 sin© -+- cos^ cos9)

soit une différentielle exacte.
On a

dx •=. Yidii cos a -+- Qdv cos H,

dy ==. Edu cosp -t- Gdt> cos>?,
dz — Er/« cos7 ~\- Gdv cosÇ;

substituant ces valeurs dans l'expression précédent*1,
elle donne

E sin9 cosy,du + G sin9 sinv.dv;

et, pour qu'elle soit une différentielle exacte, il est néces-

saire et suflisant que 1 on ait

(1) — (Esin9 cosep) r=: —- (G sin9 sincp).
v dv K ' du K T ;

2 . L'équation précédente ne renferme que les quan t i -

tés E et G, dont l 'expression ne change pas quand on

déforme la surface S.

D'où la conséquence suivante :

Concevons que chaque rayon m conserve une position

fixe pa r rapport au plan tangent en ifcT, c 'est-à-dire que

sa projection sur ce plan tangent et l 'angle qu' i l fait avec

ce plan demeurent invariable 5 cela posé, si les rayons



( i 8 3 )

émanant des divers points de S sont normaux à une
même surface et si Von déforme S de Jacon que Vêle-
ment d'une courbe quelconque tracée sur cette surface
concerne la même valeur, chaque plan tangent à la
surface entraînant avec lui le rayon correspondant, les
divers rayons dans leur nouvelle position sont encore
normaux à une même surface.

3. LTéqualion (i) étant satisfaite pour certaines va-
leurs des fonctions CJ> et 0, elle est encore évidemment
satisfaite quand on y remplace s'inQ par Asinfl, k dési-
gnant une constante arbitraire.

D'où ce beau théorème dû à Dupin :
Si des rayons normaux à inie même surface se ré-

fractent sur une surface S, ils sont encore, après leur
réfraction, normaux à une même surface.

4. Chaque rayon m SP projette sur le plan tangent en
M, suivant une droite faisant avec la droite Ü/X un
angle égal à çp. Toutes ces projections enveloppent des
courbes que l'on peut, pour abréger, appeler la projection
du système de rayons sur la surface. La fonction <p étant
connue, on obtiendra l'équation différentielle de cette
projection en posant <p — i\ d'où

Gdo

En remplaçant y par ^dans l 'équation ( i ) , il vient

— (Esinôcos/) = — ( GsinÔ sin/)»
dvx dv v '

ou encore

- - (Esin0) cosi — (G sinô) sini — Esin Ôsin/ —
dv K J duK ' dv

di
— G bin Ô cos / — ~ o,

du



ou, en remplaçant respectivement cosi et s\ni par leurs
valeurs,

Edu Çrdv
ds ds

-- (Esin0)Er/tt — - - (Gsinô)GrA> — EGsinÔtf/:= o,
dv v ' du K

ou encore

di sine — ̂ 4 - (EsinÔ) -h— !-(G sinô) == o.
G t/f * ' E du '

Si 6> est constant, on peut, dans la relation précédente,
supprimer le facteur commun sinö, et, en remplaçant

respectivement — et -y- parleurs valeurs — GM et EN,

elle devient
di -+- M du -f- N dv — o ;

ce qui est précisément l'équation des lignes géodésiques.
D'où la proposition suivante :

Si des rayons émanant de chacun des points d'une
surface S sont normaux à une même surface, et si
chacun d'eux fait un angle constant avec le plan tan-
gent au point de S dont il émane, la projection du sys-
tème de rayons sur S est un système de lignes géodé-
siques de cette dernière surface.

5. La réciproque de cette proposition est également
vraie. Considérons sur S un système de lignes géodé-
siques, nous choisirons les axes des u et des v, de telle
sorte que ces lignes géodésiques soient définies par l'é-
quation v = const. Cela posé, cherchons les systèmes de
rayons normaux à une même surface et ayant pour pro-
jection le système considéré de lignes géodésiques. Dans
ce cas, on peut poser E— i et G = F (M), et l'angle dé-



signé par <p est égal à zéro, l'équation (i) devient alors

Cette équation étant identiquement satisfaite quand on
fait Q = const., la réciproque de la proposition énoncée
est démontrée. En particulier, si Ton fait 0 = o, on ob-
tient ce théorème bien connu :

Si Von considère un système de lignes géodésiques
tracées sur une surface, les tangentes aux différents
points de ces lignes sont normales à une même surface.

6. On satisfait également à l'équation ( 2) en prenant
pour 6 une fonction arbitraire de u.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Étant donnés un système de lignes géodésiques tra-
cées sur une surface et les trajectoires orthogonales de
ces lignes, si par chaque point M d'une de ces lignes
on mène une droite située dans le plan tangent à cette
ligne en M et normal à la surface, l'angle de cette
droite avec le plan tangent étant constant le long
d^une même trajectoire orthogonale, mais variant du
reste d une façon arbitraire quand on passe de Vune
de ces trajectoires à une autre, toutes ces droites sont
normales à une même surface.


